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Le) 


PRÉFACE 


Ce IXe tome du Cours de physique théorique est essentiellement 
consacré à l'exposé de la théorie quantique de l’état condensé de la 
matière. Tout au début nous donnons un exposé détaillé de la 
théorie des fluides quantiques dans l'approche de Bose et de 
Fermi. 

Cette théorie, élaborée par L. Landau pour interpréter les découver- 
tes expérimentales de P. Kapitsa, représente aujourd'hui une section 
indépendante de la physique théorique. Son importance résulte non 
seulement de l'intérêt des phénomènes physiques observés dans 
les isotopes de l’hélium liquide, mais surtout de ce que les concep- 
tions qu’impliquent la notion de fluide quantique et le spectre de 
celui-ci constituent en fait le fondement de la description quantique 
des corps macroscopiques. 

Par exemple, pour interpréter convenablement les propriétés des 
métaux. il faut considérer les électrons qui y sont contenus comme un 
fluide de Fermi. L'existence du réseau cristallin complique cepen- 
dant les propriétés du fluide électronique, et l'étude préalable du 
cas plus simple d’un fluide homogène et isotrope est une étape 
nécessaire pour construire une théorie adéquate. De même, l’étude 
de la supraconductibilité des métaux, qui peut être considérée com- 
me un état de suprafluidité du fluide électronique, est grandement 
facilitée par l'étude préalable de la théorie plus simple de la supra- 
fluidité du fluide de Bose. 

Une partie intégrante de l'appareil mathématique de la physi- 
que statistique moderne est l'appareil des fonctions de Green. Sa 
valeur tient non seulement à la simplicité du calcul des fonctions 
de Green, résultant de la mise en œuvre de la technique des diagram- 
mes, mais aussi à ce que les fonctions de Green permettent de décrire 
directement le spectre des excitations élémentaires d'un corpset con- 
viennent particulièrement bien à la description des propriétés de ces 
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excitations. C'est pour cette raison que dans ce tome nousattachons 
une grande importance à la théorie des fonctions de Green des corps 
macroscopiques, ce qui constitue le fondement méthodologique du 
tome. Quoique les idées fondamentales de la théorie soient les mêmes 
pour tous les systèmes, le type de technique des diagrammes à utili- 
ser dépend du problème traité. Il est tout indiqué d'exposer ces mé- 
thodes en prenant pour exemple les fluides quantiques isotropes 
puisque l'essence de la méthode y apparaît clairement, sans être 
compliquée par les inhomogénéités spatiales, l'existence de plusieurs 
types de particules, etc. 

Pour des raisons analogues nous exposons la théorie microscopi- 
que de la supraconductibilité en nous appuyant sur le modèle simple 
du gaz de Fermi doué d'interactions faibles et en faisant abstraction 
des complications qu’introduisent l'existence du réseau cristallin et 
les interactions coulombiennes. 

Nous tenons à souligner que malgré ses chapitres consacrés au 
comportement des électrons dans le réseau cristallin et à la théorie 
du magnétisme, ce livre n’est qu'une partie du cours de physique 
théorique et ne saurait prétendre à remplacer un cours de théorie du 
solide. C’est pour cela que le lecteur n’y trouvera qu’un exposé de 
questions de caractère général, à l'exclusion des questions nécessitant 
l’utilisation de données expérimentales concrètes ainsi que des 
méthodes de calcul dont la base théorique est floue. Rappelons que 
l'étude des propriétés cinétiques des corps solides sera exposée dans 
le tome X, le dernier de ce cours. 

Dans le présent tome nous exposons également la théorie des 
fluctuations électromagnétiques dans les milieux matériels ainsi 
que la théorie des fluctuations hydrodynamiques. Dans les éditions 
précédentes, la théorie des fluctuations électromagnétiques faisait 
partie du tome VIII; son inclusion dans le présent tome est justi- 
fiée par la nécessité de faire appel aux fonctions de Green afin de 
simplifier la théorie et de faciliter ses applications. Il est d’autre 
part justifié d'exposer la théorie des fluctuations électromagné- 
tiques et celle des fluctuations hydrodynamiques dans le même vo- 
lume. 

L. Landau ne figure pas parmi les auteurs de ce livre, mais le 
lecteur constatera que son nom revient souvent dans le texte. C'est 
qu'une part importante des résultats exposés ici sont dus soit per- 
sonnellement à Landau soit à l'association du maître et de ses colla- 
borateurs. Nos longues années de travail avec L. Landau nous per- 
mettent d'espérer que nous n’avons pas trahi sa pensée, tout en tenant 
compte des nouveaux résultats qui se sont accumulés depuis sa dis- 
parition. 

Nous tenons à remercier A. Andréev, I. Dzialochinski et I. Lifchitz 
pour leurs fructueuses discussions sur les questions exposées dans 
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ce livre. Nous avons tiré grand profit des ressources offertes par 
l'ouvrage bien connu de A. Abrikossov, L. Gorkov et I. Dzialochin- 
ski. qui est l’un des premiers livres consacrés aux nouvelles méthodes 
de la physique statistique. Enfin, nous exprimons toute notre gra- 
titude à L. Gorkov et Y. Klimontovitch qui ont bien voulu lire 
notre manuscrit et nous ont fait à ce propos des remarques fort 
judicieuses 

E. Lifchitz, L. Pitayevski 
Avril 1977 


QUELQUES NOTATIONS 


Les indices des vecteurs sont désignés par les lettres latines à, 
k, ... Les indices desspins sont désignés par les lettres grecques «&, 
B, ... Tout redoublement des indices signifie une sommation. 

Les « 4-vecteurs » (voir note au bas de la p. 68) sont désignés 
par les lettres majuscules X, P, ... 

L'élément de volume est désigné par dV ou dir. 

Lorsqu'une grandeur tend vers zéro par en haut ou par en bas, 
sa limite est notée: + 0 ou — 0. 

Les opérateurs sont repérés à l’aide d’un signe circonflexe « * ». 


L'hamiltonien #, H' = H — u\. L'opérateur de perturba- 


tions est Ÿ. 
Dans la représentation de Schrüdinger les opérateurs 4 s’écrivent 


Ÿ, Ÿ*'; dans la représentation de Heisenberg ils s’écrivent W, W*, et 


dans la représentation de Matsubara YY, PM. 

Les fonctions de Green sont notées G, D. Les fonctions de tempéra- 
ture de Green sont notées &, Z. 

Les grandeurs thermodynamiques sont notées comme dans le to- 
me V, notamment T — température, V — volume, P — pression, 
u — potentiel chimique. 

L'intensité de champ magnétique est H et l'induction magnéti- 
que B; le champ magnétique extérieur est noté G 

Les références aux numéros des paragraphes et des formules 
d'autres tomes de ce cours sont affectées des chiffres romains: 
I — « Mécanique », 1982 ; II — «Théorie des champs », 1985; III — 
« Mécanique quantique », 1980; IV — «Electrodynamique quanti- 
que », 1989; V — « Physique statistique », partie 1, 1984; VI — 
« Mécanique des fluides », 1989; VIII — « Electrodynamique des 
milieux continus », 1990. 


CHAPITRE PREMIER 


FLUIDE DE FERMI NORMAL 


$ 1. Excitations élémentaires 
dans le fluide quantique de Fermi 


A des températures si basses que la longueur d'onde de L. de 
Broglie, correspondant aux mouvements thermiques des atomes du 
fluide, devienne comparable aux distances interatomiques, les 
propriétés macroscopiques du fluide sont déterminées par les effets 
quantiques. La théorie des fluides quantiques présente un intérêt 
indéniable quoiqu'on ne trouve dans ja nature que deux substan- 
ces de cette espèce qui sont de vrais liquides: ce sont les isotopes 
d'hélium à l’état liquide ($He et *He) à des températures de — 1 
à 2 K. Toutes les autres substances se solidifient bien avant que les 
effets quantiques puissent s'y manifester. Rappelons à ce propos que 
selon la mécanique classique tous les corps devraient être solides 
au Zéro absolu (cf. V. $ 64). Or, l'hélium par suite des interactions 
particulièrement faibles entre ses atomes reste liquide jusqu'aux 
températures où commencent à se manifester les effels quantiques, 
et dès lors sa solidification cesse d'être nécessaire. 

Pour pouvoir calculer les grandeurs thermodynamiques d'un 
corps macroscopique, il faut connaître le spectre de ses niveaux 
d'énergie. On conçoit que lorsqu'il s'agit d'un système de particules 
en interaction forte, comme dans le cas des fluides quantiques. on 
a bel et bien affaire à des niveaux d'énergie correspondant aux 
étais quantiques stationnaires de la totalité du fluide et non pas aux 
états des atomes individuels. Le calcul de la somme statistique 
à des températures suffisamment basses ne doit tenir compte que 
des niveaux d'énergie faiblement excités du fluide, c’est-à-dire des 
niveaux assez proches du niveau fondamental. 

Une autre circonstance encore présente une importance fonda- 
mentale pour la théorie. En mécanique quantique on peut considérer 
tout état faiblement excité d'un corps macroscopique comme un 
ensemble d'excitations élémentaires. Ces excitations élémentaires se 
comportent comme des quasi-particules se déplaçant dans le volume 
occupé par le corps et possédant des énergies e et des impulsions p 
déterminées. La forme de la dépendance & (p) (ce que l’on appelle 
loi de dispersion des excitations élémentaires) est une caractéristique 
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importante du spectre d'énergie des corps. Soulignons encore que la 
notion d'excitations élémentaires a été introduite en tant que pro- 
cédé de description quantique du mouvement collectif des atomes 
des corps; ces quasi-particules ne doivent pas être identifiées aux 
atomes et molécules individuels. 

I1 existe plusieurs types de spectres d'énergie que les fluides 
quantiques peuvent en principe posséder. Leurs propriélés macros- 
copiques peuvent être très différentes suivant le type de spectre. 
Nous commencerons par l'étude du fluide possédant un spectre 
énergétique du type dit de Fermi. La théorie du fluide de Fermi 
a été élaborée par L. Landau en 1956-1958, et ce sont ses résultats 
que nous exposons dans les $$ 1 à 4!). 

Le spectre énergétique du liquide quantique du type de Fermi 
est, à certains points de vue, analogue à celui du gaz de Fermi parfait 
(composé de particules à spin 1/2). L'état fondamental de ce dernier 
correspond à l’occupation par les particules de tous les états de la 
Sphère de Fermi, qui est définie dans l'espace des impulsions dont le 
rayon pF est lié à la masse volumique du gaz N/V (nombre de 
particules contenues dans l'unité de volume) par la formule 

3 3 
CR (1,1) 
(né) 3n°h 
(cf. V, $ 57). Les états excités du gaz apparaissent lorsque les parti- 
cules quittent les états de la sphère remplie pour venir occuper des 
états caractérisés par p > pr. 

Dans un liquide, il n'existé pas d'états quantiques pour les 
particules individuelles, mais pour construire le spectre du liquide 
de Fermi on se fonde sur l’assertion que la classification des niveaux 
d'énergie ne change pas lorsqu'on « branche » peu à peu les interac- 
tions mutuelles des atomes, i.e. lorsqu'on passe du gaz au liquide. 
Dans cette classification, le rôle des particules de gaz est assumé 
par les excitations élémentaires (les quasi-particules) dont le nom- 
bre coïncide avec le nombre d'atomes et qui sont régies par la statis- 
tique de Fermi. 

Il convient de remarquer que seul un liquide constitué de parti- 
cules à spin demi-entier peut donner naissance à ce type de spectre 
d'énergie; l’état d’un système de bosons (particules à spin entier) 
ne peut être décrit à l’aide de quasi-particules vérifiant la statistique 
de Fermi. Par ailleurs, ce type de spectre d'énergie ne peut être une 
propriété générale de tous les liquides de ce genre. Le type de spectre 
dépend aussi des particularités des interactions mutuelles des atomes. 
Un raisonnement simple en fournit la preuve: dans le cas d’interac- 


1) Précisons par avance, afin d'éviter tout malentendu, qu'il s'agit du 
fluide de Fermi normal (qui n'est pas superfluide), c'est-à-dire de l'isotope ‘He 
liquide (compte tenu de la restriction énoncée au bas de la p. 271). 
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Lion tendant à associer les atomes en paires, on obtiendrait à la limite 
un liquide moléculaire composé de particules (molécules) à spins 
entiers pour lequel le spectre envisagé est à priori impossible. 

Chacune des quasi-particules possède une certaine impulsion p 
(nous reviendrons plus tard sur le bien-fondé de cette assertion). 
Soit » (p) la fonction de distribution des quasi-particules d’après 
leurs impulsions, normalisée à l’aide de la condition 


( _N ___ d'p 
\ ndt=-r, Ms 


(nous préciserons cette condition dans ce qui suit). Le principe de 
classification mentionné ci-dessus se fonde sur l'hypothèse que la 
donnée de cette fonction de distribution définit univoquement 
l'énergie Æ du liquide et que l’état fondamental correspond à la 
fonction de distribution dans laquelle sont occupés tous les états 
contenus dans la sphère de Fermi de rayon pk lié à la masse volu- 
mique du liquide par la même formule (1.1) que celle utilisée dans 
le cas du gaz parfait. 

Il importe de souligner que l'énergie totale Æ du liquide ne se 
réduit pas à la somme des énergies e des quasi-particules. Autrement 
dit, £ est une fonctionnelle de la fonction de distribution, qui ne 


se réduit pas à l'intégrale | nredt (comme dans le cas d'un gaz 


parfait où les quasi-particules coïncident avec les vraies particules 
et n'interagissent pas entre elles). Comme la notion de base est 
l'énergie Æ, il convient de définir l'énergie des quasi-particules 
compte tenu de leurs interactions mutuelles. 

Pour ce faire, étudions la variation que subit £ lors d’une varia- 
tion infiniment petite de la fonction de distribution. De toute évi- 
dence, cette variation est donnée par l'intégrale d'une expression 
linéaire par rapport à la variation ôn; elle est donc de la forme 


1 = ( e(p) ôn dr. 
La quantité € est la dérivée variationnelle de l’énergie E par rap- 
port à la fonction de distribution. Elle correspond à la variation 
que subit l’énergie du système lorsqu'on y introduit une quasi- 
particule d’impulsion p; c’est cette quantilé qui joue le rôle de la 
fonction de Hamilton de la quasi-particule dans le champ créé par 
les autres particules. Elle aussi est une fonctionnelle de la fonction 
de distribution, ce qui signifie que la forme de la fonction € (p) 
dépend de la distribution de toutes les particules dans le liquide. 
Signalons à ce propos que dans le spectre du type envisagé, une 
excitation élémentaire peut, dans un certain sens, être assimilée 
à un atome placé dans le champ autocongruent des autres atomes. On 
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ne doit cependant pas entendre ce caractère autocongruent dans le 
sens usuel en mécanique quantique, car ici sa signification est plus 
profonde. Dans l'hamiltonien d’un atome donné, on tient compte 
aussi bien de l'influence qu'exercent les particules environnantes 
sur l'énergie potentielle que de la variation de l'opérateur énergie 
cinétique en fonction de l'opérateur impulsion. 

Jusqu'à présent, il n’a été tenu aucun compte duspin des quasi- 
particules. Etant une grandeur quantique, le spin ne peut être analy- 
sé par les procédés de la mécanique classique, ce qui entraîne que par 
rapport au spin la fonction de distribution doit être considérée com- 
me une matrice statistique. D'autre part, l'énergie d’une excitation 
élémentaire est, dans le cas général, aussi bien une fonction de 
l'impulsion qu’un opérateur par rapport aux variables de spin qui 


peut s'exprimer en fonction de l'opérateur de spin s de la quasi- 
particule. Dans un liquide homogène et isotrope (ne se trouvant 
par soumis à l’action d’un champ magnétique et n’étant pas ferro- 


magnétique), l'opérateur s ne peut figurer dans la fonction scalaire € 


que sous la forme des scalaires s° ou (sp}?; le produit sp à la puissan- 
ce ne convient pas, car c’est un pseudo-scalaire vu que le vecteur 


spin est axial. Le carré S —Ss (s + 1); pour le spin s — 1/2 le scalaire 


(sp)? = p°;4 se réduit également à une constante indépendante de s. 
Dans ce cas, l'énergie de la quasi-particule est absolument indépen- 
dante de l'opérateur de spin, autrement dit tous les niveaux d'énergie 
des quasi-particules sont doublement dégénérés. 

Dire que la quasi-particule possède un certain spin revient à affir- 
mer l'existence de cette dégénérescence. A ce point de vue on peut 
affirmer que dans le spectre du type considéré le spin des quasi- 
particules est toujours égal à 1/2 quel que soit le spin des vraies 
particules formant le liquide. En effet, pour tout spin différent 


de 1/2, les termes de la forme (sp) donneraient lieu à un éclatement 
des niveaux dégénérés (2s + 1) fois en (2s + 1)/2 niveaux double- 
ment dégénérés. Ainsi apparaissent (2s + 1)/2 branches distinctes 
de la fonction € (p) et chaque branche correspond à des « quasi- 
particules de spin 1:2 ». 

Comme indiqué, dès que l’on tient compte du spin des quasi- 
particules, la fonction de distribution se transforme en matrice ou 


en opérateur n (p) par rapport aux variables de spin. Sous forme 
explicite, cet opérateur s'écrit comme la matrice statistique hermi- 
tique r48 (p), où &, B sont les indices de spin de la matrice qui 
parcourent les deux valeurs + 1/2. Les éléments matriciels diago- 
naux déterminent les nombres de quasi-particules se trouvant dans 
des états de spin déterminés. De ce fait. la condition de normalisation 
de la fonction de distribution des quasi-particules doit s’écrire 
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comme suit: 

dp ‘ 
= Dry (1,2) 
(le symbole Tr signifie qu'il faut prendre la trace de la matrice par 
rapport aux indices de spin) !). 

L'opérateur-matrice dont les éléments sont les variables de spin 


est, dans le cas général. l'énergie e de la quasi-particule. Sa défini- 
tion doit s'écrire comme suit: 


Tr (côndræ | espômse dr. (1,3) 


Tr \ n di = \ Rañ= Te, dr 


Si la fonction de distribution et l'énergie ne dépendent pas du 
spin, ce qui implique que n,# et es Se ramènent à la matrice unité 


Nas — nôsp Eap — EÔcp (1,4) 


alors prendre la trace dans (1,2), (1,3) se réduit simplement à multi- 
plier par 2: 
2[ nd, JE 2 ( eôn dr. (1,5) 


On démontre aisément qu'à l'équilibre statistique la fonction 
de distribution des quasi-particules a la forme de la distribution de 


Fermi, le rôle de l'énergie étant assumé par la grandeur € définie 
par (1,3). En effet, en raison de la coïncidence des propriétés de 
classification des niveaux d'énergie du liquide et du gaz de Fermi 
parfait, l’entropie S du liquide est déterminée par une expression 
combinatoire analogue à celle du gaz (cf. V, $ 55) 


2 = Tr | {Rinr+({—n)In({—n)}dr. (1,6) 


En faisant varier cette expression sous les conditions supplémentai- 
res de constance du nombre total de particules et de l'énergie totale 
= Tr [6m dr=0, == Tr | é6n dr—0, 

on obtient la distribution cherchée 


n={et@-n/T +4, (1,7) 
où est le potentiel chimique du liquide. 

Lorsque l'énergie des quasi-particules ne dépend pas du spin, ls 
formule (1,7) implique une relation analogue entre les quantités n 
et €: 

n={ete-u/T+ 1j, (1,8) 


1) Ici et dans ce qui suit le redoublement des indices signifie, comme d'ha- 
bitude, la sommation. 
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A la température T -: 0 le potentiel chimique coïncide avec l'éner- 
gie limite sur la surface de la sphère de Fermi: 


Blr=0 = 8r = € (pr). (1.9) 


Quoique l'expression (1,8) présente une analogie formelle avec la 
distribution de Fermi ordinaire, elles ne sont pas identiques puis- 
que & étant une fonctionnelle de »#, la formule (1,8) représente en 
fait une définition implicite compliquée de n. 

Revenons à l'hypothèse selon laquelle on peut attribuer à cha- 
que quasi-particule une impulsion bien déterminée. Pour que cette 
hypothèse soit vérifiée, il faut que l’indétermination sur l'impulsion 
(résultant de ce que la longueur de libre parcours de la quasi-parti- 
cule est finie) soit petite non seulement devant l’impulsion mais 
également devant la largeur Ap de la « région de transition » de la 
distribution, i.e. de la région où elle s'écarte sensiblement de la 
forme en « marche » !) 


1 pour p< pr. 
0(p)=0 (»)= | 0 pour p>Pr. 


On démontre aisément que cette condition est vérifiée lorsque la dis- 
tribution n (p) ne diffère de (1,10) que dans une petite région près 
de la surface de la sphère de Fermi. En effet, en vertu du principe 
de Pauli, la diffusion mutuelle des quasi-particules n’est possible 
que dans la région de transition de la distribution, les particules 
diffusées occupant les états disponibles dans cette région. En 
conséquence, la probabilité de collision est proportionnelle au carré 
de la largeur de cette région. L'indétermination sur l'énergie et 
donc sur l'impulsion de la quasi-particule est proportionnelle à (Ap)°. 
Par conséquent, si Ap est petit, l'indétermination sur l’impulsion 
sera petite non seulement par rapport à pF mais aussi par rap- 
port à Ap. 

Il s'ensuit que la méthode en question ne peut s'appliquer qu'aux 
états excités du liquide pouvant être décrits par une fonction de 
distribution des quasi-particules qui ne s’écarte de la forme en 
« marche » que dans une région étroite située à proximité de la sur- 
face de Fermi. Une distribution correspondant à l'équilibre thermo- 
dynamique ne peut être réalisée qu'à basse température. La largeur 
(en énergie) de la région où la distribution équilibrée s'écarte d’une 
« marche » est de l’ordre de T. L’indétermination quantique sur 
l'énergie de la quasi-particule dont il faut tenir compte dans les 


(4,10) 


1) Remarquons pour nos besoins ultérieurs que la dérivée 


6’ (p)——ô(p—pr). 
En effet, les deux membres de cette égalité fournissent le même résultat (l'uni- 
té) lorsqu'on intègre sur n'importe quel intervalle p contenant le point p = pr. 


8 1] EXCITATIONS PLÊMENTAIRES DANS LE FLUIDE DE FERMI 15 


collisions est de l'ordre de ñ/t, t étant la durée de libre parcours de 
la quasi-particule. On peut donc écrire la condition de validité de la 
théorie 

RTK T. (1,11) 
D'après ce qui a été dit plus haut, le temp + varie en raison inverse 
du carré de la largeur de la région de transition, i.e. 


to Tr, 


de sorte que (1,11) est sûrement vérifié lorsque T — 0. Dans le cas 
d'un liquide où les interactions mutuelles des particules ne sont 
pas faibles, tous les paramètres énergétiques sont du même ordre 
de grandeur que l'énergie limite &-; dans ce cas, la condition (1,11) 
est équivalente à la condition T<& | er |). 

Pour des distributions proches de la distribution en forme de 
« marche » (cette dernière correspondant à T -- 0) on peut rempla- 
cer, en première approximation. la fonctionnelle € par sa valeur 
calculée pour n (p) — 6 (p). Dans ce cas € devient une fonction 
déterminée de l'impulsion et la formule (1,7) décrit la distri- 
bution de Fermi ordinaire. 

Dans ces conditions. près de la surface de la sphère de Fermi où 
la fonction € (p) possède une signification physique concrète, on 
peut la développer suivant les puissances de la différence p — pr. 
Nous avons 


E — Er © Up (P — Pr) (1.12) 
où 
eue | 
re = (1,13) 


est la « vitesse » des quasi-particules sur la surface de Fermi. Dans 
un gaz de Fermi parfait, où les quasi-particules sont identiques aux 
vraies particules, on a e — p*/2m, de sorte que v; — pr/m. Par 
analogie, on peut introduire pour le liquide de Fermi la grandeur 


m* = prlÜp, (1,14) 


que l'on appelle masse effective de la quasi-particule ; cette grandeur 
est positive (cf. fin du $ 2). 

En termes des grandeurs ainsi introduites, la condition de vali- 
dité de la théorie s'écrit T<& vrp#; seules les quasi-particules d’im- 
pulsions p, telles que | p — pr | Pr, Sont significatives. Insistons 
une nouvelle fois sur cette conclusion et remarquons qu'elle confère 
surtout un caractère non trivial à la relation (1,1) entre p- et la masse 
volumique du liquide, puisque son établissement (pour le gaz de 
Fermi) se fonde sur l’idée que les particules occupent tous les états 


1) Pour “He liquide, selon les données expérimentales, la théorie n’est 
quantitativement vérifiée que pour T & 0,1K (tandis que | ep | Æ 2,5 K). 
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contenus dans la sphère de Fermi et non seulement ceux qui sont 
situés près de sa surface !). 

La masse effective détermine notamment l'entropie S et la 
capacité calorifique C du liquide à basse température. Ces grandeurs 
sont données par la même formule que pour le gaz parfait (cf. V, 
$ 58), où on doit remplacer la masse m de la particule par la masse 
effective m*: 

m°pr x \2/3 m° [ N\1/3 

S=C=VT, v= Mi =(+) (5) (4,15) 
(les grandeurs S et C coïncident en raison de la dépendance linéaire 
par rapport à la température). En effet, l'expression (1,6) de l’entro- 
pie en fonction de la fonction de distribution est la même, qu'il 
s'agisse du liquide ou du gaz, le calcul de l'intégrale ne faisant 
intervenir que la gamme des impulsions proches de pk; dans cette 
gamme de valeurs la fonction de distribution des quasi-particules 
dans le liquide et celle des particules dans le gaz sont données par 
la même expression (1,8) 2). 

Avant de poursuivre l’exposé de la théorie, une remarque s’im- 
pose. Quoique le procédé d'introduction de la notion de quasi- 
particules dans le liquide de Fermi, fondé sur l’analogie de celles-ci 
avec les particules de gaz, convient bien à la construction de la 
théorie, la description physique correspondante implique l'existence 
d’une sphère de Fermi occupée par les quasi-particules que l’on 
n’observe pas. Cet inconvénient pourrait être éliminé en posant que 
les excitations élémentaires n'apparaissent que pour T 0. Dans 
cette approche le rôle d’excitations élémentaires est assumé par des 
quasi-particules se trouvant hors de la sphère de Fermi et par des 
« trous » à l’intérieur de cette dernière ; on doit alors attribuer aux 
quasi-particules se trouvant hors de la sphère de Fermi une énergie 
e —vr(p — pr) et aux trous, une énergie e = vF (pr — p) (dans 
l’approximation correspondant à la formule (1,12)). La distribution 
statistique des ces entités est décrite par la formule de la distribution 
de Fermi avec un potentiel chimique nul (puisque le nombre d'exci- 
tations élémentaires n'est pas constant, étant fonction de la tem- 
pérature 5)) 


n = [er +1] "1. (1,16) 


1) La démonstration de la relation (1,1) se fonde sur des méthodes mathé- 
matiques plus élaborées et sera donnée au & 20. 

2) Pour ‘He liquide (à pression nulle): pF/f — 0,8-108 cmt; m* — 3,1 m 
(He) ; on détermine p£ à partir de la masse volumique du liquide et m*, à par- 
tir de sa capacité calorifique. 

3) Rappelons (cf. V. $ 63) que dans ces conditions le nombre de quasi-parti- 
cules Nqu dépend de la condition d'équilibre thermodynamique — l'énergie 
libre F en fonction de Naqu à température et à volume constants doit être mini- 
male: (6F/8Nquir.y = 0; or cette dérivée est le « potentiel chimique des quasi- 
particules» (qu'il ne faut pas confondre avec le potentiel chimique pu du liquide 
déterminé par la dérivée A F par rapport au nombre # de vraies particules). 
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Dans cette approche les excitations élémentaires apparaissent et 
disparaissent par paires, de sorte que les nombres totaux d'’excita- 
tions ayant des impulsions p > pr et p << pF Sont toujours égaux. 

Notons encore que dans cette définition desexcitations élémentai- 
res, l'énergie de celles-ci est nécessairement positive puisqu'elle 
représente l'excès d'énergie que possède le niveau excité par rapport 
à l'énergie du niveau normal du système. Mais l’énergie des quasi- 
particules, définie selon (1,3), peut être positive ou négative. 

D'autre part, pour un liquide se trouvant à la température du 
zéro absolu et sous pression nulle, la grandeur e, = pu est assuré- 
ment négative, ce qui entraîne que les valeurs de & proches de &+ 
sont elles aussi négatives. En effet, lorsque 7 —0, P —0, la 
quantité —u coïncide avec la quantité positive qu'est la valeur 
limite de la chaleur de vaporisation du liquide rapportée à une 
particule. 


$ 2. Interactions mutuelles des quasi-particules 


Comme l'énergie des quasi-particules est la fonctionnelle de leur 
fonction de distribution, elle varie avec cette dernière. La variation 
que subit l'énergie lorsque la fonction de distribution s’écarte de ôn 
de la forme en « escalier » (1,10) doit avoir la forme: 


Gus (p)= | far.so(p, p') 6m, (p') dr 2,1) 
ou une forme plus symbolique 
&(p)=Tr" | f(p, p')ôn(p')dr’, 
où Tr’ désigne la prise de la trace sur une paire d'indices de spin 


correspondant à l’impulsion p’. La fonction Î pourrait être appelée 
fonction d'interaction des quasi-particules (dans le gaz de Fermi 


Î = 0). Par définition, cette fonction est la dérivée variationnelle 

seconde de l'énergie totale E du liquide, ce qui signifie qu’elle est 

symétrique par rapport aux variables p, p’ et aux paires d'indices 
de spin correspondants: 

Îa y,88 (p, p') = va, 08 (p', p). (2,2) 

Compte tenu de la variation (2,1), l’énergie des quasi-particules 

près de la surface de la sphère de Fermi est donnée par la somme 


E(P)—er=vr(p—pr)+Te À f(p, pôr(p)ér. (2,3) 
Pour les distributions correspondant à l'équilibre thermodynamique, 
le deuxième terme de (2,3) détermine la variation de l'énergie de la 


quasi-particule en fonction de la température. L'écart ôn' n’est 
sensiblement différent de zéro que dans une couche étroite de va- 


2—01124 . 
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leurs de p’ à proximité de la surface de la sphère de Fermi et c'est 
dans une couche analogue que sont réparties les impulsions p des 
quasi-particules réelles. Il s’ensuit que l'on peut remplacer dans 


les formules (2,1), (2,3) la fonction f (p, p') par sa valeur sur la sur- 
face même de la sphère de Fermi, ce qui revient à poser p = p° — 


= pr; dans ces conditions f ne dépend que des directions des vec- 
teurs p et p’. 

La dépendance de la fonction f par rapport au spin est liée, d'une 
part, aux effets relativistes (interactions spin-spin et spin-orbite) et, 
d'autre part, à l'interaction d'échange. C’est cette dernière qui est 
la plus importante et la fonction d'interaction des quasi-particules 
qui en tient compte se présente (sur la surface de Fermi) sous la 
forme : 

+ 4 

LE 1 (p, p')=F(8)+ 00'G (8), (2.4) 
où 6, ©’ sont les matrices de Pauli qui agissent sur les indices de 
spin correspondants (ceux qui concernent les variables pet p'), F et G 
sont deux fonctions de l'angle Ÿ que font p et p’'). La forme de 
cette expression est liée à une propriété caractéristique de l’interac- 
tion d'échange : celle-ci ne dépend pas de l'orientation spatiale du 
moment total du système; de ce fait les opérateurs des deux spins ne 
peuvent y apparaître que sous la forme d'un produit scalaire. Les 
fonctions F et G définies par (2,4) sont dénuées de dimension. Le 
facteur qui a été introduit dans le premier membre de (2,4) représente 
le nombre d'états de la quasi-particule sur la surface de Fermi rap- 
porté à l'intervalle unité d'énergies: 


24t 2-41p% ( dp ] 
°F 


VE) = RS Le, Buy (æ 
ou 
_ P? __ PrM* 95 
VE op am: (2.5) 


Comme la trace de la matrice de Pauli est égale à zéro, après 
calcul de la trace Tr’ le second terme de (2,4) disparaît, de sorte 


que Tr’ fne dépend plus de s. Cette indépendance avec s se conserve 
même si l’on tient compte des interactions spin-orbite et spin-spin. 


En effet, la fonction scalaire Tr’ fne pourrait contenir l'opérateur de 
spin que sous la forme du produit s (p X p’) de deux vecteurs axi- 


1) Sous la forme matricielle explicite, on a: 


Fm* 


ns av, 86 Fa fôvs + Gou80 ve (2,4a) 
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aux Set p x p’ (on peut ne tenir aucun compte des expressions qui 
sont quadratiques en les composantes de s, car pour le spin 1/2 elles 
se réduisent aux termes linéaires en S et à ceux qui ne contiennent 
pas s). Mais ce produit n'est pas invariant par rapport à l’inversion 
du temps et ne peut donc faire partie de la quantité invariante Tr’ Î. 
Introduisons une notation qui nous sera utile par la suite 

fav 89 P) = agp ph f=+TrTr f. (2,6) 

On tire de (2,4) 


prm* ” < 
ef (8) = 2F (8). (2.7) 
La fonction d'interaction des quasi-particules satisfait à une 
certaine relation intégrale découlant du principe de relativité de 
Galilée. Une conséquence directe de ce principe est la coïncidence 
de l'impulsion de l'unité de volume du liquide et de la densité de 
flux de sa masse. La vitesse d’une quasi-particule est de/ôp, de 
sorte que le flux de quasi-particules est donné par l'intégrale 


+ de 
Tr | n dx. 
Comme le nombre de quasi-particules existant dans le liquide coïn- 
cide avec le nombre de vraies particules, il est évident que le trans- 
port total de la nrasse par les quasi-particules est égal au produit 
du flux de leur nombre par la masse m d'une vraie particule. On 
obtient ainsi l'égalité suivante: 


L.] dŒ 3 : 
Tr À prdt=Tr \ M n dt. (2,8) 
Posons nog = Nôapr as — €0as et faisons varier les deux 


membres de (2,8). En ftilisant (2,1) et la définition (2,6) onobtient : 


Î pôn dt=m \ Fr ên di+m \ nt nôn’ dx dr’ — 


=m \ 7 ôn dim Ü ftp p’ 


où n'= n (p') (dans la deuxième intégrale on a Ra la notation 
des variables et on a effectué l’intégration par parties). ôn étant 
arbitraire, on en tire la relation cherchée : 


9 . 
= | 5 p) SE dr (2,9) 
Pour une fonction en escalier 


nr (p) = 0 (p) 
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la dérivée ôn’/0p' se réduit à une fonction 6: 

90 (p) ___P 

ape = po Pr) (2,10) 
En portant la fonction & (p) de (1,12) dans (2,9), en remplaçant 
ensuite partout l'impulsion p = pn par sa valeur pF- — p,n sur 
la surface de Fermi et en multipliant les deux membres de l'égalité 
par p# On obtient la relation suivante entre la masse m des vraies 
particules et la masse effective des quasi-particules : 

1 1 , 

L=hte | f(8) cos 8 do’, (2,11) 
où do’ est l'élément d'angle solide centré sur la direction de p’. Si 
l’on substitue à f (Ÿ) l'expression (2,7), cette égalité s'écrit sous 
la forme: 


M —1+F(B)cost, (2,12) 
le trait horizontal désignant la moyenne sur les directions (i.e. l'in- 
tégration sur do'/4x = sin 8d6/2). 

Calculons encore la compressibilité du liquide de Fermi (au zéro 
absolu), i.e. la quantité u® — 9P/àp !). Comme la masse volumique 
du liquide est p = mN/V,ona 

Hs eee 
+: mN dV”° 
Pour faciliter le calcul de cette dérivée, il est opportun de l'exprimer 
à l’aide de la dérivée du potentiel chimique. Comme ce dernier ne 
dépend de N et V que sous la forme du rapport N/V et comme pour 
T = const = 0 la différentielle du = V dP/N, on obtient 


du ___ V du _ V*: dP 
ON N N= ôV ? 
de sorte que 
N ôu 
=. (2,13) 


Comme pour T —=0u = er, la variation ôu correspondant à une 
variation 6N du nombre de particules est égale à 


ôu= | f(pr, p'}ôn dr + SE 6pr. (2,14) 


Le premier terme de cette expression représente la variation de 
e (pr) résultant d’une variation de la fonction de distribution. Le 


1) Lorsque T = 0, on a S = 0; il est donc inutile de distinguer les com- 
pressibilités isotherme et adiabatique. La grandeur u est définie comme expres- 
sion connue de la vitesse du son dans le liquide. 11 importe de remarquer qu'à 
T = 0 le son ordinaire ne peut pas se propager dans le liquide de Fermi; cf. $4. 
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second terme provient de ce que la variation du nombre total de 
particules entraîne une variation de la valeur de l'impulsion limite : 
en vertu de (1,1) on a 6N = Vpÿ ôp#/n°h. Comme Ôn’ n’est sensi- 
blement différent de zéro que lorsque p°’ Æ pr, on peut écrire, après 
avoir remplacé la fonction f par sa valeur sur la surface de Fermi, 


nas AD ac Lrererde Cd, <S56N 
À sn" ar m4 | fao" | ôn = ant 


En portant cette expression dans (2,14) et en introduisant m* à l'aide 
de der/0pr = pr/m*, il vient 

ôu _ f n2hs 

AN 27 LprmŸ (SE 


En tirant 1/m* de (2,11) et en utilisant une nouvelle fois (1,1) on 
obtient finalement 


= Pet | pr je \ (8) (—cos 8) do’. 2.16) 


3m° 2nñ 


En utilisant la fonction f (8) de (2,7) et la relation (2,12) cette 
dernière expression peut être ramenée à la forme 

PF 
3mm* 


uè= A+F()). (2,17) 

La fonction f doit vérifier certaines conditions découlant de la 
condition de stabilité de l’état fondamental du liquide. À cet état 
correspond l'occupation de tous les états des quasi-particules conte- 
nues dans la sphère de Fermi; l'énergie de l’état fondamental doit 
être minimale par rapport à une petite déformation arbitraire de la 
sphère. Nous nous abstiendrons de refaire ici les calculs, mais nous 
en donnerons le résultat !). Pour cela nous développerons les fonc- 
tions F (ÿ) et G (8) figurant dans (2,4) suivant les polynômes de 
Legendre, i.e. 

F(#)=Y (21+1)F,P, (cos 8). 
nl 
_ (2.18) 
G(8)= 2: (21+1)G,P, (cos 8) 
T 


(les coefficients F;, G, ainsi définis se confondent avec les valeurs 
moyennes des produits FP; et GP;). Les conditions de stabilité 
s'écrivent alors sous la forme des inégalités 


Fi+1>0, (2,19) 
G+1>0. (2.20) 


1) Cf. J. Pomérantchouk, JETF 35, 524 (1958). 
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En comparant la condition (2,19) pour ! — 1 avec l'expression de la 
masse effective (2,12), on constate que celle-ci est bien positive. 
De même pour ! — 0, la condition (2,19) impose que l'expression 
(2.17) est positive !). | 


$ 3. Susceptibilité magnétique du liquide de Fermi 


En général, une quasi-particule possédant un spin non nul 
possède aussi un moment magnétique. Pour le spin 1/2 l'opérateur de 
ce moment est de la forme fo (la projection z du moment magnéti- 
que est égale à + B). La constante 2B/ñ qui caractérise le rapport des 
moments magnétique et mécanique (#/2) de la quasi-particule coïn- 
cide avec la valeur de la constante correspondante des vraies parti- 
cules; il est évident que la valeur de ce rapport ne change pas quel 
que soit le procédé de composition des spins des particules détermi- 
nant le spin de la quasi-particule. 

Le fait que les quasi-particules possèdent un moment magnéti- 
que entraîne le paramagnétisme du liquide. Nous allons calculer la 
susceptibilité magnétique correspondante. 

Dans le cas d’une quasi-particule « libre », l'opérateur de l'éner- 
gie supplémentaire qu'elle acquiert dans un champ magnétique H 
serait égal à — BoH. Or, dans le liquide de Fermi, du fait de l’inter- 
action mutuelle des quasi-particules l’énergie de chaque quasi- 
particule subit une variation supplémentaire due à la variation de la 
fonction de distribution en présence d'un champ magnétique. Pour 
calculer la susceptibilité magnétique on écrira donc l'opérateur de 
variation de l'énergie d'une quasi-particule sous la forme : 


= —BoH+ Tr’ | f6n’ dr’. (3,1) 


La variation de la fonction de distribution s'exprime en fonction 
de ôe à l’aide de l'égalité ô7 — (0n/de) ôe ?). Nous obtenons ainsi 
pour Ôe l’équation 


&é(p)=—BoH+Tr' | f(p,p)-R6(par. (3,2) 


1) Pour { = 1 l'inégalité F, > G,; est également valable. Le lecteur trouvera 
la démonstration in A. J. Legget, Annals of Physics (N. Y.), v. 46, p. 76, 1968. 
2) Lors du calcul du terme ôr dépendant du champ on peut négliger la 
variation du potentiel chimique. La variation de la grandeur macroscopique p 
dans un liquide isotrope ne peut être que quadratique par rapport au champ H 
(qui est une petite quantité dans le cas du calcul de la susceptibilité) tandis 


que ôe est du premier ordre de petitesse par rapport au champ. Signalons encore 

qu’en raison de la petitesse de la susceptibilité magnétique du liquide il n'est 
as nécessaire de faire la distinction entre l'intensité du champ magnétique et 
‘induction régnant dans le liquide. 
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Dans ce qui suit nous n’aurons besoin que de la solution de cette 
équation correspondant à la surface de la sphère de Fermi. Cherchons- 
la sous la forme 


êe — À goH, (3,3) 


où g est une constante. Pour la fonction en escalier nr (p’) — 8 (p') 
on a 
dn’ 
de’ 


= —8 (8 —r), 


de sorte que l'intégration sur dp' — de'/vr se réduit à calculer la 
valeur de l’expression à intégrer sur la surface de Fermi. En substi- 


tuant la fonction j de (2.4) et en remarquant que pour les matrices de 
Pauli 


Tro=0, Tr'(00')0° =+ 6 Tr’ o'o’ = 20, 
on trouve g = 2 — gG (Ô) ou 
9 
= ——— 3,4 
d 14+6G(8) (3.9 
où le trait horizontal désigne (comme dans (2,12)) la moyenne sur 
les directions. 


La susceptibilité x se déduit de l’expression du moment magné- 
tique de l'unité de volume du liquide: 


1H =$Tr ( oôn dt=fTr À oôe Te 
ou après intégration avec la fonction en escalier n (p): 


XH= —$ _… Tr oôe (Pr). 
Enfin, en y substituant (3,3), (3,4) et en remarquant que Tr (oH)o — 
—= 2H. on obtient 
___ B'prm* ____ 3vB° 
mA (+6)  x2(1+06)7 

où y est le coefficient dans la loi linéaire de la capacité thermique 
(1.15). L'expression 4 = 3yf°/x° représente la susceptibilité du gaz 
de Fermi dégénéré, composé de _particules de moment magnétique f 
(cf. V, (59,5)). Le facteur (1 + G)-! exprime la différence qui existe 
entre le liquide et le gaz de Fermi !). 

On notera que la condition de stabilité (2,20) avec ! — 0 coïncide 
avec la condition y > 0. 


(3,5) 


1) Pour 5e: 6 & — 2/3. 
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$ 4. Le son de zéro 


Les états hors d'équilibre du liquide de Fermi sont décrits par les 
fonctions de distribution des quasi-particules qui dépendent non 
seulement des impulsions mais aussi des coordonnées et du temps. 


Ces fonctions nr (p, r, t) vérifient une équation cinétique de la forme 


dn a 
Sr = St 7, (4,1) 
où St r est l'intégrale dite des collisions qui détermine la variation 
du nombre de quasi-particules dans un élément donné du volume 
de phase résultant de leurs collisions mutuelles !). 

La dérivée totale par rapport au temps figurant dans (4,1) tient 


compte aussi bien de la forme explicite de la dépendance de nr avect 
que de la dépendance implicite liée à la variation des coordonnées, 
de l’impulsion et des variables de spin de la quasi-particule con- 
forme à ses équations de mouvement. Le caractère spécifique du 
liquide de Fermi où l’énergie d’une quasi-particule est une fonction- 
nelle de la fonction de distribution consiste en ce que dans un 


liquide non homogène aussi bien n que É dépendent des coordonnées. 

Pour les distributions nr peu différentes de la distribution d’équi- 
libre r, on peut écrire 

n(p,r,t)=n0(p)+ôn(p, r, t). (4,2) 


L'énergie d’une quasi-particule est alors & — e, + Ôe, où €, est 


l'énergie qui correspond à la distribution d'équilibre et 6e est donné 
par (2,1); il s'ensuit que 


d _ 06e ,(: n dën(p’) 
= = Tr | f(p, pr} SP) ar. (4,3) 


En l’absence de champ magnétique extérieur e, et r, ne dépendent 
pas du spin. 
La dépendance explicite de n par rapport au temps donne dans 


dn/dt le terme 
on _ dôn 
dt  ôt 
1) Le contenu de ce paragraphe implique la connaissance de l'équation 
cinétique et de ce point de vue ne s'inscrit pas dans le profil de ce tome. Or 
sans l'introduction de cette équation (et de ses différentes applications dont il 
est question dans ce paragraphe et le paragraphe suivant) l'exposé de la théo- 
rie du liquide de Fermi ne saurait être exhaustif. Ici nous utiliserons l'équation 
cinétique sans l'intégrale des collisions; les questions qui dépendent de la forme 
concrète de cette intégrale sont exposées dans le tome consacré à la cinétique 
physique. 
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La dépendance par rapport aux coordonnées et à l'impulsion donne 
les termes 


C'est l'énergie & de la quasi-particule qui joue le rôle de la fonction 
de Hamilton. En vertu des équations de Hamilton on a 


ôp ? 
De ce fait on a aux termes du premier ordre en ôn près: 


ôôn do  ôny 06€ 


ôr op ôp ôr 


Enfin, la variation temporelle de la fonction #7 considérée comme 
l'opérateur agissant sur les variables de spin est décrite selon les lois 
générales de la mécanique quantique par le commutateur 


{E, n}. (4,4) 


Lorsque nr, et €, sont indépendants du spin, ce commutateur ne 


comporte pas de termes du premier ordre en ôn. 
En rassemblant tous les termes écrits on obtient l'équation 


On | do dôn dE 0 _ Q* ; 
SR pe 0 07 po U (4,5) 


Avant d'utiliser l'équation cinétique, il convient de préciser les 
conditions de sa validité. Le fait d’avoir utilisé les équations classi- 
ques (en coordonnées et en impulsion) implique que le mouvement 
des quasi-particules est considéré comme quasi classique; sur cette 
même hypothèse s'appuie en fait la description du liquide à l’aide 
d'une fonction de distribution dépendant aussi bien des coordonnées 
que des impulsions des quasi-particules. La condition d’une descrip- 
tion quasi classique suppose que la longueur de l'onde de de Broglie 
k/pF des quasi-particules est petite devant la longueur caractéristi- 
que ZL sur laquelle la fonction nr varie notablement. En introduisant 
à la place de L le « vecteur d'onde » de l’inhomogénéité 4 — 1/L on 
écrira cette condition sous la forme !) 


BR pr. (4.6) 


La fréquence © des variations de la fonction de distribution. qui 
correspond à une valeur donnée de k, est de l’orde de w — vFk et 


1) Selon la définition (1,1) #/pÆ est de l’ordre de la distance interatomique, 
de sorte que la condition (4,6) est loin d'être sévère. 
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vérifie automatiquement la condition 
ho < Ep. (4,7) 


La relation entre #w et la température T peut être quelconque. Si 
fo > T, c'est la quantité wo qui caractérise la largeur de la région 
de transition de la fonction de distribution; dans ce cas (4.7) exprime 
la condition de validité de la théorie assurant la petitesse devant fo 
de l’indétermination quantique sur l'énergie des quasi-particules 
(indétermination liée à leurs collisions mutuelles). 

Appliquons maintenant l'équation cinétique à l'étude des mouve- 
ments oscillatoires du liquide de Fermi. 

Aux températures basses, mais différentes de zéro, le liquide de 
Fermi est le siège de collisions mutuelles des quasi-particules dont la 
durée de libre parcours + © T-*. Les caractéristiques des ondes qui 
se propagent dans le liquide dépendent largement de la valeur du 
produit ot. 

Lorsque wTt< 1 (ce qui est en fait équivalent à la petitesse de la 
longueur ! de libre parcours de la quasi-particule devant la longueur 
d'onde 2), les collisions arrivent à instaurer l'équilibre thermodyna- 
mique' dans chaque élément de volume du liquide qui est petit par 
rapport à 2. Cela signifie qu'il s'agit d'ondes sonores ordinaires de 
l'hydrodynamique qui se propagent avec la vitesse u = W 6P/6p. 
Pour wTt< 1 l’absorption des ondes sonores est faible, mais augmente 
lorsque wt croît et devient tellement importante pour ot 1 
que la propagation des ondes sonores devient impossible !). 

ot continuant à croître lorsque wt > 1, on observe à nouveau dans 
le liquide de Fermi une propagation d’ondes dont la nature physique 
est cependant différente. Les collisions mutuelles des particules 
n’affectent nullement ces oscillations et l'équilibre thermodynamique 
n'arrive pas à s’instaurer dans chaque élément de volume. On peut 
poser que ce processus évolue comme si le liquide se trouvait à la 
température du zéro absoln. Ces ondes ont été appelées son de zéro. 

1 suit de ce qui précède que pour wt> 1 on peut omettre l'inté- 
grale de collision dans l’équation cinétique et écrire 


o6n_ |, 0ôn __ ôno 06 


Der AN ae = a À (48) 


où v — de/ôp est la vitesse des quasi-particules évaluée par l’éner- 
gie non perturbée € (v = &Fn. n étant le vecteur unitaire dans la 
direction de p); l'indice zéro auprès de € est omis ici et dans ce 
qui suit. 


1) Lorsque wt< 1 le coefficient d'absorption du son y = w®n/pu®, où n est 
la viscosité du liquide. En ordre de grandeur on a u = vp, n/p— vrl= vx, 
rF étant la vitesse des quasi-particules (qui ne dépend pas de la température); 


on a donc n©T-° (7. Pomérantchouk, 1950). On a aussi yu/w + wT&;T*. 
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Lorsque 7 — O0 la fonction de distribution d'équilibre n, est la 
fonction en escalier 6 (p) qui s'arrête pour l'impulsion limite p=p#. 
Sa dérivée est 

ôno 


op (p—pr)= —Vô(E—Er). 


En supposant que la variation de ôn dans l'onde en fonction 
du temps et des coordonnées est décrite par le facteur exp [i (kr — 
— wt)] nous chercherons la solution de l'équation cinétique sous la 
forme 


ôn = Ô(e— Er) v(n)eitkr-o, (4,9) 


En utilisant l'expression (4,3) de G6ôe/ôr l'équation (4,8) s'écrit 
maintenant sous la forme 
o Pi ? n pont 
(@—vrnk)v(n)=nk Es Tr’ À f(m.n')v(n')do, (4,10) 
où net n’ sont les vecteurs unitaires dans les directions de pet p', 
l'intégration étant effectuée sur les directions de n'. 

Considérons les oscillations (son de zéro) n'affectant pas les 
caractéristiques de spin du liquide. Cela signifie que ni la fonction 
de distribution d'équilibre ni sa « perturbation » ôx ne dépendent 
des variables de spin. Dans une telle onde la variation de la fonction 
de distribution due aux oscillations se réduit à une déformation de 
la surface de Fermi limite (qui est une sphère dans le cas d’une distri- 
bution non perturbée) qui constitue toujours une frontière nette 
entre les états occupés et non occupés par les quasi-particules. La 
fonction v (n) représente alors le déplacement (en unités d'énergie) 
de cette surface dans une direction donnée de n. 

Comme v (n') ne dépend pas de variables de spin, l'opération Tr’ 


danis (4,10) ne concerne que la fonction Î. En écrivant cette dernière 
sous la forme (2,4), on aura Tr'f — (2n°%°/pFm*) F (8). Ainsi l'opé- 
rateur © se trouve éliminé de l'équation qui s'écrit maintenant 

(©—kv) v(n)=kv \ F(8)v(n) &. (4,11) 


Prenons la direction de k pour axe polaire et posons que les an- 
gles 6, p déterminent la direction de n. Introduisons encore la vitesse 
de propagation de l'onde u, — &/k et la notation s = u,/vF, ce qui 
permet d'écrire l'équation obtenue sous la forme 


(s—cos 0) v(8, g)=cos 8 \ F(8)x(@, ge. (4,12) 


Cette équation intégrale détermine, en principe, la vitesse de pro- 
pagation des ondes et la fonction v (n°) dans ces ondes. Notons que 
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pour les oscillations non amorties (ce sont les seules qui nous con- 
cernent ici), la valeur de s doit être supérieure à 1, i.e. on doit avoir 


U >> Up. (4,13) 


On peut comprendre l’origine de cette inégalité en récrivant (4.12) 
sous la forme 


V(8", p) do 
s—cos 8” 4x 


v(8, g)=cose | F(8) : 
où à la place de v on a introduit la fonction inconnue v = (s — 
— cos 8) v. Lorsque s — w/kvr << 1, l'expression à intégrer présente 
un pôle au point cos 8" — s; pour que l'intégrale ait un sens, il faut 
contourner ce pôle dans le plan de la variable complexe cos 8° selon 
une règle déterminée. Ce parcours introduit dans l'intégrale une 
partie imaginaire, ce qui entraîne que la fréquence & acquiert 
aussi une partie imaginaire (avec k réel donné), ce qui implique 
l'amortissement de l'onde. La signification physique de l'égalité 
cos 0 — u,/vr (correspondant au pôle) consiste en ce que c'est la 
condition de l'émission des ondes du son de zéro par les quasi-parti- 
cukes par effet Cerenkov !). 

Considérons à titre d'exemple le cas où la fonction F (8) se réduit 
à une constante (que nous noterons F,). L'intégrale dans le second 
membre de l'équation (4,12) ne dépendra plus des angles 8, @ et la 
fonction v cherchée sera de la forme 


_ cos 8 L 
V= CONSt, nn  : (4,14) 
La surface de Fermi est alors une surface de révolution dont la 
parlie antérieure est allongée dans le sens de propagation 
de l'onde et la partie postérieure est comprimée dans le sens 
opposé. Cette anisotropie est une manifestation de ce que chaque 
élément de volume du liquide se trouve dans un état hors d’équili- 
bre ; à l'équilibre toutes les propriétés du liquide doivent être isotropes 
et la surface de Fermi devrait être sphérique. Signalons à titre de 
comparaison qu'à une onde sonore ordinaire correspond une surface 
de Fermi sphérique de rayon oscillant (l'impulsion limite p- oscille 
avec la masse volumique du liquide) qui est décalée toute entière 
d'une distance dépendant de la vitesse de mouvement du liquide 
dans l'onde; la fonction v correspondante est de la forme v — 
— ôpr + const-cos 6. 


1) Ce mécanisme d'amortissement est appelé amortissement de Landau; 
il sera exposé en détail dans le tome X à propos des oscillations du plasma. La 
règle fixant le sens du parcours autour du pôle dans l'intégrale résulte de la 
stitution à @ de © + i0 (i.e. s— s + i0), ce qui assure une valeur finie 
à la perturbation à tous les instants antérieurs (y compris pour t—» — ). 
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Pour trouver la vitesse de propagation de l’onde du son de zéro 
us il faut porter (4,14) dans (4,12), ce qui fournit 


x 
cos8  2xsin 6 48 
Fo ( s—cos 8 47 = 

(0 
Après intégration on obtient l'équation qui permet de déterminer 
sous forme implicite la vitesse u, connaissant la valeur de F,: 
s s+1 À 
7 In s—=1 mr (4,15) 
La fonction dans le premier membre de l'équation décroît de œ 
jusqu’à 0 lorsque s varie de 1 à en restant toujours positive. Il 
s'ensuit que les ondes étudiées ne peuvent exister que si F, > 0. 
Soulignons que la possibilité de propagation du son de zéro dépend 
donc des propriétés des interactions entre les quasi-particules dans 
le liquide de Fermi. 
Lorsque F,— 0, on trouve de (4,15) que s tend vers 1 selon la loi 


s—1 = 2e-°e-2/Fe, (4,16) 


Ce cas est plus général que la formule (4,15) (qui suppose que F — 
= const = F,) et correspond au son de zéro dans un gaz de Fermi 
quasi parfait pour une fonction F (8) de forme arbitraire. À un gaz 
quasi parfait correspond une fonction F (8) qui est petite en valeur 
absolue. L’équation (4,12) montre que dans ce cas s sera proche de 1 et 
la fonction v ne sera sensiblement différente de zéro que pour de 
petits angles 6. En conséquence, si l’on n’envisage que la région des 
petits angles, on peut remplacer dans l'intégrale du second membre 
de (4,12) la fonction F (Ô) par la valeur qu'elle possède pour à — 0 
(pour 8 = 0 et 8” — Oon a aussi ô — 0). Ainsi on retrouve les formu- 
les (4,14) et (4,16) où l'on remplacerait la constante F, par F (0) !). 
On notera que dans un gaz de Fermi peu différent d’un gaz parfait, 
la vitesse du son de zéro est de V/3 fois supérieure à la vitesse du son 
ordinaire. En effet, pour la vitesse du son de zéro, on a u, & Up, 


tandis que pour le son ordinaire on tire de (2,17) (en y négligeant F 
et en posant m* = m) u° = pÿ/3m*® = vÿ/3. 

Dans le cas général où la dépendance F (Ô) est arbitraire, la 
solution de l'équation (4,12) n’est pas univoque et admet, en principe, 
l'existence de plusieurs types de sons de zéro se distinguant les 
uns des autres par la dépendance angulaire de leur amplitude v (6, œ) 
et par leurs vitesses de propagation. À côté des solutions v (6) 
à symétrie axiale, on peut trouver des solutions asymétriques, où v 


1) Les oscillations correspondant au son de zéro dans un gaz de Fermi 
quasi parfait ont fait l'objet d'une étude entreprise par YŸ. Xlimontovitch et 
V. Siline (1952). 
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contient des facteurs azimutaux e+i"®, m étant des nombres entiers 
(voir problème). Signalons que pour toutes ces solutions l'intégrale 


| véo — 0, autrement dit le volume délimité par la surface de 


Fermi, reste inchangée ; cela signifie que les oscillations ne donnent 
lieu à aucune variation de la masse volumique du liquide. Le fait que 
la propagation des ondes dans le liquide de Fermi se trouvant à la 
température du zéro absolu soit possible implique que son spectre 
énergétique peut comporter une branche correspondant aux excita- 
tions élémentaires d'impulsion p = *k et d'énergie e — fo — u,p 
(« quanta de son de zéro »). Le fait que le son de zéro (avec k donné) 
peut avoir une intensité quelconque (petite) se laisse interpréter par 
ce qu’un nombre quelconque d’excitations élémentaires peuvent rem- 
plir leurs états quantiques; cela implique qu’elles sont régies par la 
statistique de Bose et constituent la branche de Bose du spectre du 
liquide de Fermi. Signalons cependant que dans le cadre de la théo- 
rie de Landau, il serait incorrect d'apporter aux grandeurs thermo- 
dynamiques du liquide de Fermi des corrections correspondant 
à cette branche vu qu'elles contiennent des puissances plus élevées 
de la température (7° dans la capacité calorifique) que les premiers 
termes correctifs à la théorie approchée que nous avons exposée 
dans ce qui précède. 

La question de l’absorption du son de zéro doit faire intervenir 
les collisions entre les quasi-particules et sort du cadre du présent 
tome. 


Problème 


Trouver la vitesse de propagation des ondes asymétriques de son de zéro 
lorsque F = F, + F, cos ÿ. 
Solution. Lorsque 
F= Fo+ Fa (cos 8 cos 8’ + sin 6 sin 8’ cos (g—"’)) 


il peut exister des solutions où v © e*#i%. En effet, si v = f (8)e 19, après subs- 
titution dans (4,12) et intégration par rapport à dp’, on obtient 


A 


(s— cos 8) f— 2 cos 6sin 6 \ sin? 6’f (8’) 6”. 


On en tire 
sinOÜcosO ;v 


v= const- 
s—cos8f 


En portant cette expression dans l'équation précédente, on obtient la relation 


îï 
sin’ 0 cos 0 4 
\ s— cos Ô ar 
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qui établit la dépendance de la vitesse de propagation par rapport à F,. L'inté- 
grale figurant dans le premier membre de l'égalité est une fonction décroissante 
monotone de s; de ce fait sa valeur maximale correspond à s = 1. Ayant cal- 
culé l'intégrale pour s = 1, on constate que la propagation d'une onde asy- 
métrique du type considéré peut avoir lieu pour F, > 6 1). 


$ 5. Ondes de spin: dans le liquide de Fermi 


Outre les solutions v (n) ne dépendant pas du spin l'équation 
(4,10) possède aussi des solutions de la forme 


v= op(n), (5,1) 


où la variation de la fonction de distribution des quasi-particules 
dépend de la projection de leur spin. Ce sont les ondes dites de spin. 


En portant (5,1) dans (4,10), en utilisant une nouvelle fois Î sous 
la forme (2,4) et en remarquant que Tr'o’ (o0’) = 20, on obtient 
(après réduction de 6): | 


(s—c0s@)u (8, g)=cos0 | G(B)n(8", EE. (5.2) 


On obtient ainsi pour chacune des composantes du vecteur u une 
équation qui ne diffère de (4,12) que par le fait de remplacer F par G. 
On peut donc appliquer tous les calculs du $ 4 aux ondes de spin ©). 
Des ondes de spin d’un tvpe différent peuvent se propager dans 
le liquide de Fermi en présence d'un champ magnétique (V. Siline, 
1958). Nous n'envisagerons ici que les oscillations avec k — 0 dans 


lesquelles ôn ne dépend pas des coordonnées. 

En présence d’un champ magnétique H l'énergie des quasi- 
particules et leur fonction de distribution « non perturbées » par les 
oscillations dépendent du spin. Ces dépendances sont liées l’une 
à l’autre et s'expriment par les formules (cf. $ 3): 


&o=0(p)—B0H, Bi=B/(1+ 0), (5.3) 
Po= 0 (p)— Ge BOH = m0 (p)+0(e—er)BiGH, (5.4) 


où €, (p) est l'énergie en champ nul; l'indice 0 indique que ces expres- 
sions concernent le liquide à l’état d'équilibre. 

Cherchons à nouveau la petite partie variable de la fonction de 
distribution dans l’onde sous la forme 


ôn = Ô (e—er)ou(n)e-iot, 


1) Pour ‘He liquide on peut calculer F, et F, connaissant les valeurs de m* 
et u? à l'aide des formules (2,12) et (2,17): F, = 10,8, F, = 6,3 (pour une pres- 
sion nulle). 

2) Dans ‘He liquide la quantité G, = G (8) < O0 (cf. note au bas de la 
p. 23). 11 semble que ces ondes ne peuvent pas se propager dans ce liquide. 
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La variation correspondante de l'énergie de la quasi-particule est : 
Êe = © \ u (n°) G (Ÿ) Perte, 


Dans l'équation cinétique on doit maintenant tenir compte du 
terme (4,4) avec le commutateur fe, n}; pour les distributions 
indépendantes des coordonnées elle prend la forme 

an Li * 
a Tr E n}=0. (5,5) 


Aux termes linéaires en ôn près, on a 
{e, n}= —$,{oH, ôn}+Bô(e—er){68, oH}. 
Les commutateurs qui y figurent sont donnés par la formule 
{oa, ob} = 2io (a X b), 


où a, b sont des vecteurs arbitraires (cf. III (55,10)). Finalement 
l'équation cinétique prend la forme 


jou (n)= LH x p(n), (5,6) 
où l'on a utilisé la notation 


p(a)=n(n)+ (n(n) (8). (5,7) 

Dans le cas général la solution de l'équation (5,6) peut être 

développée en série suivant les fonctions sphériques Y'im (8, ) 

(l'axe polaire étant dirigé suivant la direction de H). Chaque terme 

du développement représente un certain type d’oscillation caractérisé 
par sa fréquence @ym- 

A la première de ces fréquences w,, correspondent les oscillations 


avec u — const; on a p — pu (1 + G) et l'équation (5,6) se réduit à 
vou = H%Xu; 


ces oscillations sont transversales par rapport au champ (u ! H). 
En récrivant l'équation en les composantes (dans un plan perpendi- 
culaire à H) et en formant le déterminant de ce système, on trouve 


la fréquence 
©oo = 2BH/R. (5.8) 


Rappelons que f est le moment magnétique d’une particule (vraie) 
du liquide. On voit que la fréquence &,, est indépendante des pro- 
priétés spécifiques du liquide. Les valeurs de toutes les autres fré- 
quences @im dépendent de la forme concrète de la fonction G (Ô). 
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$ 6. Gaz de Fermi dégénéré quasi parfait 
avee répulsion entre les particules 


La question des propriétés thermodynamiques d'un gaz dégénéré 
« quasi parfait » n’a pas de signification physique concrète, car les 
gaz existant dans la Nature se condensent aux températures proches 
du zéro absolu. Néanmoins, en raison de l’importance méthodologi- 
que de la question, il est opportun de l’analyser en envisageant le 
modèle d’un gaz imaginaire dans lequel les interactions mutuelles des 
particules sont telles qu’elles excluent sa condensation. 

La condition d’un faible écart par rapport à l'état parfait du gaz 
consiste en ce que le rayon d'action r, des forces moléculaires est 
petit par rapport à la distance moyenne entre les particules L— 
= (V/N)Y"3. Conjointement avec la condition r,< L sera également 
valable l'inégalité 

Prolh & 1 (6,1) 
concernant les impulsions p des particules. En effet, pour un gaz de 
Fermi dégénéré l'impulsion limite p- se laisse évaluer à l’aide de la 
formule (1.1) selon laquelle pk/hi = (N/VYS< 1/r,. 

Nous n'envisagerons ici que les interactions entre les paires de 
particules, et poursimplifier encore nous poserons que cette interaction 
U (r) ne dépend pas du spin des particules. Nous nous proposons de 
calculer les premiers termes du développement des grandeurs thermo- 
dynamiques suivant les puissances du rapport r,/l en utilisant la 
théorie des perturbations de la mécanique quantique. Sa mise en 
œuvre se heurte à la difficulté liée à ce que l'énergie d'interaction 
croît rapidement aux petites distances entre les particules; la théo- 
rie des perturbations (approximation dite de Born) est en fait inap- 
plicable aux collisions entre les particules. On peut cependant lever 
cette difficulté par l’artifice suivant. 

Dans le cas limite des collisions « lentes » (celles qui correspon- 
dent à la condition (6,1)), l'amplitude de la diffusion mutuelle des 
particules de masse m tend vers une limite constante — a qui, dans 
l'approximation de Born, est donnée par l'expression (cf. III (126. 13)) 


—0= 7 Üo Uo= | U (r) dir, (6,2) 


cette valeur limite correspondant à l'état s d’une paire de particules 
(de spin 1/2); la quantité constante a porte le nom de longueur de 
diffusion ?). Comme cette quantité définit complètement les proprié- 


1) L'expression (6,2) ne tient pas compte de ce que les particules sont iden- 
tiques du point de vue quantique. Dans le cas limite de la collision lente de 
particules identiques de spin 1/2, la diffusion n'a lieu que si les spins sont anti- 
parallèles: la section de diffusion différentielle dans un angle solide do (dans le 
système du centre d’inertic) est égale à do — 4a*do; la section de diffusion 
ee ed égale à l'intégrale de do étendue à une hémisphère : « = 8xa° (cf. II, 
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tés des collisions. elle doit déterminer aussi les propriétés thermu- 
dynamiques du gaz. 

En résulte la possibilité de mettre en œuvre l’artifice suivant 
(dénommé renormalisation). Tout formellement on substitue à l’éner- 
gie vraie U (r) une autre fonction possédant la même valeur a, mais 
en admettant l'application de la théorie des perturbations. Jusqu'à 
ce que le résultat définitif des calculs (i.e. jusqu'à l’approximation 
envisagée) ne contienne {/ que sous forme de l'amplitude de diffu- 
sion, ce résultat coïncidera avec celui que fournira l'interaction 
réelle. 

L'ordre de grandeur du rayon d'action de l'interaction réelle 
coïncide généralement avec celui de la longueur de diffusion a. 
Pour le champ fictif U (r) que l'on introduit en qualité de notion 
auxiliaire la condition de validité de l’approximation de Born 
s'exprime par a< ro. Le pelit paramètre vrai du développement de 
l& théorie est. bien évidemment. la quantité apg/h. 

Nous aurons besoin ultérieurement du lien existant entre l, 
eta non seulement à la première approximation de Born (formule (6.2)) 
mais aussi à la deuxième. Pour trouver ce lien on s’appuyera sur le 
résultat connu suivant : si la probabilité d'une certaine transition du 


système provoquée par l’action d'une perturbation constante V est 
donnée en première approximation par l'élément de matrice V,4, 
dans la deuxième approximation on remplace V,, par 


re un. 
r n 


où la sommation s'effectue sur les états (2 0) du système non per- 
turbé (cf. III, $ 43). Dans notre cas le système se compose de deux 
particules entrant en collision et la perturbation consiste en leur 
interaction mutuelle L’ (r). Les éléments de matrice de la perturba- 
tion concernant des transitions s’accompagnant d’une variation des 
impulsions des particules p,, ps — p;, p; (avec p, + p: = p, + p;) 
sont égaux à 


(Pitis Pete [UT] Pit, Par) = + U (r)e- ire dx, (6,3) 


OÙ p—p; — Pe = — (p, —p,); comme l'interaction est indépen- 
dante des spins. lors de la collision des particules les projections 
des spins (repérées par les indices &,. æ&.) ne changent pas. Le rôle 
de V,, est assumé par l’élément de matrice pour les impulsions nulles: 
Uo/V. Par conséquent, pour passer de la première à la seconde appro- 


ximation, il faut remplacer U, par 


Uo+ r À [tri rs | ‘| \ Ue-ivrh d3z |? 
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(la sommation est effectuée sur p, P;. P:, Pa ©t p. étant donnés). 
Puisque dans notre cas les impulsions des particules sont supposées 
petites, dans tous les termes significatifs de la somme on peut rem- 
placer les éléments de matrice par leurs valeurs correspondant 
à p :— 0. Après cela on trouve l'expression suivante de la longueur 
de diffusion !): 


= S Dm . 
que [Ut D FRERE nr |. (6,4) 


i 


A la mème approximation on en déduit 


ie fe [1 __ Aka © P |: (6,3) 


Dans (ti.4) la divergence de la somme (pour les grandes valeurs de 
P;. p.) résulte de ce que nous avons remplacé tous les éléments de 
matrice par des quantités constantes; cette divergence importe peu, 
car lors de l’utilisation ultérieure de cette expression pour le calcul 
de l’énergie du système on obtiendra toujours une expression conver- 
gente dans laquelle les grandes impulsions ne jouent ancun rôle. 
Nous entendons par a la longueur de diffusion des particules lentes 
qui ne dépend pas de l’énergie de ces dernières. À première vue, la 
formule (6,4) contient la dépendance par rapport aux impulsions 
Ps P:. En réalité, cette dépendance ne figure que dans la partie 
imaginaire de l'amplitude de diffusion (que l’on trouve en cffectuant 
la sommation de façon convenable, cf. IIÏ, (130,9)) que l'on peut 
négliger puisque l'on sait à priori que le résultat final sera réel; 
nous reviendrons sur cette question au $ 21. 

Dans ce paragraphe nous étudierons le modèle d’un gaz de Fermi 
dans lequel les interactions des particules correspondent äà leur 
répulsion mutuelle. Pour ce type d'interaction a >> 0. C'est préci- 
sément dans ce cas que l’on obtient le spectre énergétique des fer- 
mions dont il a été question aux $$ 1,2 

L'hamiltonien du système de particules (de spin 1/2) interagis- 
sant deux par deux s'écrit dans la méthode de la seconde quantifica- 
tion sous la forme 


An . p? Rs ES 
H= 2 apañpe + 
pa 


1 * , , L] «A a 
++ > (Pids pie, [U| pat, p:œ) pe per pe, 


selP,e, 


(6,6) 


1) Dans toutes les formules intermédiaires nous écrivons les sommes sur 
les valeurs discrètes des impulsions des particules comprises dans le volume 
fini V; lors du calcul définitif on remplace, selon la règle générale, la sommation 
par |” intégration sur Vp/(2n). 


3* 
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(cf. III, $ 64). Dans cette expression 4, et ä% sont les opéra- 
teurs de création et d’annihilation d'uneparticule libre d'impulsion 
p et de projection de spin & (&œ — + 1/2). Le premier terme de (6.6) 
représente l'énergie cinétique et le second, l'énergie potentielle de 
la particule; dans ce second terme, la sommation se fait sur toutes 
les valeurs des impulsions et des projections du spin assurant la 
conservation de l'impulsion lors des collisions. 

Conformément à notre hypothèse concernant la petitesse des 
impulsions des particules, nous remplaçons dans (6,6) les éléments 
matriciels par leurs valeurs pour une impulsion nulle: (0@,, 
Os | U |Oo, Ox,) — Uo/V. En remarquant d'autre part qu'en 
statistique de Fermi les opérateurs Gba; pa, Sont anticommuta- 
tifs, leur produit est antisymétrique par rapport à la permutation 
des indices; la même remarque concerne les produits Gfio, Apsas 
Ainsi tous les termes de la seconde somme dans (6,6) contenant des 
paires d'indices semblables &,. «&, s'éliminent mutuellement (physi- 
quement ce résultat est lié à ce que dans le cas limite des collisions 
de particules lentes la diffusion mutuelle ne peut avoir lieu que si 
les spins des particules sont antiparallèles). 

L'hamiltonien du système est donc de la forme 


a 2 à j A a à à 

Ê=D Hetmt es D Oattans (6,7 
pa PiPeP! 

OÙ dy = Gp,+s 0, =Api+, etc., les indices + et — remplacent ici 

et dans ce qui suit +14/2 et —1"2. 

On calcule les valeurs propres de cet hamiltonien à l’aide de la 
théorie des perturbations ordinaires, le second terme dans (6,7) 
étant considéré comme une petite correction au premier terme. 
Ce dernier a une forme diagonale et ses valeurs propres sont égales à 


EP= SE npas (6,8) 
pa 
où les », sont les nombres de remplissage des états pa !). 
La correction du premier ordre est donnée par les éléments 
matriciels diagonaux de l'énergie d'interaction: 


U 
E= > Naullons (6,9) 
PiPs 


ou y = lp,,, etc. 


1) En supposant que les projections du spin des particules possèdent des 
valeurs déterminées, nous supposons ipso facto que la matrice statistique r,8 (p) 
est déjà amenée à la forme diagonale dont les composantes diagonales sont les 
fonctions n, (p) avec &« = + 1/2. 
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Pour trouver la correction du second ordre nous utiliserons la 
formule bien connue de la théorie des perturbations 
9 2 S''IVnmli 
Eÿ= 2 En—Em 


m 
où les indices #7, m étiquètent les états du système non perturbé, 


Un calcul simple (utilisant les éléments matriciels connus des opé- 
rateurs dpa; àpa) fournit le résultat suivant: 


Uÿ Nyse (1—n34) (1—n:-) 

PE D PE PERTE (6:10) 
PiPoPs 

La structure de cette expression est parfaitement claire : le carré de 

l'élément matriciel de la transition p,, P:—> p;, p. est proportionnel 

aux nombres de remplissage des états p,, p, et aux nombres de places 

vacantes dans les états p,, p.. 

L'intégrale U, figurant dans les expressions (6,9), (6,10) doit 
être exprimée en fonction de l'amplitude de diffusion a qui est 
une grandeur physique réelle. Dans les termes du second ordre, on 
le fait à l’aide de (6,2), tandis que dans les termes du premier ordre, 
on doit utiliser la formule exacte (6,5). Après ces substitutions on 
trouve la correction du premier ordre en a: 


E=+ D nylto- (6,11) 
P:1Ps 
et la correction du second ordre: 


E— 2mg2 Dh Nysra [(—n:4+) ({—n:-)—1] 
V3 pi+pi—pi— pet 


PiPaP, 


(pour alléger l'écriture on introduit dans les formules intermédiaires 
la « constante de liaison » des particules du gaz!) g — 4rk°a/m). 
Après avoir effectué les opérations indiquées dans le numérateur on 
remarque que les termes contenant les produits de quatre n se détrui- 
sent mutuellement, car leurs numérateurs sont symétriques et 
leur dénominateurs sont antisymétriques par rapport à la permuta- 
tion de p,, p. et p,, p.; la sommation sur ces variables s'effectue de 
façon symétrique. On obtient finalement 


2 2mg Nysne (Ni4no-) 
Et = RE DR MR Me 2 
& 2 , PAT PE Pi —PS (852) 
P:P1P, 
Cette somme (où tous les r—> 0 lorsque p—> æ) est déjà conver- 
gente. 


1) Après renormalisation de l'amplitude de diffusion cette quantité ne 
coïncide plus avec la constante U, figurant dans (6,2)! 
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A l’aide des formules ainsi obtenues, on peut calculer tout d’abord 
l'énergie de l’état fondamental. Pour cela on pose que tous les ñpa 
sont égaux à l'unité à l'intérieur de la sphère de Fermi (P< Pr = 
— h (3Bn°N/V)"/3), et à zéro hors de celle-ci. Signalons à ce propos 
que quoique dans l'hamiltonien initial les valeurs propres des pro- 
duits d'opérateurs &äp« fournissent les nombres d'occupation des 
états des particules du gaz lui-même, après diagonalisation de l’ha- 
miltonien à l’aide de la théorie des perturbations, nous aurons affaire 
à la fonction de distribution des quasi-particules (que nous noterons 
Apa COMME aux paragraphes précédents). 

En remarquant que Znp+ = Enp- — N/2 on tire de (6,11) la 
correction du premier ordre 


E = gN°/AV. 
Dans la formule (6,12) nous remplaçons, compte tenu de la condition 
Pi + Ps = pP, +p: la sommation sur les trois impulsions par 
l'intégration sur 
vs ; : e , 
ru) ô (pi p Ps: Pi — P:) dp,d*p,d3p;dp., 
de sorte que Ù 


E® = — amgV \ Ô (P1+Pe—pi 
9 (2rñ)° 


—P:) 7h dn°d3 
métro PE PaË Did pes 
l'intégration étant étendue à la région p;, p2, p, < Pr. Le calcul 
de l'intégrale !) conduit au résultat définitif concernant l'énergie de 
l'état fondamental: 


a 10 pra 4(411—21n2) / pra \2 
E=N E[4+ M HN Me ( G ] J (652) 
où la quantité nel en facteur devant les crochets est l'énergie du 
gaz de Fermi parfait (K. Huang, C. N. Yang, 1957). 
Le potentiel chimique du gaz au zéro absolu est défini par la 
dérivée u = (0E,/0N)v; en l’exprimant en fonction de l'impulsion 
limite p- on obtient 


sfr des itnn (ue) (640 


Selon les principes généraux de la théorie de Landau, le spectre 
des excitations élémentaires e (p) et la fonction d'interactions mutuel- 
les des quasi-particules f,.- (p, p’) sont déterminés par la première 
et la seconde variation de l'énergie totale par rapport à la fonction 


1) Il est ph facile d'effectuer les calculs dans un ordre différent en com- 
mençant par le calcul de la fonction j (voir plus loin). 
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de distribution des quasi-particules !). Si l'on écrit £ sous forme 
d'une somme discrèle sur p et «, on a par définition: 


GE = D) es (p)ônpe +7 Di faa’(p. P')ônpaôñpe (6.15) 


pa pz. p'a 


(après la dérivation de l'énergie on doit remplacer nr par l'unité 
à l’intérieur de la sphère de Fermi et par zéro hors de celle-ci). Il 
n’est cependant pas nécessaire de calculer ainsi la masse effective m* 
des quasi-particules puisqu'on peut la calculer plus simplement 
(voir plus loin). 

Pour calculer la fonction f,4: (p, p’) (sur la surface de Fermi) on 
procède deux fois à la dérivation de la somme des expressions (6,11), 
(6,12), après quoi on posera p = p° = pr. Après avoir effectué'ce 
calcul simple, on remplace la sommation par l'intégration et on 
obtient 


4 Ame À [È(P+p—p; —p: 
f,-(p, PJ=s—rs | SUPER PP + 


2Pp— Pi — Pi 
ô(P-p,—p'—P:) +6 (p'+p,—p—p2) k 
4 PR R PS PONP PP REP | 9 GS 
t 2 (1?— pà) } d P1d Ps 


fa (pb, p')=f(p, p')= 


_ _2mg® À ô(p+p;—p'—p:)+6(p+p;—p—pe) | 
no 


L'intégration y est relativement simple en raison d'un ordre de 
multiplicité plus bas des intégrales. 

Le résultat final doit être donné sous la forme (2,4) qui ne 
dépend pas du choix de l’axe de quantification des spins. 

Sous cette forme le résultat définitif s'écrit: 


2nañ }j 2ap cos Ÿ t+sin + 
ee 1 + —— 5 | | Écrôss — 


2 sin Las 1—sin — 
1+sin — 
2apr 1 . © 
1 + TA 1 — FT sin EE In Pau OorO vo Pr (6,16) 
_— \ EJ 


1) La matrice Jaa:(pr p’) est constituée dans ce paragraphe de l’ensemble 
des composantes diagonales par rapport à deux paires d'indices (æ, B et y, 6) 
de la matrice foy.ss (P, p'). 
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où Ô est l'angle entre les vecteurs p# et pr (4. Abrikossov, I. Kha- 
latnikov, 1957) ?). 

On en déduit la masse effective des quasi-particules par inté- 
gration selon (2,12), ce qui fournit le résultat suivant: 


* 8 2 
ni + (7ln2—1)( SE ) : (6,17) 


m 


La formule (2,17) permet de calculer la vitesse du son dans le 
gaz: 


Ci + +R (ae )]. (640) 


= 3 FI 1572 


En intégrant ensuite la quantité u*m/N (exprimée en fonction de 
N/V au lieu de p#) par rapport à dV, nous trouvons, conformément 
à (2,13), le potentiel chimique du gaz; une autre intégration par 
rapport à dN permet de retrouver l’expression (6,13) de l'énergie de 
l'état fondamental. 

La formule (6,13) représente les premiers termes du développe- 
ment de l'énergie du gaz suivant les puissances du paramètre n — 
= palh= a (N/V)/3. Des calculs analogues, quoique beaucoup plus 
laborieux, permettraient de trouver quelques termes suivants du 
développement. Dans le cas du gaz de Fermi, la contribution des 
collisions triples à l'énergie n'apparaît qu'à une approximation 
assez lointaine. Deux particules parmi les trois qui entrent en colli- 
sion possèdent la même projection du spin; dans ces conditions la 
fonction d'onde en coordonnées du système doit être antisymétrique 
par rapport à ces deux particules. Cela signifie que le moment orbi- 
tal de leur mouvement relatif est au moins égal à 1 (état p). La 
fonction d'onde correspondante contient une puissance supplémentai- 
re de p/h (en comparaison avec la fonction d'onde de l’état s) (cf. III, 
$ 33), ce qui entraîne que la probabilité de cette collision contient 
un p° en excès, autrement dit se trouve diminuée de = (pa/h)° — n° 
fois par rapport à la probabilité du choc frontal de particules ne 
vérifiant pas le principe de Pauli. Les calculs montrent que la con- 
tribution des collisions de trois particules à l’énergie n'apparaît 
que dans les termes contenant le volume sous la forme V-*V-?/3. 
Autrement dit, en fonction des caractéristiques des seules collisions 


1) Pour 8 = x la fonction (6,16) tend vers l'infini selon une loi logarith- 
mique, ce qui est une conséquence de tout ce qui a été négligé. Une étude plus 
poussée montre que quoique la valeur 8 — x est bien un point singulier de la 
fonction, cette dernière, au lieu d'y devenir infinie, s’y annule (voir note au 
bas de la p. 271). Le fait que la formule (6,16) soit inutilisable à proximité de 
8 — x n'importe nullement pour ses applications ultérieures où figurent des 
intégrales qui convergent en ce point. 


6 6] GAZ DE FERMI DÉGENERE QUASI PARFAIT 41 


paires s'expriment tous les termes du développement de l’énergie 
jusqu'aux termes de l’ordre de 


P} 
Mn 


(i.e. encore trois termes venant à la suite de ceux figurant dans (6,13). 
Parmi les caractéristiques des collisions paires on trouve non seule- 
ment l'amplitude de la diffusion s des collisions lentes (comme 
dans (6,13)), mais encore ses dérivées par rapport à l'énergie ainsi 
que l'amplitude de la diffusion p. 


CHAPITRE II 


FONCTIONS DE GREEN D'UN SYSTÈME 
DE FERMI À LA TEMPÉRATURE 
DU ZERO ABSOLU 


$ 7. Fonction de Green d’un système macroscopique 


La méthode qui a été utilisée dans le paragraphe précédent devient 
trop laborieuse et pratiquement inutilisable aux approximations 
supérieures de la théorie des perturbations. Ce défaut de la méthode 
est d'autant plus gênant que dans les problèmes physiques réels 
l'interaction mutuelle des particules est loin d’être faible et pour 
mettre en évidence les propriétés générales des systèmes macroscopi- 
ques il faudrait prendre en considération un nombre infini de termes 
du développement de la théorie des perturbations. Pour lever ces 
difficultés on dispose d’une technique mathématique analogue 
à celle que l'on utilise en théorie quantique des champs. 

La forme concrète de cet appareil mathématique dépend large- 
ment des particularités du système macroscopique étudié. Les 
paragraphes suivants de ce chapitre sont consacrés à la description 
de l’appareil mathématique adopté à l'étude du liquide de Fermi au 
zéro absolu !). Notre exposé dela question se fixe pour tâche non 
seulement d'appliquer la méthode à l’objet indiqué. mais de montrer 
le processus de construction d’un appareil mathématique. 

L'appareil a pour base les opérateurs j de seconde quantification 
dont les propriétés sont connues en mécanique quantique (cf. III, 
$$ 64, 65). Nous utiliserons ces opérateurs dans la représentation de 
Heisenberg où ils dépendent explicitement du temps. Nous commen- 
cerons donc par la description de quelques propriétés des opéra- 
teurs 1 dans la représentation de Heisenberg. 

Nous considérerons des systèmes composés de particules de 
spin 1/2. En conséquence les opérateurs # doivent être affectés d’in- 
dices indiquant la valeur de la projection du spin et parcourant les 
valeurs + 1/2; nous désignerons les indices de spin par des lettres 
grecques; le redoublement d'un indice sous-entend la sommation. 


Selon une règle générale (cf. III, $ 13) l’opérateur î (®) d'une 
grandeur physique, donné en représentation de Heisenberg, s'ex- 


1) L'élaboration systématique de cet appareil a été l'œuvre de V. Galitshi 
et À. Migdal (1958). 


$ 7 FONCTION DE GREEN D'UN SYSTÈME MACROSCOPIQUE 43 


prime à l'aide d’un opérateur } du même grandeur mais indépendant 
du temps (opérateur de Schrôüdinger) selon la formule !) 


FLO) = eiñtfe-tñt, 


où ÆJ est l’hamiltonien du système. : 

Pour nos hesoins il convient de modifier cette Géfinition puisque 
en statistique quantique il est plus commode d'étudier les états du 
système correspondant à un potentiel chimique u donné et non pas 
au nombre À de particules qu'il contient. Dans ces conditions l’état 
fondamental à T — O0 peut être défini comme l'état dans lequel 
l'opérateur 


H'=H—uN (7,1) 
possède la plus petite valeur propre (si c'est A qui était fixé, 


on utiliserait l'opérateur H). En effet, la probabilité pour que le 
système (possédant une valeur donnée du potentiel chimique u) se 
trouve dans un état d'énergie Æ, et renferme un nombre NW, de 
particules est égale à 


. EnWNn \ 2 En 
0 co exp [—<2EEn) — exp | 7 ] 
(cf. V, (35,1)); Ex désigne les valeurs propres de l'opérateur H'et 
nous voyons que pour 7 — 0 ne subsiste que l'état possédant le 
plus petit Æ,?). | 
On définira donc les opérateurs 1 de Heisenberg par les formule 
Pa ref, (r)e-ift, 
Ye, r)= ets (r)e-ilt, 
Nous désignerons des opérateurs 1; de Heisenberg par la lettre majus- 
cule Yet les opérateurs de Schrüdinger, par la lettre minuscule +- 
Les opérateurs de Schrôdinger vérifient les règles de commuta- 
tion connues. Les commutateurs des opérateurs de Heisenberg pris 
à des instants t et £{’ différents ne peuvent être calculés sous une for- 


me générale. Mais pour { — t’ leurs règles de commutation coïncident 
avec celles qui s'appliquent aux opérateurs de Schrôüdinger. Par exem- 


(7,2) 


1) Pour alléger l'écriture des formules nous utiliserons largement le systè- 
me d'unités dans lequel la constante quantique % — 1 (la dimension de l’impul- 
sion est donc cm”! et celle de l'énergie s” 1).Pour passer de ce système d'unités aux 
unités usuelles il faut remplacer dans les formules toutes les impulsions p par p/ñ 
e toutes les énergies £ par E/K. Nous utiliserons ces unités dans le présent 
chapitre. 


2) L'opérateur H', tout comme l'opérateur H, sera appelé bamiltonien 


44 FONCTIONS DE GREEN D'UN SYSTÈME DE FERMI À T0 [OH. II 


ple, de la règle 
Va (7) V8 (r°) + 8 (n°) Pa (7) = Ban (r—r') 
découle une règle analogue 
Ÿÿ. (t, r) Ÿi (4, r°) + LA (é, r') l'A (£, r)= 
= ei" (b, (r) 48 (r') + dé (n°) be (r))e-tt= 6,56 (r—r'). (7,3) 
On obtient de même: 
DE r) Da r')+ D, r') Ÿ(é, r)=0, 
Ye r) PC, r')+ VE, r') ŸE(E, r)—0. 


En dérivant la définition (7,2) par rapport au temps, on constate 
que l'opérateur 1 de Heisenberg vérifie l'équation 


—iLŸ, (£, r)=H'E, (t, r)— Ÿ, (£, r) À" (7,5) 


(7,4) 


(cf. III (13,7)). 

Les représentations de Heisenberg et de Schrôdinger sont identi- 
ques pour l'opérateur de toute grandeur qui se conserve (i.e. l’opé- 
rateur qui commute avec l’hamiltonien). Cela s'applique notamment 
à l’hamiltonien lui-même, ainsi qu’à l'opérateur du nombre de parti- 
cules qui est aussi une grandeur qui se conserve. Ces opérateurs s’ex- 
priment de la même façon en termes des opérateurs de Heisenberg 
et de Schrôdinger. Par exemple, l'opérateur du nombre de particules 


=[ioimaere (he net nez (76 
L'hamiltonien d’un système de particules interagissantes est de la 
forme 

Êe = H'O+VOLVOT+.. 
Ho — 57 A ÿ+ (4, r)AŸ, (t, r) dr uN, 


pa = C Ÿ (4, r)U (r) LA (t, r) dir, (7,7) 
por (hs, r) DE (t, m0 (r—r) Ÿ (6 r') Vo(é, r) dix dix’. 


Ici H"® est l'hamiltonien du système de particules libres; Ÿa) est 
l'opérateur de leur interaction avec le champ extérieur U@) (r); 


2 est l'opérateur des interactions mutuelles de paires de particules, 
UË)(r — r’) étant l'énergie d'interaction mutuelle de deux particu- 
les; on a omis les termes correspondant aux interactions mutuelles 
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de trois et plus particules (cf. III (64,25)). Pour simplifier on posera 
que toutes les interactions sont indépendantes des spins des parti- 
cules. 


Le commutateur H' ainsi que Ye figurant dans (7,5) sont évalués 
à l’aide des règles (7,3), (7,4); les fonctions ô qui apparaissent lors 
de ces calculs s’éliminent par l'intégration. On obtient alors l'« équa- 


tion de Schrôdinger » pour Ÿ (t, r) sous la forme 
ir Pat D=(—- Auto (nr) Ya, n+ 
+ Ya, US (r—r) Va (t. r')dir'-Ÿ,(t, r)+... (7,8) 


Dans la méthode que nous allons exposer le principal rôle revient 
au concept de fonction de Green d'un système macroscopique. Elle 
est définie par l'expression suivante !): 


Gar(Xr Xa)= — (TS (X) Vi (XL). (7,9) 


Ici et dans ce qui suit X désigne de façon concise l’ensemble de l’ins- 
tant t et du rayon vecteur r du point considéré. Les chevrons (...) 
désignent la moyenne sur l’état fondamental du système (rempla- 
çant le symbole encombrant de l'élément matriciel diagonal 
{0 |...[0)). Le symbole T désigne le produit chronologique: les 
opérateurs qui le suivent doivent être rangés de droite à gauche 
dans l'ordre des temps croissants £,, {,. Dans le cas des fermions la 
permutation d’une paire d'opérateurs + (par rapport à Jeur disposi- 
tion dans la forme d'écriture initiale du produit) doit s'accompagner 
d’une inversion du signe du produit. Sous forme explicite cela 
implique que 


à (EX) PE (XD), > te 
i (PE (XL) É (XD). Lite. 


CU x9={ (710) 


Notons quelques propriétés évidentes de la fonction de Green. 
Dans le cas d’un système non ferromagnétique ne se trouvant pas 
soumis à l’action d'un champextérieur, la dépendance de la fonction 
de Green par rapport au spin se réduit à une matrice unité: 


Gas (Xi X:2) ns Ôas G (ZX: X2) (7,11) 


1) Cette définition est analogue à la définition des fonctions de Green 
Fe A utilisées en électrodynamique quantique (cf. IV, 
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(toute autre forme de dépendance impliquerait une direction spatia- 
le privilégiée — l’axe z de quantification du spin) !). Le temps 
étant homogène, les instants t, et t, n'apparaissent dans la fonc- 
tion de Green que sous forme de la différence { = 1, —t,. 5 , en 
plus, le système est spatialement homogène à l’échelle microsco- 
pique, les coordonnées des deux points y figurent aussi sous forme 
de la différence r = r, — r.. Autrement dit, on a alors 


Gap Xas Xe) = 6e GX), X =X; —Xa (7,12) 


Soulignons que l’homogénéité microscopique suppose que le corps 
est homogène non seulement du point de vue de sa masse volumique 
moyenne (macroscopique), mais aussi de celui de la densité de 
probabilité des différentes positions spatiales (à l'échelle micros- 
copique) des particules. C’est le cas notamment des liquides et 
des gaz (mais pas celui des corps cristallins solides) pour lesquels 
G(t;:r) —=G(t, —r) puisqu'ils sont isotropes. Indiquons une nou- 
velle fois que par définition la fonction G (t, r) n'est pas paire 
par rapport à la variable t. C'est pour cela que l'ordre de t, et t, 
dans la différence t — 1, —t, est essentiel. 

La matrice de densité en coordonnées d’une particule dans le 
système est définie comme la valeur moyenne 


Pantera r)= 2 ŸB (re) Pot ri). (7,13) 


La connaissance de cette matrice permet de calculer la valeur moyen- 
ne de n'importe quelle grandeur concernant une particule indi- 


viduelle. Soit F,4 un opérateur éoncernant une seule particule, i.e. 
Na = 
Êe= D Jun (7,14) 


où fn est l'opérateur agissant sur les coordonnées et le spin d’une 
seule “Darticule (la a-ième), la sommation étant effectuée sur toutes 
les particules dans le système. Dans l'appareil de la seconde quan- 
tification cet opérateur s'écrit (en représentation de Heisenberg) 
sous la forme 


Ent = À et nf, 7) dir (7,15) 


(cf. III (64,23)). 11 s'ensuit que la valeur moyenne de Ja gran- 
deur F peut être exprimée en termes de la matrice de densité sous 


1) Cette assertion doit être expliquée. Les composantes de spin LA for- 
ment un spineur contravariant de premier rang (en conséquence ji serait plus 
correct d'utiliser la notation Ya, l'indice «& étant en haut). Les composantes LA 


forment un spineur covariant. 11 s'ensuit que G,4 est un spineur mixte de one 
rang. Le spineur mixte unitaire du rang 2 est précisément CAPE 
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la forme 
(ÆF)=N()=N À 10e (rie ralesr, ds (7.16) 
où ju est l'opérateur agissant sur les coordonnées r, (on pose r; = r; 
après avoir appliqué l'opérateur mais avant de procéder à l'inté- 
gration). 
D'après (7,10) la matrice de densité peut s'exprimer à l’aide de 
la fonction de Green 


at (rie r)=—+ Gas(tse ri +0, re). (7.17) 


Ici (comme dans ce qui suil) en désignant l'argument de la fonc- 
tion part, + Oona en vue la limite que l’on atteint lorsque l’argu- 
ment tend vers la valeur ?, par en haut. En prenant cette limite 
on assure la disposition correcte des opérateurs ÿ qui coïncide avec 
leur disposition dans le produit (7,15). 

La matrice de densité d'un système microscopiquement homo- 
gène ne dépend que de la différence r — r, — r, et si elle est indé- 
pendante des spins on à Pas = app, avec 


p(r=—+G(E=—0, r), (7.18) 


où on a introduit, conformément à (7.12), à la place de G,g (X1, X2) 
la fonction G(X, — X.) = G (X). Lorsque r, = r,, après calcul de 
la trace sur les variables de spin, le produit des opérateurs figurant 


dans (7,13) se transforme en | PA UPS qui est l'opérateur densité du 
nombre de particules dans le système. De ce fait la masse volumi- 
que moyenne du corps est 


+= 2Np(0)= —2iG(t= —0. r—0) (7.19) 


(t tend vers zéro par en bas). Cette égalité établit un lien entre le 
potentiel chimique p à T — 0 (dont G dépend comme d’un para- 
mètre) avec la densité du nombre de particules W/Y. 

Le développement de Fourier de la fonction p (r,, r.) détermine 
la distribution des particules d’après leurs impulsions !) 


N(p)=N (pr, re-irtn-r3 a (2 — 7, = 
55) (ae, r) 0er" dr. (7.20) 


1) Rappelons (cf. 111, $ 14) que la matrice de densité d'une seule particule 
est l'intégrale 


PU r3= | W*(re, 9) Vtrs, 9) da, 
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C'est le nombre de particules contenues dans l’unité de volume 
et possédant une valeur donnée de la projection du spin et des im- 
pulsions comprises dans l'intervalle dp/(2n)°. On notera qu'il 
s'agit ici de vraies particules et non pas de quasi-particules (ces 
dernières n’ont pas encore été introduites dans l'appareil consi- 
déré!). La notation NW (p) est utilisée pour la distinguer d’avec la 
fonction de distribution des quasi-particules notée n (p). 

Dans ce qui suit nous utiliserons surtout la fonction de Green 
dans la représentation en impulsions que l’on définit comme la com- 
posante du développement de Fourier de la fonction G (ft, r) sui- 
vant tetr: 

G eo dodip z 
(é, r)= \ G(w, peier-or) Mdr | (7,21) 


(2) 
G(w, p)= \ G(t, rje iwr-o0 gt dix. (7,22) 


La distribution des particules suivant les impulsions s'exprime 
par cette fonction à l’aide de la formule 
N(p}=—i lim \ G{w, phe-ist ©, (7,23) 
1-0 à ous 
qui résulte de la substitution de (7,21) dans (7,20). Sa normalisation 
s'exprime par la formule 


do dp 


N LÀ 
EE TT 0 (7,24) 


— 2i lim \ G(w, phe-ist 
1-0 , 
qui représente la condition (7,19) dans la représentation en impul- 
sions. Ainsi la distribution {V (p) est automatiquement normalisée 

de façon convenable: 

d“p N 
2 \ NP) = 7 

On notera que la limite servant au calcul des intégrales (7,23), 
(7,24) est équivalente à une règle de parcours bien déterminée dans 
le plan de la variable complexe &. La présence du facteur e-tot 
avec { << 0 permet de boucler le chemin d'intégration (axe réel) 


où Ÿ (r, g) est la fonction d'onde du système tout entier, r désignant le rayon 
vecteur de la particule considérée et q l'ensemble des coordonnées de toutes les 
autres particules; l'intégration est effectuée sur ces dernières. Les composantes 
de Fourier de la matrice de densité coïncident avec l'expression 


\ | \ Y(r, gheiPr diz |? da, 


ce qui prouve son lien avec la distribution des particules suivant les impul- 
sions. 
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à l'aide d’un demi-cercle infiniment éloigné et situé dans le demi- 
plan supérieur de w, de sorte que l'intégrale est déterminée par les 
résidus de la fonction G (©, p) à ses pôles contenus dans ce demi-plan. 


$ 8. Détermination du spectre énergétique à l’aide 
de la fonction de Green 


Dans le cas d’un système microscopiquement homogène on cal- 
cule aisément la dépendance avec le temps et les coordonnées des 
éléments matriciels de l'opérateur ÿ de Heisenberg par rapport 
aux états stationnaires caractérisés par des valeurs déterminées de 
l'énergie et de l'impulsion. 

La variation en fonction du temps s'exprime par le facteur 
exponentiel ordinaire 


ea, r)|m)=efnmt (n [be (r)l m), (8,1) 


mais comme l'opérateur de Heisenberg est défini à l’aide de 
l'hamiltonien H’',on a 


Onm=En—En=En—Em—p (Na Nm). 


Compte tenu des propriétés générales des opérateurs, l'opérateur 


Ÿ diminue (et l'opérateur Ÿ+ augmente) d’une unité le nombre 
de particules contenues dans le système. Par conséquent dans l’élé- 
ment matriciel (8,1) N, = Nh — 1, de sorte que 


Onm = En (N)—En (N+1)+p, (8,2) 


où les arguments représentent les nombres de particules dans les 
états indiqués. 

Pour déterminer la dépendance avec les coordonnées remar- 
quons qu'enraison de l'homogénéité du système les éléments matriciels 
de son opérateur ÿ ne peuvent varier lors du déplacement d’une 
distance quelconque r par rapport au système. Cela ne signifie 
nullement que les éléments matriciels sont indépendants des coor- 
données. La différence qui existe entre dam (r) et Pam (0) en un point 
donné r = 0 est due à deux causes: au déplacement d’une distance 
r par rapport au système lui-même et au déplacement du point 
d'observation en un autre emplacement, car cela aussi fait varier 
les phases des fonctions d'onde. Afin d'éliminer cette seconde cause 
de variation nous déplacerons le système d'un vecteur — r, ce 
qui signifie que nous appliquons à ses fonctions d'onde l'opérateur 
de translation 


T(—r)=e-1 
401124 
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P est l’opérateur de l'impulsion totale du système ; cf. III (15,13)). 
A la suite de ces opérations le point d'observation reprendra sa 
position spatiale initiale, mais se trouvera déplacé d'un vecteur r 
par rapport au système. L'invariance des éléments matriciels par 
rapport à cette transformation s'exprime par l'égalité 


Cr [fa (0)1 m) = {r Jetrihs (r) e=#rP] m). (8,3) 


Si le système possède dans les états 7 et m des impulsions détermi- 
nées P, et P,,, on aura 


(nr le (O)1m)= em (n jf, (r)|m), 
d'où 
CAL A (t, r)|m)=e (nmt-KnmO nl, (0)] m), (8,4) 
(in LP (E, r)| m) =(m| Ye (4, r) In}*, 


avec k,n = P, — P,. 

L'utilisation de ces formules permet de réaliser un développe- 
ment important de la fonction de Green dans l’espace des impul- 
sions qui permet d'en préciser la signification physique. 

Conformément à la définition « discontinue » de la fonction 
G (t, r), le calcul de G (w, p) se fait en séparant l'intégrale par 
rapport à dt figurant dans (7,22) en deux intégrales: l’une de — 
à Oet l’autre de 0 à co. Dans la seconde de ces intégrales (i.e. pour { = 
= t, —t, > 0) on trouve en explicitant la définition (7,10) à l’aide 
de la règle de multiplication des matrices: 


GA, 1 =+ Go = — + D (01 Ve (X)] me) (me |ŸE (X,)1 0) 


(la sommation se fait sur tous les états quantiques du système). 
En y substituant (8,4) et en remarquant qu'à l’état fondamental 
P, = 0, il vient 


CA n=—+ D Ode (0) me ontm, (8,5) 


avec @om = Eo (N) — Em (N + 1) + 

L'intégration dans l'espace de Dress (7,22) (avec G (é, r) 
donné par (8,5)) conduit à l'apparition dans chaque terme de la 
somme d'une fonction delta 8 (p — P,,). Lors de l'intégration par 
rapport à dt (t > 0), pour assurer la convergence il faut ajouter à © 
une partie imaginaire positive infiniment petite, ce qui revient 
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à remplacer w© par w + i0 !). On trouve ainsi 


Co 


\ \ G(t, rheitwt-pr) dix a= EE ni [(O| Va (0)|m)[? En : 
0 m 


Le calcul de l'intégrale par rapport à dt de — © à 0 se fait de 
façon analogue. Pour { << 0 on trouve à la place de (8,5) 
GE, = 3 1m [fa (0) 02 eme mn, (8,6) 
AVEC @Omo — Em (N — 1) — Es (N) + u. Ayant calculé l'intégrale 
de — à 0 on fait la somme des deux intégrales et on obtient 
_ (@n) Am (P— Pm) 
G(w, p)= 2 (ere 00 OWFDFOT 


Bmô (P+ Pm) 
Tor 0-02 0=0)" (7 
où on a utilisé la notation 


Am = (01 Va (01m), Bm= 1(m |Pa(0)10)12. (8,8) 
C'est le développement cherché ?). 
Introduisons les notations 


2 = Em (N +1) — EN), 8 = Eo (N) — Em (N — 4) (8, 9) 


des énergies d’excitation déterminées comme les différences entre, 
d'une part, les énergies des niveaux excités du système comportant 
un nombre déterminé de particules et, d'autre part, l'énergie du 
niveau fondamental du système contenant une particule de plus ou 
de moins. Les indices (+) et (—) indiquent que ces énergies sont 
Em > Em LU. (8,10) 
En effet, en remarquant que E, (N + 1) — E, (N) & 0E0/0N = 
est le potentiel chimique à T = 0, on écrira par exemple 
em = Em (N +1) —Eo (N +1) + EE (N +1) —Eo (N) & 
& Em (N +1) —Eo(N +1) +. 
La différence entre crochets est positive par définition de l'état 
fondamental (les deux énergies concernent des systèmes comportant 
le même nombre de particules), ce qui entraîne que ef > up. En 


ce qui concerne la définition (8,9), nous préciserons sa signification 
plus loin. 


1) La procédure décrite est analogue à celle qui est utilisée en électrodyna- 
mique quantique pour le calcul des fonctions de Green (cf. IV, $ 75). 

2) Un développement analogue dans la théorie quantique des champs est 
appelé formule de Källén-Lehmann (cf. IV, $$ 104, 111). 


4e 
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Le déplacement des pôles des termes de la somme (qui dépen- 
dent de «w) qui est donné par les termes +i0 figurant dans les déno- 
minateurs est équivalent à l'apparition de parties imaginaires 
6-fonctionnelles, conformément à la règle !) 

1 1 : 
Dre F inô (x). (8,11) 
En appliquant cette règle à (8,7) nous obtenons la partie réelle de 
la fonction de Green 


Re G (w, p) — 433 ÿ» PI AmÔ (P—Pm) + Bmô (P+Pm) : (8,12) 


o+u—Ee) o+u—em 


ainsi que sa partie imaginaire (il faut remarquer que toutes les diffé- 
rences e% — u >> 0 et toutes les différences ef” — u << 0): 


—4mMS 4,6(p—P,)ô(o+u—e#) ave w>0, 
— “ (8,13) 
am D B,ô(p+P;)ô(0+u—ef%) avec w<O. 
On voit qu’on doit avoir toujours 
sign Im G (w, p) — —sign ©. (8,14) 


On notera aussi le comportement asymptotique de la fonction 
G (w, p) lorsque © —>. De (8,7) on tire 


Ge, p& <= D (A6 (p—Px) + Bmô(p + Pm)le 


On démontre facilement que le coefficient auprès de 1/o est égal à la 
composante de Fourier suivant r, — r. de l'expression 


Fa 0) Pa r)+ Ve re) Pa (és r)}= (rire), 
ie. à l'unité. Ainsi 
G (w, p}—1/o avec | © | —+ 00. (8,15) 


1) Cf. III, (43,10). Le symbole P signifie que lors de l'intégration d'ex- 
pressions telles que f (r}/(x + i0) l'intégrale doit être entendue comme la valeur 
principale 

Q _f6) Û {4 
TZ z 
\ TH = \ ——; ds Finf(0). 


Le second terme apparaît du fait du parcours autour du pôle z = — i0 (ou r= 
= i0) suivant le demi-cercle supérieur (ou inférieur). 
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La principale propriété des fonctions de Green dans la repré- 
sentation en impulsions consiste en ce que ses pôles ne peuvent 
se trouver qu'aux points © = En — u, où € désigne les énergies 
d’excitation discrètes qui ont été définies plus haut. Chacune de 
de ces énergies correspond à une valeur déterminée de l’impulsion 
P, du système, ce qui est confirmé par la présence dans chaque 
terme polaire de la fonction de Green d’une fonction ô appropriée. 

Notre intérêt est cependant centré sur la fonction de Green des 
corps macroscopiques. Cela signifie que l’on doit envisager la limite 
où le volume V et le nombre N de particules tendent vers l'infini 
(la valeur finie du rapport N/V étant donnée). A cette limite les 
distances entre les niveaux du système tendent vers zéro, les pôles 
de la fonction G (w, p) se confondent et on peut affirmer seulement 
que cette fonction possède une partie imaginaire pour les valeurs 
de © + u se trouvant dans la gamme continue des valeurs possibles 
de l'énergie d’excitation du système. En font exception cependant 
les excitations pour lesquelles toute l’impulsion p du système macro- 
scopique peut être attribuée à une seule quasi-particule vérifiant une 
loi de dispersion e (p) déterminée (à l’état fondamental p = 0); 
à ces valeurs correspondent les pôles isolés de la fonction de Green. 

Dans le cas où l'impulsion p se compose des impulsions de plu- 
sieurs quasi-particules, l'énergie du système ne sera pas univoque- 
ment fixée par la valeur de p: l’impulsion donnée du système peut 
résulter de compositions différentes des impulsions des quasi- 
particules dont l'énergie totale parcourt une série continue de va- 
leurs ; l'intégration sur tous les états élimine le pôle. 

Il s'ensuit que l'équation 

Gl(e—u, p) =0 (8,16) 
décrit la loi de dispersion des quasi-particules (V. Bontch-Broue- 
vitch, 1955). 

Signalons que le procédé de définition de l'énergie d’excitation 
fondé sur (8,9) correspond à la définition de l'énergie des quasi- 
particules dans la théorie de Landau. En effet, la différence ef? 
représente la variation de l'énergie du système auquel on a rajou- 
té une particule ; en attribuant la totalité de la variation à une seule 
quasi-particule nous définissons e conformément à (1,3). De même 
— ef’ représente la variation d'énergie résultant de l'éloignement 
d'une particule, de sorte que ef,’ est l'énergie de la quasi-particule 
éloignée. Il est évident que ef” << u puisque dans la théorie de 
Landau on ne peut éloigner qu'une quasi-particule se trouvant 
à l’intérieur de la sphère de Fermi !). 

1) On notera que dans Ja définilion de l'énergie ef? des quasi-particules le 
niveau excité £ du système figure avec le signe moins. Cela entraîne que 
l'impulsion de ces quasi-particules p = — P,,, comme on peut le déduire de la 


fonction 6 (p + P,,) figurant dans les termes correspondants du développe- 
ment (8,7). 
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Comme tous les états excités figurant dans le développement (8,7) 
proviennent de l’état fondamental lorsqu'on rajoute ou enlève une 
particule (de spin 1/2) on conçoit que pour un système de fermions 
les pôles de la fonction de Green ne peuvent déterminer que le spectre 
des excitations élémentaires correspondant à la statistique de Fermi. 
Nous montrerons au $ 18 comment on détermine la branche de Bose. 

La description du spectre d’un système macroscopique à l'aide 
de la notion de quasi-particules présentant une certaine forme de 
dépendance de & avec p est une description approchée dont la pré- 
cision diminue à mesure que | e — y | croît. L'écart par rapport 
au cas de quasi-particules indépendantes se manifeste dans le dépla- 
cement du pôle de la fonction de Green dans la région complexe: 
l'énergie e (p) devient alors complexe. Conformément aux règles 
générales de la mécanique quantique (cf. III, $ 134) le fait que les 
niveaux d'énergie sont complexes signifie que la durée de vie + de 
l’état excité du système est finie (t= 1/| Ime |). La valeur de Im e 
caractérise l’« étalement » des valeurs de l'énergie de la quasi-par- 
ticule (i.e. la largeur du niveau). Bien entendu, cette interprétation 
ne vaut que si partie imaginaire est suffisamment petite : | Im e | 
< |e—u |. Nous avons déjà signalé au $ 1 que cette condition 
est réellement vérifiée pour les états faiblement excités du système 
puisque |Ime | — 1/1 (p — pr), tandis que Re (8 — u) w 
© |p —Ppr |. 

Le signe requis de Im & est assuré si le signe de la partie imagi- 
naire de la fonction de Green est bien déterminé. En effet, près de 
son pôle, cette fonction se présente sous la forme 


te 
&+n—e(p) ? 


la constante Z >> 0, comme l’impose le fait que les coefficients 4,,, 
Bh du développement (8,7) sont positifs; on désigne souvent la cons- 
tante Z sous le nom de constante de renormalisation (par analogie 
avec l'électrodynamique quantique). La partie imaginaire de la 
fonction de Green est 


G (w, p})Æ (8,17) 


ZIme 
lo+u—el 
En remarquant que cette expression se rapporte aux valeurs de 
wo & e — uet en comparant son signe avec la règle (8,14) on consta- 
te que 


ImGz 


Ime<0 avec Ree>u, 
Ime>0 avec Ree<y; 


c'est le résultat correct puisque les signes de Ime indiqués dans les 
deux cas (8% et ef? dans (8,9)) correspondent au complément 
imaginaire négatif à l'énergie E,, de l’état d’excitation qui convient. 


(8,18) 
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Nous exposerons au $ 36 les propriétés analytiques de la fonction 
de Green pour le cas général d'une température arbitraire. 


$ 9. La fonction de Green du gaz de Fermi parfait 


Afin d'illustrer les relations générales qui ont été établies au 
paragraphe précédent nous allons calculer la fonction de Green 
du gaz parfait. 

On peut toujours présenter les opérateurs 4 de Schrôdinger sous 
la forme du développement 


Va (r) = > apo pe (r, 6) (9,1) 


suivant l'ensemble complet des fonctions 1, (0) des fonctions 
d'onde spinorielles d’une particule libre d'impulsion p (et d'énergie 
p°/2m) et de la projection o du spin, i.e. suivant les ondes planes 


= Malo) à 5 
ra = A: er (9,2) 


(us (o) est l'amplitude spinorielle normalisée par la condition 
uaux = 1);] ce choix des fonctions ÿ,, n’est aucunement lié à l'in- 
teraction mutuelle réelle des particules dans le système. 

Pour un système de particules sans interactions mutuelles on 
peut écrire aussi sous forme explicite l'opérateur 4 de Heisenberg. 
Dans ce cas le passage de la représentation de Schrôdinger à celle 
de Heisenberg se résume à introduire dans chaque terme de la som- 
me (9,1) un facteur temporel convenable 


a (E r)= » apoŸpa (r, opexp[—i(-Æ—u):]. (9,3) 
po 


On le vérifie aisément en remarquant que les éléments de matrice de 
l'opérateur de Heisenberg correspondant à une transition i—f 
doivent contenir des facteurs exp [— à (£; — E;) t], où E; et E; sont 
les énergies des états initial et final (dans le cas considéré ce sont 


les valeurs propres de l’hamiltonien 4° = H — uN). Pour la transi- 
tion de l'état px s’accompagnant de la diminution d’une unité du 
nombre de particules, la différence E; — E; = p*/2m — u, de 
sorte que la condition imposée est vérifiée. 

Au lieu de calculer directement la fonction de Green définie 
par (7,10) à l’aide de (9,3), il est préférable de ramener d’abord 
la définition (7,10) à une équation différentielle qui lui est équi- 
valente. Dérivons la fonction Goes (X;, — X.) par rapport à #,, 
tout en remarquant qu’au point t, = t, cette fonction est disconti- 
nue. Selon la définition (7,10) le saut qu'y éprouve la fonction 
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est donné par 
[Gas] = Gas lt=t:+0 — Gap [t=t,-0 = 
= —i (Ya (ti, rs) Ÿé (ls re) + Ÿ (ti, re) AUS ri)) 
ou en vertu de (7,3) !): 
[Ge] = — OP ô [CA — r2). (9,4) 


Par suite de l'existence du saut la dérivation conduit à l'apparition 
du terme [Ga] ô (ti —t.). En conséquence 


Q : 2 : ; : 
7 Ges= —i(T ED ÿ+ (A2) — 6056 (rs) 6 (t— ts). (9,5) 


Pour un système de particules libres l'opérateur ÿ de Heisen- 
berg vérifie l'équation 


. 0Ÿ 1 L$ à 
Éta am fete 
(cf. (7,8)). En substituant cette dérivée dans (9,5) et en utilisant 
encore une fois la définition (7,10) on obtient l'équation pour la 
fonction de Green 


(+ Hu) GO (er, n=6(6(n), (9,6) 


où on a déjà posé GB — 648G() et l'indice (0) auprès de G signale 
qu’il n’y a pas d'interaction entre les particules. 
La transformée de Fourier de cette équation est: 


(o— +) 60 (, p)=1. 


En déterminant la fonction de Green à partir de cette expression il 
faut ajouter à © une partie imaginaire infiniment petite afin que 
la partie imaginaire de G ait le signe convenable (conforme à (8,14): 


GO) (w, p) = [o—Æ + u+i0-sign o]" à (9,7) 


Le pôle de cette expression se situe en © + u = e (p) = p*/2m 
puisque dans le gaz parfait les quasi-particules coïncident avec les 
particules réelles. Le potentiel chimique du gaz parfait de Fermi 
est égal à u — pr/2m. Pour les états faiblement excités p est 
proche de pr, ce qui permet de procéder à la substitution p*/2m = 
Æ U+ vr (p — Pr) (où vr = pr/m); pour ces états on peut récrire 
la fonction de Green sous la forme 


GO (wo, p) = [© — vr (p — pr) + i0-sign ol”. (9,8) 


1) Soulignons que la valeur de ce saut est complètement indépendante 
des interactions mutuelles des particules! 
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Dans toutes les intégrations auxquelles participe la fonction G(° 
la présence dans son dénominateur d’une partie imaginaire infini- 
ment petite n'importe que près du pôle où © & vr (p — pr). Dans 
ces conditions on peut remplacer sign © dans (9,7) par sign (p — pr) 
et écrire G(® comme suit: 


GO (w, p) = [Lo — p*/2m + pu + i0-sign (p — pr)l*. (9,9) 


Cette substitution est essentielle en ce sens que sous la forme (9,9) 
G) se présente dans tout le plan comme une seule fonction analyti- 
que de la variable complexe w, ce qui permet d'utiliser les méthodes 
de la théorie des fonctions analytiques pour le calcul des intégrales. 

Par exemple, pour calculer l'intégrale (7,23) (distribution des 
particules suivant les impulsions) avec un t négatif différent de 
zéro, on peut fermer le chemin d'intégration (axe réel &) par un 
demi-cercle infiniment éloigné et situé dans le demi-plan supérieur 
(après quoi on pourra poser t = 0). L'intégrale 


if do 
N=—3x \ @©—pt/2m+u+i0-sign (p—pr) 
sera évaluée maintenant par le résidu de l'expression à intégrer au 
pôle situé dans le demi-plan supérieur. Pour p > pr un tel pôle 
n'existe pas et NV (p) = 0. Lorsque p << p# on obtient N (p) = 1, 
comme on doit avoir pour l’état fondamental du gaz parfait de Fermi. 


$ 10. Distribution en impulsions des particules 
du liquide de Fermi 


La fonction de Green du liquide de Fermi ne peut évidemment 
être calculée sous sa forme générale, comme nous l’avons fait pour 
le gaz de Fermi. Cependant si l’on affirme que le liquide de Fermi 
est caractérisé par un spectre du type décrit au $ 1, ceci signifie que 
sa fonction de Green possède un pôle pour 


@—=e(p—uÆvr(p—Pr), Ur = Prlm*. (10,1) 
On en conclut qu'elle peut être de la forme 


Z P 
G(w, p}= = vpn üame + 8(0, P): (10,2) 
où g (w, p) est une fonction qui est finie au point (10,1). Comme nous 
l’avons signalé à propos de (8,17) le coefficient Z (résidu de la fonc- 
tion G au pôle) est positif. 

L'expression (10,2) permet de tirer une conclusion intéressante 
concernant la distribution en impulsions des particules du liquide 
(il ne s'agit pas des quasi-particulesl). Calculons la différence des 
valeurs de la fonction de distribution NW (p) (qui ne dépend en fait 
que de la valeur absolue de p) des deux côtés de la surface de la 
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sphère de Fermi; nous cherchons donc la limite de la différence 
NGr—9—N(pr +9) 
pour g = +0. 


La distribution # (p) s'exprime à l’aide de la fonction de Green 
par l'intégrale (7,23). Comme la fonction g (w, p) est finie, il est 
à priori évident que la différence des intégrales de cette fonction 
tendra vers zéro lorsque g +0. Il s'ensuit qu'il suffit de considérer 
la différence des intégrales des termes polaires dans (10,2). Comme 
à l'intégration le terme i0 figurant au dénominateur n'est essentiel 
que près du pôle, on peut écrire sign (p — pr) à la place de sign w 
(nous l'avons déjà signalé au RE 9). On a alors 


r _ Z _ 
N(pr—9)—N(pr+9)= —i . — amor 
{comme l'intégrale de cette différence est convergente, on peut 
omettre le facteur e-i®t avec t — — 0). En fermant le chemin d'in- 
tégration par un demi-cercle infiniment éloigné (dans n'importe 
lequel des demi-plans) on constate que toute l'intégrale est égale àZ 
A ne dépend pas de g. Nous avons 

onc 


N (pr—0)—N (pr+0)=2Z (10,3) 


(4. Migdal, 1957). 

Nous avons indiqué plus haut 
que Z > 0. Comme N (p) < 1, il 
découle de (10,3) que 


. : 0<Z<1 (10,4) 


Fig. 1 la valeur Z = 1 n'est atteinte que 

dans le cas limite du gaz parfait). 

Nous voyons que la distribution des particules du liquide de 

Fermi d’après leurs impulsions à T — O0 présente, comme dans le 

cas du gaz, un saut à la surface de la sphère de Fermi qui diminue 

en allant de l’intérieur de la sphère vers l'extérieur. A la différence 

* du cas du gaz, la hauteur du sautest inférieure à l'unité et la fonc- 

tion NW (p) reste différente de zéro même pour p > pr, comme 

indiqué sur la figure 1 en trait plein (la ligne en traits discontinus 
correspond au gaz). 


$ 11. Calcul des grandeurs thermodynamiques à l’aide 
de la fonction de Green 


La connaissance de la fonction de Green d'un système suffit 
pour calculer ses propriétés thermodynamiques. À T — 0 ces pro- 
priétés s'expriment par la dépendance de l'énergie du système (qui 
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coïncide alors avec l'énergie Æ, de l'état fondamental) par rapport 
à la densité N/V. 

Après avoir déterminé (en résolvant l'équation (8,16)) la loi de 
dispersion e (p) des quasi-particules, on peut trouver la dépendance 
ci-dessus en profitant de ce que 


e (pr) = bi. (41,1) 
Puisque nous connaïssons la dépendance de p; par rapport à N/V 
on trouve à l'aide de (1.1) 


Fr = (3n°)!/3 (N/V}'8, (11,2) 
et l'égalité (11,1) caractérise la fonction  (W/V) (quoique sous une 
forme implicite puisque la loi de dispersion &e (p) contient générale- 
ment Lu en qualité de paramètre). À T — O0 (ce qui entraîne S — O0), 
le potentiel chimique u — (0E,/0N)v; en intégrant cette égalité 
nous trouvons l'énergie cherchée 


= (a (4er (11,3) 
0 


(lorsque N — 0, E, — 0). 

Un autre procédé de description des propriétés thermodynamiques 
à T — 0 consiste à calculer le potentiel thermodynamique Q. Selon 
la définition générale (cf. V, $ 24) ce potentiel Q = E — TS — 
—uN = —PVet sa différentielle dQ = —S dT — Ndu; à T —=0 
on a aussi $ — 0 et ces expressions se réduisent à 


Q = E —N, (11,4) 
dQ = —Nüy. (11,5) 


Rappelons que de par sa signification, le potentiel Q décrit les pro- 
priétés du système à Ÿ — const. 

Le procédé le plus simple que l'on puisse utiliser pour exprimer 
le potentiel Q à l'aide de la fonction de Green consiste à mettre à pro- 
fit la relation (7,24) entre N/V et G. En substituant N de (7,24) 
dans (11,5) et en intégrant ensuite sur du (avec V = const) il vient 


Q (u)=2iV dp lim | Go, phe-tiet er (11,6) 


puisque Q — 0 ane u = 0. 
$ 12. Les opérateurs Y 
dans la représentation d'interaction 


Il est bien évident qu'il est impossible de calculer la forme 
générale de la fonction de Green d’un système de particules inter- 
agissantes. On dispose cependant d’une technique mathématique 
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(analogue à la technique des graphes utilisée en théorie quantique 
des champs) permettant de calculer cette fonction sous la forme 
d’une série suivant les puissances de l’énergie d'interaction mutuelle 
des particules, dont chaque terme s'exprime à l’aide de la fonction 
de Green d’un système de particules libres et de l'opérateur d'inter- 
action. 

Introduisons à côté de la représentation de Heisenberg une 
représentation des opérateurs qui soit telle que leur dépendance 
par rapport au temps s'exprime non pas par le vrai hamiltonien 
du système 


H'=H'O+V=HO UN+Ÿ 


(Ÿ est l'opérateur d'interaction), mais par l’hamiltonien À‘ des 
particules libres: 


Ÿ,(t, r)=exp (A Ot) b(r)exp(— A"). (12,1) 


Dans cette nouvelle représentation dite d'interaction les opérateurs 
et les fonctions d'onde seront repérés par l'indice zéro. En expri- 


mant la fonction de Green à l’aide des opérateurs Ÿ, (remplaçant 
les opérateurs de Heisenberg W) nous faisons un premier pas vers 


notre objectif: exprimer G à l'aide de G( et V. 

Nous désignons ici par la lettre ® (ou ®) les fonctions d'onde 
dans « l'espace des nombres de remplissage » (afin de les distinguer 
des fonctions d'onde Y ou p données en coordonnées); ces fonctions 
seront soumises à l’action des opérateurs de seconde quantification. 
Soit @ une telle fonction dans la représentation de Schrôüdinger; 
sa dépendance par rapport au temps est décrite par l'équation d'onde 


1 = (40 + Ÿ) 9. (12,2) 


Dans la représentation de Heisenberg où la totalité de la variation 
en fonction du temps est concentrée dans les opérateurs, la fonction 
d'onde ® du système est indépendante du temps: ® — const. Dans 
la représentation d'interaction la fonction d'onde ®, dépend du 
temps, mais cette dépendance n'est liée qu'à l’interaction mutuelle 
des particules du système et est déterminée par l'équation 


1 Do (£) = Vo (8) Do (#), (12,3) 


Ÿ, (4) = exp (iA"Ot) Ÿ exp (— iH'(01) (12,4) 


est l'opérateur d'interaction dans cette représentation (avec les 
opérateurs de la forme (7,6), (7,7) le passage à cette représentation 
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se réduit à remplacer Ÿ par ÿ.). Pour établir l'équation (12,3) il 
suffit de remarquer qu’à la transformation des opérateurs selon (12,1) 
correspond la transformation des fonctions d'onde selon 


D, =exp GA "(0%) p (12,5) 
{cf. III, $ 12). En dérivant cette expression compte tenu de (12,2) 
on obtient (12,3) !). 
En vertu de (12,3) les valeurs que possède ®, (1) à deux instants 
infiniment rapprochés sont liées entre elles par l'égalité 


D, (t+ 66) = [1 — iôt- V, (1) Do (t) = exp {— iôt- V, (t)} D, (t). 


Par conséquent, la valeur de ®, à un instant arbitraire t peut être 
exprimée en fonction de sa valeur à un certain instant initial #, 
{t << t) sous la forme suivante: 


| Do (4) = $ (4, to) Do (Éo), (12,6) 
où 
A L A 
S(,t)= I exp t—16t-Ÿe(2)}, (42,7) 
gt 


les facteurs étant évidemment disposés de droite à gauche dans 
l'ordre de croissance du temps t;; on suppose qu'il s'agit de la limite 
du produit sur tous les intervalles infinitésimaux ôt entre t, et t. 
Si V, (t) était une fonction ordinaire, cette limite se réduirait à 


exp {—: ( Va(9 de] ; 


to 


Or ce dernier résultat se fonde sur la commutativité des facteurs 
pris à des instants différents, qui est supposée être applicable lors- 
qu'on passe du produit indiqué dans (12,7) à la sommation dans 


l'exposant. La commutativité ne s'applique pas à l'opérateur V, (t) 
et il est donc impossible de réduire cette expression à une intégrale 
ordinaire. Mais on peut récrire (12,7) sous la forme symbolique 


t 
$(t, 4)=Texp {—i AC at} (12,8) 
te 
où T est le symbole de la disposition chronologique des facteurs 


dans la même succession que dans (12,7), i.e. de droite à gauche 
dans le sens du temps croissant. 


1) L'équation (12,3) coïncide avec ns neue IV, (72,5) et le processus de 
sa résolution que nous exposons ici reprend l'exposé donné dans IV, $ 72. 
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L'opérateur $ est unitaire ($-1 = S*) et jouit des propriétés 
évidentes: 


$ (és, te) ê (tas 1) —_ $ (ts ti), 
$- (las ti) $-: (ts, Le) = 8 (ts: ti). 


Pour alléger les développements ultérieurs nous supposerons tout 
formellement (i.e. sans que cela affecte le résultat final) que l'inter- 


action V, (ft) entre en action de façon adiabatique depuis t — —c 
jusqu’à des temps finis et «se débranche » adiabatiquement pour 
t — —+oo. Lorsque t —> —o, avant la mise en action de l'inter- 
action, la fonction d'onde ®, (t) coïncide avec la fonction de Heisen- 
berg ®. En posant dans (12.6) t, = —o nous obtenons 


(12.9) 


D,(t)= $ (t, — 00) D. (12,10) 


Ayant établi ainsi une relation entre les fonctions d’onde dans les 
deux représentations nous trouvons la loi de transformation des opé- 
rateurs, y compris les opérateurs v: 


= Ê-1(t, — 00) ŸS (t, — 00). (12,11) 


En raison du caractère unitaire de S, la même loi de transformation 


s'applique aux opérateurs ÿ+, 
Éxprimons encore la fonction de Green à l’aide des opérateurs 
dans la représentation d'interaction !). En posant que {, > {4 on a 


Gas (Xu Xa) = —i (Pa (ts) ŸE (42) = 
= —i ($-1 (t,, — co) LA (t:) $ (is — co) $-: (ler — 0) X 


Yon (te) $ (ts — ©0))}. 
Selon (12,9) on a 


ê (li, — ©) $-1 (te, — 00) = 
= Ê (ti, 1) Ê (te — 00) $-1 (ts, — oo) =S (1, t,), 
1 (t4, — 00) = S 1 (14, — 00) $-1(00, 1) À (oo, 1,)= 
= $-1 (00, — 00) $ (00, t,). 


1) La démonstration qui suit reproduit les raisonnements qui ont été don- 
nés en IV, 8 103. 
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En portant ce dernier résultat dans la relation précédente on obtient 
Gas (X:, X:) = 
= —i($"1 (00, — 00) $ (00, #1) Vos (41) $ (Es, ts) 
X Vs (E) Ê (te, — co)). 


En identifiant les opérateurs S avec les produits (12,7) nous voyons 
que tous les facteurs figurant dans l'expression moyennée en com- 
mençant par le deuxième sont disposés dans l’ordre chronologique de 
droite (où & — —o) à gauche (où t — oo). Cela permet d'écrire 


Gas (Lis 3) = — (SIT Poofts) VB (£:) SJ), (12,12) 


où on a utilisé la notation 
Sms (co: — co) = Texp | —i { ACLIE (42,13) 


Les calculs effectués pour t, << t, ne se distinguent des calculs ci- 
dessus que par les notations, le résultat final (12,12), (12,13) étant 
valable quels que soient f, et £.. 

La transformation effectuée ci-dessus ne dépend pas de l’état du 
système sur lequel est sous-entendu le moyennage. Mais si celui-ci 
est effectué sur l’état fondamental (comme dans (12,12)), la transfor- 
mation peut être poussée plus loin. Pour ce faire on remarquera que 
la mise en action ou la suppression adiabatiques de l'interaction ne 
peut, comme toute perturbation adiabatique, entraîner une transi- 
tion s’accompagnant d’une variation de l'énergie du système quanti- 
que (cf. III, $ 41). Par conséquent, un système qui se trouvait dans 
un état non dégénéré (l’état fondamental notamment) subsistera dans 


cet état. Autrement dit, l'action de l'opérateur $ sur la fonction d'on- 
de ® = ®, (—c) doit se ramener à une multiplication parunfac- 
teur de phase (non essentiel pour l’état) qu’est la valeur moyenne 


de S dans l'état fondamental: SD — (S)®. De même D*S-1 — 
= (S)-10*. Finalement on trouve pour la fonction de Green, expri- 
mée à l’aide des opérateurs dans la représentation d'interaction, la 
formule suivante 1): 


is (Xy Xe) = ne (TL oe (41) Ps (Xe) ÉD). (12,14) 


1) Notons un caractère conventionnel des notations dans (12, 14): bien 

que le symbole T y figure deux fois (sous forme explicite et dans la définition 

e S). en réalité tous les facteurs doivent être disposés dans l'unique ordre 
chronologique. 
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Conformément à la signification de cette représentation, on 
prend la moyenne dans (12,14) sur l'état fondamental du système de 


particules libres. En effet, les propriétés des opérateurs Ÿ, coïnci- 


dent avec les propriétés des opérateurs de Heisenberg Ÿ' en l'absence 
d'interactions. Et comme la fonction d'onde de Heisenberg ® ne 


dépend pas du temps, elle coïncide avec sa valeur pour t = —o 
lorsque l'interaction est absente. L'expression suivante 
(T Poe (A1) Vos (Xe) = 164 (Xi, X3) (12.15) 


représente notamment la fonction de Green d'un système de particu- 
Jes non interagissantes. 


$ 13. Application de la technique des diagrammes 
aux systèmes de Fermi 


La signification des expressions symboliques telles que (12,14) 
réside en ce qu'elles permettent d'écrire les termes successifs des dé- 


veloppements suivant les puissances de Ÿ. Par exemple, 
(TŸoe (X) Yo (X") $) = 


De jan. Î dia (TŸoe (À) Pas (A) Po (ts) + Vo (En)), 
n=0 _ oo 


(13,1) 


tandis que l'expression de ($) ne diffère de (13,1) que par l'absence 
de facteurs PoaŸi 8 placés sous le signe du produit en T. Nous avons 
déjà indiqué que l'opérateur A (t) dans la représentation d'inter- 


- action se déduit de (7,7) en remplaçant tous les Ÿ par Ÿ.. Le calcul 
des termes successifs du développement (13,1) se ramène donc au cal- 
cul des valeurs moyennes sur l’état fondamental du produit en T 
d'un certain nombre d'opérateurs 1 des particules libres. 

Ces calculs peuvent être largement automatisés par l'application 
des règles de la technique des diagrammes, qui dépendent cependant de 
la nature du système physique. La technique que nous décrirons dans 
ce paragraphe s'applique aux systèmes de Fermi qui ne sont pas su- 
perfluides, les interactions mutuelles des particules étant supposées 
paires et indépendantes des spins. L'opérateur d'interaction corres- 
pondant s'écrit 


DO =+ À Péri) Pos r)U (nr) x 
X Poltre) Pot r)drdiz,, (13,2) 
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où U (r, — r.) est l'énergie d'interaction mutuelle de deux particu- 


les (nous omettons les indices (2) auprès de V et U). 

Pour calculer la valeur moyenne des produits des opérateurs 1 
on utilise le théorème de Wick qui s’énonce comme suit !). 

La valeur moyenne du produit d'un nombre quelconque (nombre 


pair) d'opérateurs Yet W+ est égale à la somme des produits deux par 
deux de toutes les valeurs moyennes (contractions) de ces opérateurs. 
Dans chaque paire les opérateurs sont disposés dans le même ordre 
que dans le produit initial. Le signe de chaque terme de la somme est 
déterminé par le facteur (—1)P, où P est le nombre de permutations 
des opérateurs qu’il faut effectuer pour disposer dans l’ordre requis 
tous les opérateurs moyennés. 

Ne sont différentes de zéro que les contractions comportant un 


opérateur Ÿ et un opérateur Ÿ*+ : dans un élément de matrite diagonal 
toutes les particules annihilées par l'opérateur Y doivent être à nou- 


veau créées par l'opérateur Ÿ+, Il est clair que la moyenne du produit 
de plusieurs opérateurs ÿ ne peut être différente de zéro que si elle 


contient un nombre égal d'opérateurs W et W*+. 

L'application du théorème de Wick à la moyenne du produit en T 
permet de l’exprimer à l'aide des moyennes des produits en T pris 
deux par deux, i.e. selon (12,15) à l’aide des fonctions de Green des 
particules libres. Utilisons ce procédé pour trouver la correction du 
premier ordre à la fonction de Green d’un système de particules in- 
teragissantes. 

Signalons au préalable que lorsqu'on effectue les opérations requi- 
ses dans le numérateur de la formule (12,14), conformément au théo- 
rème de Wick, on voit apparaître entre autres des termes tels que 


(T Von (41) Va (A a)) (= GER (Xi, X2)(S), (13,3) 
dans lesquels une paire d'opérateurs 1 «extérieurs» (par rapport à $) 


se contractent entre eux ; l'expression de S ) ne contient dans chaque 
terme de son développement que les contractions des opérateurs 


« intérieurs ». Le facteur (S } se réduit en entier avec le dénominateur 
de (12,14); ainsi tous ces termes fournissent la fonction de Green 
«non perturbée » iG{g. 

Conservons les deux premiers termes du développement (13,1), 
substituons (13,2) et changeons les notations des variables; nous 
obtenons alors 


iGar(X Xe) & GP + iG. 


1) Pour ne pas alourdir notre exposé nous reportons la démonstration de 
ce théorème à la fin du paragraphe. 


S-01124 
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où 
1608 = — 7 (T Vos (1) Vds (X2) X 
2 | dt | Bras ( rs) Pés(t, ro) x 


X Ü (r3—r) os (£, r:) Poy (és r3)). 
Pour abréger l'écriture de l'expression nous utiliserons la notation 
U (X1 — X:) = U (nn — re) Ô (4 — t2). (413.4) 


On obtient alors l'expression !) 


A A 


1649 = — + | (TP SPEED UdEX EX, 


où diX — dt dix. 
Pour faire la moyenne d'après le théorème de Wick, écrivons tous les 
opérateurs et toutes les variantes utiles des contractions: 


R  YR ———— 
(QUVET EL IL PES TTILEIL IR PER ITIL ELA TE. 
Se RUE. 


RS sn 
+ VEN Ps + VS EI V.. 
D RE” à 


LL, —" 
Conformément à ce qui a été dit plus haut, nous avons omis les ter- 
ns 


mes contenant la contraction ww. Les opérateurs contractés deux 
par deux (réunis par des arcs) doivent être réarrangés de façon con- 
venable. Le premier des termes ci-dessus désigne le produit 


TÉLÉS TEE TEE), 
et le dernier est 
— (TE D TÉEO CPS 
On remplace les contractions des produits d'opérateurs Ÿ de diffé- 
rents arguments selon 
VV (TŸ hits, VV = — ir, etc. 


1) Ici et dans ce qui suit, pour alléger les écritures, nous omettrons l'indice 
auprès de ÿ, et nous utiliserons les indices numériques 1, 2, . .. pour désigner 
l'ensemble des valeurs de l'argument X et de l'indice de spin: 

Ÿÿ, = LA (X1), Ya = Ye (ZX), … 
Gus = Gap (Xi, eh, Us =U(Xi —X2). 
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Les contractions des opérateurs 4 de même argument représentent la 
densité spatiale du nombre de particules dans un gaz parfait (que 
nous noterons 7(%) entendue comme une fonction du potentiel chi- 
mique !): 
A à 3/2 
Ge ÿ) = n00 (pu) = EE, (43.5) 
On obtient ainsi 


IG = + À AX,EX Ur |—GP6E2GS — 


= EAN 6O) in (OMG: 1 >, (03/20) rio0) 
GhGs Css +R OGES GS + in OGC]. 


Ces quatre termes pris deux par deux sont égaux et ne diffèrent que 
par les notations des variables d'intégration X, et X,. En conséquen- 
ce, le facteur 1/2 s'élimine et la correction d'ordre un à la fonction de 
Green ne comporte que deux termes: 

16 = | UalinPGNGS—GHGNGLIEX MX. (13,6) 


I] est suggestif de représenter la structure de ces termes à l’aide 
des diagrammes de Feynman : 


@ : 
+—le— > 
1 4 2 1 3 4 2 (13,7) 


Sur ces diagrammes la ligne en trait continu 4 <— 2 désigne la contrac- 


tion WQ#2 (i.e. la fonction iG®)) ; les chiffres indiquent les numéros 
des variables X, et X. dont dépendent les opérateurs soumis à la 
contraction, tandis que le sens de la flèche correspond au sens allant 


à à , 
de + vers Ÿ dans la contraction. La contraction W+*W de deux opé- 
rateurs dépendant des mêmes variables (ï.e. la densité n(°)) est repré- 
sentée par une boucle. La ligne en pointillé 3-------- 4 
désigne le facteur VU... L'intégration est sous-entendue sur toutes les 
variables indiquées auprès des points internes du diagramme (points 
d’intersection des lignes). Les variables (X, et X,) placées auprès des 
extrémités « externes » du diagramme restent libres. 

Les termes du premier ordre provenant de (13,3) seraient repré- 
sentés par des diagrammes se décomposant en deux parties — un 


1) Ces contractions concernent toujours les opérateurs 1: faisant partie 
d'un seul et même opérateur d'interaction V. Par suite, dans ces termes, Ÿ+ se 
trouve toujours à gauche de Ÿ. 

5* 


68 FONCTIONS DE GREEN D'UN SYSTÈME DE FERMI À T-0 IGH. TI 


segment de droite (iG®) et une figure formée de boucles en traits 
continus telle que 


En réfléchissant au procédé de contraction des opérateurs et à la 
structure des diagrammes correspondants, on arrive à comprendre 
l’origine de la règle générale selon laquelle à tous les ordres de la 
théorie des perturbations le rôle du facteur (S )-! dans (12,14) con- 
siste à indiquer qu'il ne faut tenir compte que des diagrammes « liés » 
avec deux extrémités externes, qui ne contiennent de boucles & dé- 
branchées » sans extrémités externes, non liées aux autres parties du 
diagramme ni par des lignes en trait continu ni par des lignes en 
pointillé (comparer avec la situation analogue en électrodynamique 
quantique, IV, $ 103). 

La suppression du coefficient 1/2 dans (13,6) résulte d’une règle 
générale : on ne doit tenir compte (dans les termes d'ordre nr) ni du 
facteur 1/n! qui apparaît lors du développement dans (13,1) ni du 
facteur 2-" qui se forme à partir des coefficients 1/2 figurant dans 
(13.2). En effet. les diagrammes d'ordre x contiennent n» lignes en 
pointillé i-------- k. Le facteur 1/n! s'élimine lors de la ré- 
duction de termes se distinguant par les permutations des paires des 
nombres i, k entre toutes les » lignes en pointillé. Le facteur 2-" se 
réduit par permutation des nombres i, k entre les extrémités de cha- 
cune de ces lignes. L 

Nous formulons les règles de la technique des diagrammes appli- 
quées au calcul de la fonction de Green directement dans la repré- 
sentation en impulsion (au lieu de la représentation en coordonnées) 
qui est la plus importante en physique. 

Le passage à la représentation en impulsion est réalisé à l’aide du 
développement de Fourier (7,21), (7,22) que nous écrirons sous une 
forme « quadridimensionnelle » ?): 


G(X)=\G(P)e-iPx EE, G(P)= | G(X)eiP*dX, (13,8) 


; (2x)* ? 


où la « 4-impulsion » P = (w, p) et PX = œt — pr. Décomposons 
aussi le potentiel d'interaction 


U(R)= EU (= | U(Q)eer EE (13,9) 


1) Nous utiliserons la terminologie quadridimensionnelle pour simplifier 
l'exposé et les notations, mais cela n'a rien à voir avec l'invariance relativistel 
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où Q — (4 4); U(Q) coïncide avec la composante de la décomposi- 
tion tridimensionnelle 
U(Q)=U (q) = \ U (r)e-iardir. (13.10) 


Etant donné que la fonction U(r) est paire, U(—q) — U(q). 
Appliquons cette décomposition à la correction du premier ordre 


GŸ = G£ÿ (X, — X2). Pour cela commençons par multiplier l'égali- 
té "(43, ci de exp [éP(X, — X,)] et intégrons le résultat sur 
d(X,—X 


Dans : premier terme nous écrirons 
eiPXi-Y: de eiP(Xi-Xs)eiP(Xs- AN; } 


et après avoir changé les variables d'intégration nous obtenons 
inO À GP (A, — Xe -X dE (XX) x 
X { G% (X3—Xo) ei AN (X 3 — Xe) \ U(X3—X,) dt (X3—X,). 


Les deux premières intégrales fournissent G£, (P) Gf(P), tandis que 


la troisième est égale à 7 (0) -- \ U (r) dix. i.e. à la valeur de 
U (q) pour q = 0. 
Nous écrivons de même dans le second terme 
eiPUXi = X 2) 22 piPAXi- X)eiP(X a XD el XX). 


Après intégration par rapport à X, — X,. X;— X,, X, — X, on 
obtient 


— GE} (P) | GES (X)U (X) ePX EX. GEP (P). 


L'intégrale qui subsiste s'exprime à l’aide de la composante de 
Fourier des fonctions Gf4 et U en appliquant la formule des composan- 
tes de Fourier du produit de deux fonctions !) 


CO ertEx = À (PE (PP) Er. (3411) 


1) Pour démontrer cette formule il faut substituer dans son premier mein- 
bre les fonctions f (X) et g (X) sous la forme de leurs développements de Fouricr: 
\ 1(X) 8 (X) PT dix = \ 1 CP) 8 CP.) ei Pi PaX x LR 
On intègre par rapport à dx à l'aide de la formule 
À etPX GX =(2n)s 6() (P), 


où la fonction 6 « quadridimensionnelle » 6 est définie comme le produit des 
fonctions à des composantes du « 4-vecteur » P. Le facteur 8) (P — P, — P.) 
qui apparaît alors s’élimine par intégration par rapport à d‘P, et on obtient 
ainsi le second membre de (13,11). 
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On trouve ainsi l’expression suivante de la correction du premier 
ordre à la fonction de Green dans la représentation en impulsion : 


IGoR(P)= in OU (0) Gr (P) GS (P) — 
— [ cs (P)GR(P) GR PU PP) LEE + (4312) 
Chacun des termes de (13,12) peut être illustré par son propre 


diagramme de Feynman et l'expression (13,12) se laisse représenter 
sous la forme 


= | + P=b, (13,13) 
Cd \ 
de — le — 0 — 
Pe—d—D CRE: 
a) b) 


Les points d'intersection des lignes sont appelés rœuds du diagram- 
me. Chaque diagramme possède 27 nœuds, » étant l’ordre de la théo- 
rie des perturbations. Vers chaque nœud convergent deux lignes en 
traits continus et une ligne en pointillé. On attribue à chaque ligne 
continue une « 4-impulsion » ? dirigée dans le sens indiqué par la 
flèche (le long de chaque séquence continue de lignes continues le 
sens des flèches reste le même). De même on attribue à chaque ligne 
en pointillé une « 4-impulsion » Q et un sens arbitraire pour la flè- 
che !). Aux nœuds du diagramme se trouve vérifiée la « loi de la conser- 
vation de la 4-impulsion »: à chaqüe nœud la somme des 4-impulsions 
des lignes convergentes est égale à la somme des 4-impulsions des lignes 
sorlantes. En outre on attribue à chaque nœud un certain indice de 
spin «. Chaque diagramme possède deux lignes externes (l'une se diri- 
geant vers le nœud et l’autre qui en sort) dont la 4-impulsion est l’argu- 
ment de la fonction de Green cherchée G,$8 (P); aux lignes externes 
arrivante et sortante on attache aussi des indices de spin & et $ de 
cette fonction. Les autres lignes du diagramme sont dites internes. 

La notation analytique des termes correspondant à chacun des 
diagrammes s'effectue selon les règles suivantes. 

4) On fait correspondre le facteur iG£$ (P) à chaque ligne conti- 
nue s'étendant entre les nœuds & et B et le facteur —iU (Q) à 
chaque ligne en pointillé. A toute boucle fermée à un seul nœud on 
fait correspondre le facteur n(° (u). 

2) A chaque nœud est vérifiée la loi de la conservation de la 4- 
impulsion. Les 4-impulsions des lignes internes qui restent indéter- 


1) Les composantes « temporelles» des 4-vecteurs © == (go, 4) sont 
en géuéra] différentes de zéro, mais la fonction to) ne dépend pas de g, par 
définition (13.10). Le caractère conventionnel de la ligne en pointillé est lié 
à Ja parité de la fonction U (— @) = U (Q). 
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minées sont soumises à l'intégration par rapport à d‘P/(2n)*. A cha- 
que nœud on effectue une sommation sur une paire d'indices de spin 
muets provenant des facteurs en G(° voisins. 

3) Le facteur commun avec lequel le diagramme figure dans 
iG,p est égal à (—1)£, L étant le nombre de boucles fermées de li- 
gnes continues comportant plus d’un nœud que l'on trouve dans le 
diagramme. 

Cette dernière règle est établie comme suit. Une boucle fermée 
avec À > 1 nœuds résulte d'une contraction des opérateurs # de la 


forme 
Re, 


RAR AT 


Toutes les contractions sont égales à iG®, ..., iGi,r, cette derniè- 
re étant égale à — iGf}. Quant aux boucles à un seul nœud, on obtient 
le signe correct par l'introduction de n(° selon la règle 1. 

A titre d'exemple examinons l'ensemble des diagrammes déter- 
minant la correction du second ordre à la fonction de Green: 


—_… TT SR 


cd D La 
CE RER AR TES 
À / 
a) b) 


= Ÿ 


l l [ 
—%e — te — ——de—,_— [ 
c) Ss __- d) 


, 
ÿ 00 


e) 
(13,44) 


F) 9) #) 
ÿ PTS Læs 0 
e—%e — Le — 0 — — te —— ee —de— 
A) j) 


Reprenons le théorème de Wick et donnons-en la démonstration 
pour le cas de la « limite macroscopique » (i.e. pour V — œ ou, si 
la masse volumique du système est donnée, pour N —+ ) qui est la 
seule qui importe pour les applications statistiques. 
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Considérons. par exemple, la moyenne du produit de quatre opé- 
rateurs Ÿ du type 


Gala lo=rr D Gnaparanexp(...) (13,15) 
Pi... Pa 


(les opérateurs 1 sont donnés sous la forme (9,3); nous n'écrivons 
pas les exposants aussi compliqués qu'évidents des exponentielles). 
Dans cette somme ne sont différents de zéro que les termes contenant 


le même nombre d'opérateurs a, et a; possédant une même valeur 
de l'impulsion. On trouve des termes dont les impulsions sont égales 
deux par deux, par exemple Pi = Pa et P2 = Ps. Ces termes corres- 
pondent à une contraction par paires: 


nn, 
+ 
Vo Vos Pos Fos 
LL 
el s'expriment par une somme de la forme 


NET 
TE > (ap;@p,) (ap;,0ps) exp ( ee -). 
PP: 


A la limite V — o les sommations sur p, et p, sont remplacées par 
des intégrations sur V*@p,dp./(2n}5, le volume V s'élimine et l'expres- 
sion reste finie. Dans la somme (13,15) sont également différents de 
zéro les termes avec p, = ps := Pa = P,; ces termes forment une som- 
me de la forme : 

_ D: (apapaÿaÿ) Exp (...) ; 

p 
mais après passage à l’intégralion un facteur 1/V subsiste et à la li- 
.mite V — oo l'expression s’annule. 

Ce résultat est, bien entendu, général: à la limite V — dans 
la moyenne des produits des opérateurs 1 seuls les résultats des con- 
tractions par paires sont différents de zéro. 

Signalons que nous n'avons pas utilisé dans notre démonstration 
le fait que la moyenne est évaluée sur l’état fondamental, de sorte 
que la démonstration reste valable quel que soit l’état quantique du 
système !). 


1) Si le calcul de la moyenne est effectué sur l’état fondamental, le théo- 
rème de Wick est valable non seulement à la limite macroscopique ; sa démons- 
tration en statistique coïncide alors avec celle que l'on en donne en électrody- 
namique quantique (IV, & 77). La seule différence qui existe entre ces deux cas 
est la différence des états fondamentaux: dans le vide il n'y a aucune parti- 
cule, tandis que dans un gaz parfait les particules remplissent une sphère, de 


Fermi de rayon pF. Cette différence est insignifiante pour les opérateurs ai et 
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$ 14. Fonction énergétique propre 


Les règles de la technique des diagrammes qui ont été formulées 
dans ce qui précède jouissent d'une propriété remarquable: le coeffi- 
cient général du diagramme ne dépend pas de l’ordre de ce dernier. 
En conséquence chaque « figure » du diagramme possède une signifi- 
cation analytique parfaitement déterminée quel que soit le diagram- 
me dans lequel elle apparaît; on peut donc l'évaluer indépendam- 
ment par avance. On peut même calculer par avance la somme de plu- 
sieurs « figures » possédant un certain nombre d’extrémités el incor- 
porer ce « bloc » dans un diagramme plus compliqué. C'est l’un des. 
principaux avantages de la technique des diagrammes. 

L'un de ces « blocs » possédant une valeur intrinsèque est la 
fonction énergétique propre *). Pour définir cette fonction considérons 
tous les diagrammes de la fonction de Green que l’on ne peut diviser 
en deux parties liées entre elles par une ligne en trait continu. C’est 
le cas notamment des deux diagrammes du premier ordre de la théo- 
rie des perturbations (13.13) ainsi que les diagrammes du second or- 
dre (13.14a-e). Tous ces diagrammes sont construits de façon sem- 
blable et comportent un facteur iG£ aux extrémités et une partie in- 
terne (qui dépend de P) que l’on appelle fonction énergétique propre. 
La somme de toutes ces parties pouvant exister est appelée fonction 
énergétique propre exacte ou totale, ou encore opérateur de masse; 
désignons-la par — iZ,# (P). 

Tous les diagrammes du type énergétique propre contribuent à la 
fonction de Green d’une quantité égale à 


iGSR (P)1—iEns (PYIGSS (P)= GO (P)E(P)GO(P) Eos (14,1) 
où. outre Gég = G0 6, p, on a écrit aussi 
Eus (P) = ôasE (P). (14.2) 


La fonction de Green totale (représentée graphiquement par une li- 
gne en trait continu gras) est donnée par la somme de la série infinie 


— = —+—Q— +00 > (14,3) 


PA de création et d'annihilation de particules avec p > pr, ce qui permet de 
conserver la totalité de la démonstration. Pour les opérateurs avec p < pr on 


doit changer les notations a = % p' Ca = %+ , Ce qui revient à passer des parti- 
cules aux trous qui n'existent pas à l° intérieur de la sphère de Fermi à l’état 
fondamental. 

1) Comparer avec la définition analogue qui a été donnée en électrody- 
namique quantique où la fonction correspondante a été appelée fonction éner- 
gétique propre compacte (cf. IV, $$ 103, 105). 
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où les cercles désignent les fonctions énergétiques propres exactes 
(—iZ,). Chaque terme de la série (à partir du troisième) représente 
l’ensemble des diagrammes pouvant être partagés en deux, trois, 
etc., parties reliées entre elles par une ligne continue. 

Si l’on enlève un cercle avec la ligne qui lui est attachée à droite 
à tous les termes de la série (14,3) à partir du deuxième, la série qui 
subsiste sera encore une série complète. Cela signifie que l'on a 


Ress ie 0 (14,4) 


Sous forme analytique cette égalité s'écrit de la façon suivante: 


G = GO + GEGO) (14,5) 

ou après division par GG on obtient: 
1 1 É 
a “com —2(P). (14,6) 


On notera que le signe de la partie imaginaire de Z coïncide avec 
le signe de Im G et selon (8,14) 


sign Im Z (w, p) — — sign w. (14.7) 


Ce résuitat découle de (14,6) en remarquant que le signe de Im G”! 
est différent du signe de Im G et d’après (9,7) Im G‘®%-1 — O. 

Ainsi, le calcul de G se ramène au calcul de X, ce dernier faisant 
intervenir un plus petit nombre de diagrammes. Ce nombre se trouve 
encore réduit du fait qu’une partie des diagrammes restants se lais- 
se sommer en donnant une expression très simple. 

Parmi tous les diagrammes déterminant © (dans le cas des inter- 
actions mutuelles de paires de particules) nous envisagerons ceux 
qui constituent des « appendices » reliés aux lignes terminales par 
des lignes en pointillé; notons Z, leur somme. Tous ces diagrammes 
font partie d’un seul diagramme squelette de la forme ?) 


) : 0 (14,8) 


La partie restante de Z sera notée X,. C'est ainsi que parmi les dia- 
grammes des premier et second ordres, à la première catégorie appar- 


?) Comme dans la théorie quantique des champs, on appelle diagrammes 
squelettes ceux qui se composent de traits forts et de blocs; chaque diagramme 
de ce type est équivalent à un ensemhle déterminé composé d'un nombre infini 
de diagrammes d'ordres différents. 
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tiennent les diagrammes 


le 
a) b) c) 
et à la seconde les diagrammes 
LE, = Se tee + he 
a) b) DRE cERN 

9 (14,10) 
+ Er + Û ! 
d) e) 


A la boucle en trait gras du diagramme (14,8) correspond la masse 
volumique exacte du système nr (u) (de même qu’à la boucle en trait 
fin du diagramme (13,13a) correspond la masse volumique n(° (u) 
du gaz parfait). 11 découle de la définition (14,8) que 

— iZ2, — — in (u) U (0). (14,11) 
Par conséquent, 
ce qui montre que seuls les diagrammes faisant partie de 2, doivent 
être calculés spécialement. 

La loi de dispersion des quasi-particules est décrite par l'équation 
(8.16). En y exprimant G à l’aide de Z, selon (14,6) et tirant G( de 
(9,7) cette équation s'écrit sous la forme 

1 8 

men np = (P—2 = 2(e—u, p). (14,13) 

À la frontière de la sphère de Fermi où p = pF l'énergie d'une quasi- 
particule coïncide avec u. Il s'ensuit que 
p£ 

n—2(0, pr= 3. (44,14) 

Ainsi la loi de dispersion s'écrit sous la forme (pour les valeurs de p 

proches de pr): 


e(p}—u— RE (p—pr)+S(e—u, pr)—S(0,pr). (14.15) 
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On notera que pF désigne ici la valeur exacte de l’impulsion limite 
d'un système de particules interagissantes. Cette valeur est liée à 
la masse volumique exacte n (1) par la relation pÿ/3n° = n (à la 
différence de (13.5) où pF est lié à la valeur approchée n(°)). 


$ 15. La fonction de Green à deux particules 


Nous pouvons établir plusieurs notions importantes de la Lechni- 
que des diagrammes en considérant la valeur moyennée sur l’état 
fondamental du produit T de quatre opérateurs ÿ de Heisenberg !): 


Kanye = (TE Ÿ UT VS). (15,1) 


Cette fonction est appelée fonction de Green à deux particules (pour la 
distinguer de la fonction de Green (7,9) dite à une particule). 

Pour pouvoir appliquer la théorie des perturbations et construire 
la technique des diagrammes, il faut revenir aux opérateurs 1 dans 
la représentation d'interaction. Comme pour la fonction G, cela en- 


traîne l'apparition du facteur $ sous le signe du produit T: 


Ka, Dares (Ton Por Po: Vü2S). (15.2) 


Dans l'approximation d'ordre zéro (i.e. pour S = 1) l'expression 
(15,2) se scinde en la somme des produits de deux contractions s'ex- 
primant à l'aide des fonctions G(°): 


>(0 0) (0 0) (0 , 
KSD 12 = 669 — CGT. (15,3) 


L'étude ultérieure des propriétés de la fonction de Green à deux 
particules ainsi définie sera faite dans la représentation en impul- 
sion. 

Pour un système homogène la fonction K,,,,+ ne dépend en fait 
que de trois différences d'arguments indépendantes, telles que 
X 3 — Xos Xa — Xo: X1 — X,. Dans la représentation en impulsion 
cette propriété se manifeste en ce que la composante du développe- 
ment de Fourier suivant toutes les variables X,, ..., X, contient 


1) Nous utilisons de nouveau les notations simplifiées, où les indices 1, 
2, ... désignent les ensembles de 4-coordonnées et de l'indice de spin: X,«, 
X2B, ... (cf. note au bas de la page 66). Dans l'écriture complète 


Koss = Kyo, ap(Xs Xa5 X1, X2)- 
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la fonction Ô: 


\ Ka, se XP KE (Pas + PiX, — P,X,— P,X,)} diX, ... d'X, = 
= (27) 80 (P,+ P,—P,—P3) K5,a8(P3 Pas Pis Poe). (15,4) 


On le vérifie en remarquant que 


PaX3 + PaXs — PiX3 — Pas = 
= Pa (Xs — Xe) + Pa (Xi — Xe) — Pi (Xi — Xe) — 
— Xe (P;, + Pa — P3 — P4), 
et en passant à l'intégration sur X, — X4, X4 — Xe, X, — Xe, 


NX,. Notons à propos que l’on peut écrire la formule de la transforma- 
lion de Fourier inverse sous la forme suivante: 


Kate | Kioan(Psr Pai Par Ps Pi P) X 


diPdiP,diP, 
(2x)'? 
(15,5) 
La fonction X 46,08 (l3 Paï P1, P2) ainsi définie est la fonction 


de Green à deux particules dans la représentation en impulsion; ses 
arguments sont liés par l'égalité 


Pi pre PL APS 


> CXp{—i[P3(X3— Xe) + Pi(Xc— Xe) — Pi (Xi — À2)l} 


Ën approximation d'ordre zéro nous pouvons écrire, conformé- 
ment à (15,3): 


KKD a8 (Ps Pas Pa Pa) = 
= (2n) 18% (P,— P;) Gi9 (P,) GP (P2) — 
— 8% (P,—P,)G$ (P:)G& (P;), (15,6) 


résultat qui montre que Æ se réduit à la somme de deux produits des 
fonctions de Green à une particule. 

Aux approximations suivantes de la théorie des perturbations 
apparaissent des termes représentant les corrections à apporter à ces 
fonctions à une particule. A côté de ces termes apparaissent aussi 
des termes qui ne se laissent pas incorporer dans des produits des 
fonctions G. C'est précisément cette partie de la fonction de Green 
à deux particules qui présente de l'intérêt. Pour la mettre en éviden- 
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ce écrivons À sous la forme 
Kasus ax, (Pa P,; P,, Ps) = 
= (2a) [8 (P, — P:) Gasx, (P1) Gas (P2) — 
— 80 (2, — P,) Gasxs (Pa) Gascs (P3)] + 
+ GasBs (P3) Gauss, (P4) il ppe, BB: (Pass Pi 3 Pis P2) X 
X Ghiu (P:) Cha (P2). (15.7) 


La fonction F ainsi définie est appelée fonction nodale. 

Conformément à la définition (15,1), la fonction de Green à deux 
particules donnée dans la représentation spatio-temporelle est antisy- 
métrique par rapport aux permutations des arguments (s'accompa- 
gnant de celles des indices de spin) du premier et du second couple: 
1 et 2 ou 3 et 4. En découle une propriété de symétrie analogue pour 
la fonction de Green et la fonction nodale données dans la représenta- 
tion en impulsion: 
Piô, 8 (Par Pas Pis Pa) = — Tor, as (Pas P35 Pis Pe) = 

= — rs, pa (Pa P, ; P;, P,;). (15,8) 

La raison pour laquelle nous avons cherché à mettre en évidence qua- 
tre facteurs en G dans la définition de l (dernier terme de (15.7)) 
apparaît dès que nous examinerons le caractère des diagrammes qui 
découlent de l'expression (15,2) appliquée à la fonction de Green à 
deux particules. Les raisonnements qui suivent supposent à nouveau 
que les particules interagissent deux par deux. 

Dans l’approximation d'ordre zéro on fait correspondre à la fonc- 
tion À les diagrammes suivants: 


PB =P, P, =P;, 


P, = P> P3=P 


représentant les deux termes de (15,6). A l'approximation d'ordre un 
de la théorie des perturbations on voit apparaître des diagrammes 
des types suivants !): 


a — —— 
; Sr 


2) Comme dans le cas de la fonction de Green à une particule le facteur 


(S "1 figurant dans la définition (15,2) élimine les diagrammes comportant 
des boucles fermées séparées de lignes continues. 
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qui représentent les corrections à apporter à chacun des facteurs de 
(15.6). En outre on voit apparaître des diagrammes qui ne peuvent 
être scindés : 


P P, 
AR à 
Gr) = +" (15.9) 
PR PR 
& P 
Les quatre flèches P,, . .., P, correspundent aux quatre facteurs en 


G du dernier terme de (15,7), tandis que la partie « interne » des dia- 
grammes détermine (en première approximation) la fonction nodale- 
(cercle dans le premier membre de l'égalité (15,9)). En explicitant 
ces diagrammes sous la forme analytique on obtient 


lbs (Pas Pas Pis Pa) = — BayôpoU (P3 — Ps) + 80m (P3 — P:). 


Les diagrammes d'ordres supérieurs comportent des corrections: 
de trois types: 1) les corrections supplémentaires aux deux lignes 
continues qui ne sont pas reliées l’une à l’autre, 2) les corrections de- 
type énergétique propre qu’il convient d'apporter aux lignes termi- 
nales des diagrammes (15,9), 3) les corrections qui forment une figu- 
re se substituant à la ligne en pointillé sur les diagrammes (15,9); 
la somme de toutes les figures possibles fournit la fonction nodale- 
iT exacte. Dans la représentation graphique d'une fonction de Green. 
à deux particules à l’aide des diagrammes squelettes 


& Le 
BB A8 
+ + (15,10): 
2°R BR 
le B 


les lignes en trait gras désignent les fonctions G exactes et le cercle: 
désigne conventionnellement la fonction nodale. 

Le calcul de la fonction nodale aux différents ordres d'approxi- 
mation de la théorie des perturbations doit être conforme aux rè- 
gles de la technique des diagrammes qui ont été formulées au $13:. 
on ne doit envisager que les diagrammes possédant quatre extrémi- 
tés extérieures (et non pas deux, comme dans le cas du calcul de G). 
La règle 3) précisant le signe général du diagramme doit être complé- 
lée comme suit : si les extrémités 1 et 4, 2 et 3 sont reliées par des sui- 
tes continues de lignes en trait plein (au lieu de 1 et 3, 2 et 4), le- 
signe du diagramme doit être inversé. 
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Reproduisons, par exemple, tous les diagrammes déterminant la 
fonction nodale au deuxième ordre de la théorie des perturbations: 


à / ë) 1 J 1 
(15,11) 
Ve NY 
| € 


La fonction énergétique propre (£) et la fonction nodale (l°) ne 
sont pas indépendantes, mais sont liées entre elles par une équation 
intégrale (équation de Dyson) !). 

Pour trouver cette équation nous utiliserons l'équation (9,5) qui 
reste valable si l’on tient compte de l'interaction mutuelle des par- 
ticules. La différence avec la démonstration donnée au $ 9 réside ce- 
pendant en ce que maintenant l'opérateur vérifie l'équation (7.8). 
En omettant dans cette dernière le terme contenant le champ exté- 


rieur et en y prenant la dérivée oŸ/ot, pour la porter dans (9.5). on 
obtient 


. À , À : 
(ie +4) Con (Ai X 3) — 6,660 (Xi, — X,) = 


= —i | (TPS (XD U (XX) Ÿ, (AS) EXT, (X,) PE (x) = 


et \ Ka. vh (X3. À; À Xe) UrsdiXs. (15,12) 


Cette égalité résout en principe la question qui a été posée puisque K 
s'exprime en fonction de l selon (15,7). Il nous reste à passer à la 
représentation en impulsion. Multiplions pour cela l'égalité (15.12) 
par exp [iP (X, — X:)l et intégrons par rapport à d‘ (X, — X.) 
-après avoir écrit X,32 sous la forme (15,5) et U,, sous la forme 


1) Cette équation est analogue à l'équation de Dyson en électrodynamique 
quantique (cf. IV, $ 107). 
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(13,9). Dans ces conditions l'intégration par rapport aux 4-coordon- 
nées fournit des fonctions ô qui s’éliminent après intégration par 
rapport aux 4-impulsions. On trouve ainsi 


[GO (P) G(P)— 11 88 = 


= — à Kio, (Ps P,:Ps+P,—P, P}U(P—P,) TES (15,13) 
où GU)(P) est tiré de (9,7). 

Il reste à exprimer X en fonction de l. En portant (15,7) dans 
(15,13) on obtient finalement l'équation de Dyson sous la forme 


SGA (P) — GA (P)] = cs2 (P) = 
=U (0) n (1) 6ag+i6as | U(P—P,)G(P) Er 


(2x) 


+ Tiess(Ps Pei Ps4 Pi —P, P)G(P:)G(P) X 


XG(P:+P,—P)U(P—P,) ee .… (15,14) 
n (u) désigne ici la densité exacte du système donné en fonction de 
son potentiel chimique ; ce facteur apparaît à la suite de l'intégration 
de la fonction G à l’aide de la formule (7,24) (on tient alors compte 


que la fonction G résulte d’une contraction où W* se trouve à la gau- 


che de Ÿ). On notera que le premier terme du second membre de 
l'équation (15,14) représente Z, de la formule (14,11). 


$ 16. Relation entre la fonction nodale 
et l’amplitude de diffusion des quasi-particules 


L'appareil mathématique que nous avons décrit dans les para- 
graphes précédents permet de justifier et d'interpréter la signification 
des principales relations de la théorie de Landau du liquide de Fermi 
que nous avons introduites dans le chapitre I d'une façon plutôt 
intuitive. Nous développerons ce nouvel aspect du problème dans 
les $$ 16 à 20 !). 

Il existe un lien étroit entre la fonction nodale et l'amplitude 
de la diffusion mutuelle des quasi-particules. Afin de bien mettre 
en évidence ce lien, nous l’envisagerons d’abord dans le cadre du 
problème de mécanique quantique concernant la diffusion mutuelle 
de deux particules dans le vide. 

En mécanique quantique les diagrammes à quatre extrémités 
extérieures (deux entrantes et deux sortantes) décrivent le processus 


1) L'exposé des $$ 16 à 18 est dû à L. Landau (1958) et celui des $$ 19, 20 
à L. Landau et L. Pitayeuski (1959). 
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de collision de deux particules; dans l'expression analytique du dia- 
gramme on fait correspondre à ses extrémités extérieures les amplitu- 
des des fonctions d'onde (ondes planes) des partieules libres (of. 
IV, $ 106). Voyons comment les diagrammes d'ordres différents four- 
nissent les termes successifs du développement non relativiste ordi- 
naire de Born de l’amplitude de diffusion. 

Signalons tout d’abord que dans le cas du vide un grand nombre 
de diagrammes s’annulent en général. On le montre le plus facile- 
ment en utilisant la représentation en coordonnées, puisque dans le 


vide toutes les contractions de la forme cr), où l'opérateur d’an- 
aihilation, placé à droite, est le premier à agir sur l'état du vide, 
sont égales à zéro et ne subsistent que les contractions de la forme 


(+). De ce fait tous les diagrammes à boucles fermées de lignes en 
trait continu sont égaux à zéro puisqu'ils comportent toujours une 


contraction de la forme {#+W). Pour cette même raison sont nulles 
toutes les corrections à la fonction de Green, i.e. celles qui concernent 
les lignes intérieures en trait continu des diagrammes !). Enfin sont 
nuls tous les diagrammes comportant des lignes en pointillé qui se cou- 
pent; ainsi dans le diagramme 


u 2 
—<—— 
Nr 4 
7% 
—4—— 
2 7 


(les chiffres 1 et 2 désignent ici les arguments £, et &.) lorsque #, > 
> t, à la ligne intérieure du haut correspond Ia contraction 


(#W:W,) =0 et lorsque t, <t, la contraction (W'W,) = 0 cor- 
respond à la ligne du bas. 

Par conséquent, pour deux particules dans le vide ne subsistent 
que les diagrammes ci-après qui forment une série en «escalier » 


—D—;- 

5 P, 

# (16,4) 
P, re D, RE LE Le 

TOUT H OUT + LI 1 ++(5—4) 
P,——P, ete delete 


1) La disparition de toutes les corrections à apporter à la fonction de Green 
dans le vide signifie tout simplement que dans le vide une seule particule ne 
trouve aucun partenaire d'interaction. Rappelons à ce propos que l'existence 
de corrections à la fonction de Green d’une particule dans le vide en théorie 
relativiste est liée à la possibilité d'apparition dans les états intermédiaires 
de paires électroniques et de photons virtuels. 
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Dans ces diagrammes aux lignes intérieures en trait continu corres- 
pondent les fonctions de Green du vide: 


GE (w, p)=[o—# +10 |" (16,2) 
(formule (9,7) avec u = 0). On notera que le pôle de cette fonction se 
situe toujours dans un demi-plan déterminé (inférieur) de w comple- 
xe (cela en raison de l'absence de u dans le dénominateur). Du point 
de vue des mathématiques, les diagrammes énumérés ci-dessus s’an- 
nulent parce que tous les pôles des expressions sous le signe d’intégra- 
tion se situent dans un seul demi-plan. L'égalité à zéro des intégra- 
les devient évidente si l’on ferme le chemin d’intégration dans l’au- 
tre demi-plan. 

La série en escalier (16,1) se laisse sommer en donnant une équa- 
tion intégrale (voir plus loin la sommation d’une série analogue 
(17,3)). Si l’on omet d’abord les diagrammes dont les extrémités 3 et 
4 ont été permutées, cette équation est équivalente à l'équation de 
Schrôdinger de deux particules dont l’indiscernabilité est négligée, 
écrite dans la représentation en impulsion (équation III (130,9)). 
En conséquence, la fonction nodale l' s’exprime en termes de l’ampli- 
tude de diffusion / de deux particules par la formule 


Los us (Pa Pas Py Pa) = Burôns + f. (16.3) 


En adjoignant les diagrammes à extrémités 3 et 4 permutées on dé- 
termine l’antisymétrisation de l'amplitude, résultat convenable 
pour les fermions. Dans la première approximation de la théorie des 
perturbations ne subsistent que le premier diagramme (16,1) ainsi 
que le diagramme avec lesextrémités permutées dans lesquels Gide) 
ne figure pas. On obtient alors pour l'amplitude de diffusion la for- 
mule usuelle de la première approximation de Born. Les diagrammes 
suivants fournissent, après intégration sur les fréquences intermédiai- 
res, des expressions déjà connues des corrections à apporter à l’am- 
plitude dans les approximations de Born suivantes. 

Dans le liquide de Fermi l'interaction des particules entrant en 
collision avec les particules du milieu permet de les remplacer effec- 
tivement par des quasi-particules. Toutes les corrections aux li- 
gnes intérieures du diagramme, qui sont liées à cette interaction, sont 
automatiquement prises en compte par la détermination de la fonc- 
tion T. Il faut cependant tenir compte encore des corrections à ap- 
porter aux lignes extérieures. On démontre en théorie quantique des 
champs qu'en vertu des conditions générales d’unicité de la matrice 
de diffusion, ces corrections se traduisent par l'apparition dans l’am- 


plitude de diffusion de facteurs W Z dont doit être affectée chaque ex- 
trémité libre ; Z est la constante de renormalisation de la fonction de 
Green (cf. IV, $ 110); dans le cas de diagrammes à quatre extrémi- 


6* 
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tés cela implique la multiplication par Z°. Quoique la démonstration 
donnée dans IV s'applique aux quasi-particules dans le liquide de 
Fermi, nous allons expliquer l’apparition de ce facteur à l'aide de 
considérations plus simples (quoique moins rigoureuses). 

Près de son pôle la fonction de Green du liquide (premier terme 
de (10,2)) ne diffère de la fonction de Green du gaz parfait que par 


le facteur Z. Si l’on introduit à la place de Ÿ et Ÿ+ les opérateurs 


You = Y/VZ et Vi, = Y+/VZ la fonction de Green formée à l'ai- 
de de ces opérateurs Gqu — G/Z sera près du pôle de la même forme 
que celle du gaz parfait. À ce point de vue on peut assimiler ces opé- 
rateurs aux opérateurs du gaz parfait de quasi-particules. La fonc- 
tion de Green à deux particules que l’on en déduit s'écrit Aqu = 
— K/Z°, ce qui entraîne (selon la définition (15,7)) que la partie 
nodale lou = TZ*, c.q.f.d. 

Lorsqu'il s’agit de quasi-particules, ce n’est pas tant la section 
de diffusion qui importe, mais le nombre de collisions (par seconde 
dans 4 cm* de liquide). Dans le cas de collisions donnant lieu à une 
variation donnée des impulsions et des projections des spins des par- 
ticules (p,a, pe —p:Y: P4«ô) ce nombre est donné par la formule 
dW = 2n | ZT, ap (P3s Pis Pis Po) F8 (Es + € — Es — 2) X 

3 

X Mpattps (1 — ps) (1 np) ÉPÉRÉES (16,4) 
avec Pi + Poe = Ps + Pa et où n, est la fonction de distribution des 
quasi-particules. Les facteurs n,, et r,, expriment le fait que le 
nombre de collisions des quasi-particules possédant des impulsions 
initiales et des projections des spins données est proportionnel aux 
nombres de ces quasi-particules contenues dans l'unité de volume. 
Quant aux facteurs (1 — n,,) et (1 — r%,), leur existence est liée à 
ce que selon le principe de Pauli la collision ne peut se produire que 
si, les états finals sont disponibles. 


$ 17. Fonction nodale correspondant à un faible 
transfert d’impulsion 


Dans la théorie du liquide de Fermi un rôle important revient à 
la fonction nodale lorsque les paires de variables P,, P, et P,, P, 
possèdent des valeurs proches (nous montrerons notamment que cette 
fonction est intimement liée à la fonction d'interaction des quasi- 
particules). Compte tenu de la relation 


Pi +Pe = Ps + Pa 


nous poserons que P, = P, + K, P4; = P, — K et nous utilise- 
rons la notation simplifiée 


Lisa (P1 + K, Ps — K5 Py P3)= T'ysss (K 5Pis Pe); (17,1) 
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nous étudierons cette fonction pour les petites valeurs de X. Du 
point de vue des processus de diffusion des quasi-particules cela signi- 
fie que l’on n’envisage que les collisions s’accompagnant d’un faible 
transfert de la 4-impulsion, i.e. des collisions peu différentes de la 
« diffusion vers l'avant ». 

Lorsque À — 0, nous montrerons que la fonction l présente une 
singularité; nous nous intéresserons à la partie de la fonction qui 
contient cette singularité. L'origine de cette dernière ressort du dia- 
gramme squelette 


(17,2) 


qui comprend l'ensemble des diagrammes de la fonction de Green à 
deux particules pouvant être divisés en deux parties entre les paires 
d'extrémités P,, P, et P., P,, ces parties étant reliées par deux li- 
gnes continues !). Aux deux lignes de connexion en trait gras corres- 
pondent les fonctions de Green exactes à une particule G (Q) et 
G (Q + KÆ); dans ce diagramme on intègre par rapport à la 4-impul- 
sion Q. Lorsque X — 0, les arguments de ces deux fonctions tendent 
à s'égaliser et par conséquent leurs pôles se rapprochent. Les pôles 
qui se rapprochent peuvent « coïncer » le chemin d'intégration (voir 
plus loin) et c’est la cause de l’apparition de la singularité dans la 
fonction |. 

Pour pouvoir calculer la fonction l exacte on doit sommer toute 
la série de la théorie des perturbations. Puisque nous cherchons la 
partie de la fonction qui présente une singularité pour À = 0, on 
doit commencer par évaluer la contribution de tous les diagrammes 
qui ne peuvent être scindés suivant des paires de lignes continues ca- 
ractérisées par des valeurs de la 4-impulsion peu différentes (la diffé- 
rence étant égale à Æ). Cette partie de la fonction F qui ne présente 


aucune singularité pour À = 0 sera notée Î’; on peut y poser À = 0, 


de sorte que l ne dépendra que des variables P,, P,: l's.08 
(P;, P:). En ce qui concerne les diagrammes « dangereux », on peut 
les classer d’après le nombre de paires de lignes caractérisées par des 
arguments comparables. Ainsi la partie nodale complète de T sera 


1) Au second ordre de la théorie des perturbations (dans le cas d'interactions 
paires) le diagramme (17,2) incorpore les diagrammes (15,11a,b,c) et le dia- 
gramme (15,114) dont les extrémités 3 et 4 ont été permutées. 
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représentée par une série «en escalier» infinie de diagrammes: 


B À» 
SC . XC PO “++ (17,3) 
B+k BK 


Au cercle non hachuré correspond ici le il cherché, tandis que les 


cercles hachurés désignent il. Les lignes extérieures sur ces diagram- 
mes n’interviennent pas dans la définition de let n'assument d’au- 
tre fonction que d'indiquer le nombre et les valeurs des 4-impulsions 
entrantes et sortantes. 

Sur les diagrammes (17,3) toutes les lignes intérieures sont des li- 
gues en trait gras et correspondent donc aux fonctions G exactes. Indi- 
quons à ce propos que la possibilité de représenter là l'aide de ces 
diagrammes squelettes (ainsi que tout ce qui s'ensuit) ne suppose nul- 
lement que l'interaction mutuelle n’a lieu qu'entre des paires de 
particules puisque les lignes en pointillé n’y figurent pas explicite- 
ment; le caractère des interactions mutuelles ne se reflète que sur la 
structure interne des blocs, représentée par les cercles, qui ne nous 
intéresse pas ici 1). 

Le problème relatif à la sommation de la série (17,3) se réduit à la 
résolution de l’équation intégrale que l’on obtient en « multipliant » 


toute la série encore par l’, ce qui revient à la remplacer par la série 


En l'identifiant avec la série initiale (17,3) on obtient l'égalité 
2 PR 
= = (17,4) 


Q 
RERO REK BK BK BK BK 


ak /? « 


Lorsqu'on écrit cette égalité de diagrammes sous forme analytique, 
on obtient l’équation intégrale cherchée 


Tyoses (E à Pas Pa) = Pso,en (Par Pa) — 
—1 À Pigan(Pss O6 (0+ K)G(Q) Tac (K à Q, Pa) qe - (17,5) 


1) Ne doit être vérifiée qu'une propriété aussi générale que la conservation 
du nombre de particules, qui se manifeste en ce que la différence du nombre de 
lignes dirigées vers la gauche ou vers la droite reste constante à chaque section 
du diagramme (pour les sections du type (17,3) cette différence est égale à zéro). 
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Conformément à ce qui a été dit plus haut, nous avons posé À = 
dans les fonctions l; nous avons utilisé ici les notations allégées de 


T'et T'et nous avons posé G,g = Gôcg- 

Pour examiner cette équation considérons d'abord le produit 
G (Q + K)G (Q) figurant dans son noyau. Nous avons déjà noté que 
lorsque X est petit, les pôles des deux facteurs sont proches l’un de 
l’autre. Près de ces pôles les fonctions G sont représentées par les ter- 
mes polaires (10,2). Notons les composantes des 4-vecteurs À et Q 


comme suit: 
K°:= (wo, k), Q = (Go: 4), (17,6) 
et on pourra alors écrire dans cette région 
GOGCO@+K)z 
& 2° Ugo — vr (9 — Pr) + 16117" [go + © — 
—vr(1q+kl— pr) + 6175, (17,7) 


où 6, et 6, sont des additions infinitésimales dont le signe est déter- 
miné par (près des pôles) 
sign 6, —sign(g—pr), 
sign 6, =sign(|q+k|—pr). 

Les signes de 6, et 6, déterminent la disposition des pôles dans le 
demi-plan supérieur ou inférieur de la variable complexe g,. La sin- 
gularité dans le noyau de l'équation intégrale (ainsi que dans la so- 
lution de celle-ci) apparaît parce que le contour d’intégration sur 
dg, (axe réel) est « serré » entre les pôles, si bien que ces pôles doivent 
se situer de part et d'autre du contour, i.e. dans des demi-plans diffé- 
rents. 

Supposons d’abord que qk > 0, i.e. cos 8 >> O0, où 6 est l'angle 
entreqetk. Dans ce cas |q + k | > get 6, et 6. ont des signes diffé- 
rents (6, << 0, Ôs > 0) si g << pr, 1|q+k|>pFr; Comme k est 
petit, ces inégalités sont équivalentes aux conditions 


Pr—kcoS8<q<pr. (17,9) 
Lors des intégrations ultérieures de (17,5) par rapport à dg, on peut 
fermer le chemin d'intégration par un demi-cercle infiniment éloi- 
gné (que ce soit en haut ou en bas) et l’intégrale sera alors déterminée 
par le résidu de l'expression sous le signe d'intégration au pôle cor- 
respondant. Comme l'intervalle (17,9) (pour k petit) est étroit, on 


peut poser 4 = 0 dans les facteurs let Î sous le signe d'intégration 
et D ÿo & 0 pour la position des pôles (pour k, © pe- 
tits). 

Cela signifie que, du point de vue de son rôle dans le noyau de 
l'équation intégrale (17,5), le produit (17,7) des facteurs polaires est 


(17,8) 
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équivalent aux fonctions ô 


A (go) 6 (g — Pr) 
dont le coefficient A est défini par l'intégrale 


A= \ Z® dgs dq 
[So—vr(9—pr)+id1][9+@—vr (1 q+k 1—pr)+iôe]" 
Lorsque g se situe hors de l'intervalle (17,9) les deux pôles se trouvent 
dans le même demi-plan de g, complexe et si l’on ferme le chemin 
d'intégration sur dg, dans l’autre demi-plan, on constate que l’inté- 
grale devient nulle. Si q se trouve dans l'intervalle (17,9), en fermant 
le chemin d'intégration dans l’un des demi-plans et en calculant 
l'intégrale par le résidu au pôle situé dans ce demi-plan, on trouve 
que 
” 2niZ® dq 
k \ ©—vr(1q+k | —9)+i0 
(on a tenu compte de ce que dans l'intervalle (17,9) 6, << 0, ô, > 0). 
Puisque en vertu de (17,9) 9 Æ pr >k, on peut poser |q + k | — 
— gÆækcos 6 et on obtient (compte tenu des bornes (17,9)): 


A= 2niZ?k cos 0 
@— kvp cos 0° 


On démontre par le même procédé que l’on obtient la même expres- 
sion de À (mais avec le signe contraire devant i0) dans le cas où 
cos 60 << 0 (l'intégration doit alors être effectuée dans le domaine 
> Pr |q—+k|< pr). On trouve dans le noyau de l'équation 
(17,5): 

2xiZ°1k6 (go) Ô (g— gr) - 
G(QG(O+K)= SEE osgme + P(Q) (17,10) 
où on a écrit Ik à la place de k cos 8 (1 = q/g) et où la fonction 
ne contient plus (pour À petit) une partie 6-fonctionnelle, ce qui per- 
met de poser À — 0. 

En portant (17,10) dans (17,5) on obtient l'équation intégrale 

. fondamentale sous la forme 


Ty, a8 (X ; P;, P)=Ty6.8 (P:, P.)— 


—1 | Tican (Pa Q)P(Q) Laos (A 3 Q, Pa) Dr + 


Zpr LV + 1k d 7 
+ | ler (Ps Qr) Dior (K: Qrs Pa) (7:11) 
Dans le dernier terme on a effectué la substitution d'Q = 
= q°dg do;dg, (où do, est l’élément d'angle solide suivant la direc- 
tion 1); l'intégration par rapport à dg dg, a permis d'éliminer les 
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fonctions 6. Dans ce terme l'argument Q des fonctions let l corres- 
pond à la surface de Fermi: Qk = (0, prl). 

Il convient de noter le caractère très particulier du facteur 
Ik/(© — vFlk) figurant dans le noyau de l'équation (17,11): lorsque 
k —+0, © —0, sa limite dépend de la limite vers laquelle tend alors 
le rapport w/k. Cette particularité se reflète, bien entendu, sur la 
solution de l'équation: la limite de la fonction l (K;P;,, P:) pour 
K —0 dépend de la manière dont w et k tendent vers zéro. 

Notons Te (P,, P,) la limite 


The,a8 (Pi, Ps) = lim l'y0,a8 (K ; P,, P:) pour k/o—+0 (17,12) 

K-0 
(nous montrerons au $ 18 que c'est à cette quantité qu'est liée la 
fonction d'interaction des quasi-particules). Lorsqu'on utilise ce 


procédé de passage à la limite, le noyau du dernier terme intégral 
dans (17,11) s’annule, de sorte que l® vérifie l'équation 


Does (Par Ps) = Ly6. a8 (Pis Pa) — 
\ Lo, ex (Pa O0) p(Q) Te, x8 (Q, Pa) mar . (17,13) 
Notons qu’en vertu de (15,8) 
Tears (Pis Pa) = l'éy Ba (Pas Ps). (17,14) 


On peut éliminer T entre les équations (17,11) et (17,13), ce qui 
fournit le résultat suivant: 


Te,a8(K ; P;, P,)= 56, as (P:, P,)+ 
REP (TS PO Ta RO. PJ, AS 
(2n)° \ vo ax (P1 Qr »0, &8 ( ; Or: Pa) o—vrlk * (17,15) 


En effet, si l’on écrit formellement (17,13) sous la forme [ =Lr*, 
alors (17,11) s’écrira comme suit: 


Re 2 (Gr ke 
LEP + | PT Er der. 


(x) 


En y portant Î = LTv et en faisant agir sur les deux membres de 


cette égalité l'opérateur L"1 on retrouve (17,15). 
Introduisons la fonction l'* définie par 


Lis.as (Pa Pa) = lim lysos(K 5 Pa, P) pour w/k-0. (17,16) 
C'est précisément cette fonction (multipliée par Z?) qui représente 


l'amplitude de la diffusion en avant (i.e. de la transition P,, P, —+ 
— P;, P;), laquelle correspond aux processus physiques réels impli- 
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quant les quasi-particules sur la surface de Fermi: les collisions après 
lesquelles les quasi-particules restent sur cette surface s'accompa- 
gnent d'une variation de l’impulsion sans que l'énergie change; 
en conséquence, le passage à la limite d’un transfert d'impulsion égal 
à zéro (k —0) doit s'effectuer dans les conditions où le transfert 
d'énergie est rigoureusement nul (w — 0). La fonction l'® introduite 
plus haut correspond au cas limite non physique d'une « diffusion » 
s’accompagnant d'un faible transfert d'énergie, le transfert d’impul- 
sion étant rigoureusement nul (k = 0). 

En posant © — 0 dans (17,15), en passant à la limite k —+0 et 
en multipliant les deux membres de l'égalité par Z°, on obtient 


Z'To.a8 (Ps Pa) = ZT %o, a8 (Pi P2)— 


Ph y 
— RS \ ZT ax (Par Qr)-Z2Tho, :8 (Qrs Pe) dos. (17,17) 


Nous voyons qu'il existe une relation générale entre les deux formes 
limites de l'amplitude de la diffusion vers l'avant. 

Les propriétés d’'antisymétrie (15,8) de T permettent de tirer 
quelques conclusions concernant le comportement de T* et le lors- 
que P, —+ P,. En posant dans l'équation ci-dessus P, — P, et a — 
= #f$, on obtient 


lys. aa (P1+K, P; —K;P;,P;) =0 (47,18) 


(il n'y a plus de sommation sur @ !) ?). Le passage à l' et T'* dans 
cette égalité doit être effectué avec précaution, car dans le, T* il 
est d’abord posé À — 0, tandis que dans (17,18) d'abord P, — P,. 

Supposons que K et P, — P;, = S = (s,s) sont simultanément 
petits. Dans ces conditions, outre les diagrammes (17,2), les dia- 
grammes 


Pr Q+S+K ê 
Q 
B-K B+K 


seront également dangereux. Lorsque X, S —+0, la fonction ls, aa 
dépendra donc de deux arguments « singuliers »: 


1) Si l'on ne tient compte que des interactions d'échange entre lesspins 
des quasi-particules, de tous les l'ys,00 Seuls l'ogsaa Sont différents de zéro. 
Cette assertion exprime l'invariabilité du vecteur spin lors de la diffusion. 
On peut s’en assurer directement à l'aide d’une expression de la forme (2,4). 
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et (17,18) implique alors que cette fonction s’annule pour zx = y. 
Si l’on envisage les valeurs que l possède sur la surface de Fermi, on 
aura © — 5, = 0 et donc y = 0. Il s'ensuit que dans ce cas limite 
l'égalité (17,18) n'est valable que si z = 0, ce qui signifie qu’elle 
est valable sur la surface de Fermi pour l'#: 


To, aa (Pi, P;)=0 (17,19) 
(N. D. Mermin, 1967). 


$ 18. Lien entre la fonction nodale 
et la fonction d'interaction des quasi-particules 


De même qu’à la formation de l'élément de matrice (7,9) déter- 
minant la fonction de Green à une particule participent les états in- 
termédiaires impliquant des nombres de particules égaux à N + 1, 
de même à la formation de la fonction de Green à deux particules (élé- 
ment de matrice (15,1)) participent les états intermédiaires impli- 
quant N, N +1, N + 2 particules !). 

En raison de l'existence d'états intermédiaires avec N + 1 parti- 
cules la fonction de Green à deux particules possède des pôles qui 
coïncident avec les pôles de la fonction G, donc avec l'énergie de la 
quasi-particule. Dans (15,7) les facteurs correspondants sont cepen- 
dant explicites, de sorte que la fonction nodale F déterminée par cet- 
te formule ne possède que des pôles correspondant aux états à NW 
et N + 2 particules. Le moment cinétique de ces états diffère de 0 
ou de 1 du moment de l’état fondamental, de sorte que les excitations 
élémentaires correspondant à ces pôles possèdent un spin entier (0 
ou 1) et sont donc régies par la statistique de Bose. Autrement dit, 
les pôles de la fonction nodale déterminent les branches de Bose du 
spectre énergétique du liquide de Fermi. 

Les pôles provenant des états intermédiaires sans que le nombre 
de particules varie correspondent aux excitations élémentaires repré- 
sentant les quanta du son de zéro. Dans la technique des diagrammes 
différentes sections des diagrammes correspondent aux états inter- 
médiaires et les divisent en deux parties comprises entre leurs extré- 
mités extérieures. Dans le cas considéré, aux états intermédiaires 
n’impliquant aucune variation du nombre de particules correspon- 
dent les sections des diagrammes (17,3) passant par l’une des paires 


de lignes en trait continu reliant les blocs T voisins; l’invariabilité 
du nombre de particules se trouvant dans ces états s'exprime par 
l'égalité du nombre de lignes traversant la section en sens opposés. 


?) Les états à N particules apparaissent par exemple dans le cas de la suite 
suivante des opérateurs dans le produit T: W,WiW,W£. Les états avec N + 2 
particules correspondent à des suites telles que W,W,WiWw#. 
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Le transport de la 4-impulsion à travers une telle section est (Q + 
+ K)—@—XK; en conséquence, aux excitations élémentaires 
sans variation du nombre de particules correspondent les pôles de 
la fonction nodale T (X; P,, P,) par rapport à la variable X. 

Nous avons montré au paragraphe précédent (dans la démonstra- 
tion de la formule (17,10)) que l’une des deux impulsions q et q + 
+ k (faisant partie des 4-vecteurs Q et Q +. X) doit être plus grande 
que l'impulsion limite p# et l’autre, plus petite. D’autre part, si 
l'excitation concerne l’état fondamental hors de la sphère de Fermi 
on ne peut trouver que des « particules » et à l’intérieur de celle-ci, 
que des « trous ». À ce point de vue on peut dire que les excitations 
de zéro dans le liquide de Fermi peuvent être considérées comme des 
états liés d’une particule et d'un trou !). 

Quant aux excitations élémentaires correspondant aux états inter- 
médiaires avec N + 2 particules (auxquels correspondent les pôles 
de la fonction l'(X; P,, P,) par rapport à la variable P, + P,), 
on pourrait les considérer comme des états liés de deux particules 
ou de deux trous. L'existence de tels états donnerait lieu à la supra- 
fluidité du liquide de Fermi (nous le prouverons au chapitre V), ce 
qui exige, à son tour, une modification notable de tout l'appareil 
mathématique de la technique des diagrammes. 

Ainsi, il s’ensuit que pour déterminer la branche de Bose du spec- 
tre énergétique d’un liquide de Fermi non suprafluide, il faut étu- 
dier les pôles de la fonction nodale l (X ; P,, P.) par rapport à la va- 
riable À — (w, k). Pour chaque valeur de k au pôle correspond une 
certaine énergie © — « (k), et c’est ce qui détermine la loi de disper- 
sion de ces excitations. Pour les états faiblement excités w et k 
sont pelits et on peut donc utiliser les équations établies pour la 
fonction l' (X ; P,, P,) pour les petites valeurs de X. 

Près du pôle de la fonction l le premier membre et l'intégrale 
dans le second membre de l'équation (17,15) sont aussi grands que 
l’on veut, tandis que le terme 1° (P,, P,) reste fini et peut donc être 
négligé. Relevons encore que ni la variable P,, ni les indices f et 
ô ne sont affectés par les opérations auxquelles on soumet la fonction 
T dans l’équation (17,15), ce qui signifie qu'ils s’y comportent com- 
me des paramètres non essentiels. Enfin, nous considérerons la fonc- 
tion T sur la surface de la sphère de Fermi, ce qui revient à poser 
P, = (0, prn), où n est un vecteur unitaire variable. Compte tenu 
de ces différentes remarques on arrive à la conclusion que la détermi- 
nation des excitations sonores dans le liquide de Fermi se ramène au 


1) Ainsi posé, le problème présente formellement de nombreuses analogies 
avec le problème de la détermination des niveaux d'énergie des états liés d'un 
électron et d'un positon (voir Electrodynamique quantique, IV, $ 125). On 
notera que l'équation (17,4), (17,5) est analogue à l'équation de Bethe-Salpe: 
ter, IVT (125,10), (125,11). 
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problème du calcul des valeurs propres de l’équation intégrale 
Zip ç Ik do 
La (n)= Gr À TS ax (ns 1) Hg (1) SE: 
où %ya (n) est une fonction auxiliaire. 


Nous allons transformer cette équation en introduisant à la pla- 
ce de % une nouvelle fonction 


(18,1) 


k 
Va (0) = EE Are (n). (18,2) 


L'équation (18,1) s'écrira alors sous la forme 
paZ? pe : 

(o—v#nk) v.,,(n)=kn Ce \ Tax (n, n')vxg(n’) do’ (18,3) 
(la notation 1 a été remplacée par n’). 

De par sa forme cette équation coïncide exactement avec l’équa- 
tion cinétique (4,10) pour les vibrations du liquide de Fermi. En 
identifiant les deux équations on établit une correspondance entre 
la fonction d'interaction des particules et la fonction T°: 


fve, af (Prn; Pr0°) = ZT, aB (n, n'). (18,4) 


Simultanément on établit le lien existant entre la fonction f et les 
propriétés de diffusion des quasi-particules 1). 

L'égalité (18,4) établit un lien entre f et l'amplitude du processus 
de diffusion non physique. Utilisons maintenant la formule (17,17) 
pour établir une relation explicite entre f et l'amplitude « physique » 
de diffusion vers l’avant pour les quasi-particules sur la surface de 
Fermi, que nous noterons comme suit : 


À 36, a8 (Mis De) = ZT, añ (ny, n:). (18,5) 
Sur la surface de Fermi la relation (17,17) s’écrit comme suit: 
A6, a8 (My Ne) = 36,28 (M4 Ne) — 


Pr_f do’ s 
ar \ Évee ax (ny N°) Axe, gs (n”, ne) Za ° (18,6) 

La dépendance des fonctions À et f par rapport au spin peut être 
donnée à l'aide des matrices © de Pauli. Dans le cas général ces fonc- 
tions peuvent contenir toutes combinaisons scalaires des quatre vec- 
teurs n,,n,, 01, 6. Mais si l'interaction mutuelle des particules est 


1) Cette conclusion générale est due à L. Landau (1958). Pour un gaz de 
Fermi faiblement non parfait la déduction de l'équation cinétique par som- 
mation des diagrammes concrets de la forme (17,3) a été entreprise par 4. Afig- 
dal et V. Galitski (1958). Signalons que dans le cas d’un gaz on ne trouve pas 
de termes non polaires dans les fonctions G (à l'approximation d'ordre zéro), ce 
qui élimine la question de leur élimination. 
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une interaction d'échange, les seuls produits scalaires admissibles 
sont n,n. et 0,0.. Dans ce cas on peut écrire les fonctions À et j 
sous la forme suivante (nous l'avons déjà fait pour / dans (2,4)): 


P? 
rs frô.an (ns ne) = F (8) bayône +6 (0) SO 
(18.7) 
p3 
ne Aso.en (ns n2) = B (8) 6;ône + C (9) G:008. 


où les coefficients F, G, B, C sont des fonctions de l'angle Ÿ entre 
n,et n,. Développons ces fonctions suivant les polynômes de Legen- 
dre 


B(8)=— à E1+ 1) BP, (cos 8). (18,8) 


En portant (18,7), (18,8) dans (18,6) et après avoir calculé l'intégrale 
(on utilise pour cela le théorème de l'addition des polynômes de Le- 
gendre) on obtient : 


B: = F; ({ = B;), Ci = G; (1 xd C). (18.9) 


Ces formules établissent une relation algébrique simple entre les coef- 
ficients des développements de f et A. 

En utilisant les conditions de stabilité (2,19). (2,20) on obtient 
des inégalités analogues pour les coefficients B,et C,: 


Bi; <1,Ci:<1. (18,10) 


D'autre part, ces coefficients vérifient la relation qui découle de 
(17,19): B (0) + C (0) = 0, ou encore 


À @? + D (B+C)=0. (18.11) 


Les égalités (18,9) et (18,11) associées aux conditions (18,10) sont 

suffisantes pour la démonstration d’une assertion intéressante : dans 

tout liquide de Fermi stable il existe au moins une branche (ordinai- 
re ou de spin) du son de zéro à symétrie axiale !). 


$ 19. Identités pour les dérivées de la fonction 
de Green 


Dans l'appareil mathématique des fonctions de Green un rôle 
essentiel revient aux relations d'identité entre les dérivées de ces 
fonctions et l’amplitude de diffusion des quasi-particules. Toutes 
ces relations s’établissent de la même façon: on calcule la variation 
que subit la fonction de Green sous l’action d'un certain « champ 


1) Cf. N. D. Mermin, Phys. Rev. 159, 161 (1967). 
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extérieur » fictif, le résultat de cette action étant connu à priori (cf. 
déduction de l'identité de Word dans IV, $ 108). 

Nous commencerons donc par calculer la variation ôG de la fonc- 
tion de Green déterminée par l’action d’un « champ extérieur » 


NS 


arbitraire. Dans l’hamiltonien, à ce champ correspond le terme 
Sÿu) — | Ye (4, r)OÛŸ. (2. r) dir, (19,1) 


où ôU est un opérateur agissant sur les fonctions de r (cet opérateur 
peut dépendre du temps t). 

En présence d’un champ extérieur la fonction de Green dépend 
maintenant de deux 4-impulsions P, et P,. Dans la technique des 
diagrammes un tel champ est représenté par un nouvel élément gra- 
phique: une ligne extérieure en pointillé: 


a 
8 # 


A cette ligne on fait correspondre le facteur 
— iôU (P,, P)= —i \ eiPXSÜe-PIXX. (19,2) 


Au premier ordre par rapport au champ extérieur la correction à 
apporter à la fonction de Green exacte se laisse représenter par la 
somme de deux diagrammes squelettes 
P 
1 ; Q 
1 
i8G (B,B)=P, 8 + DE (19,3) 

Q; 


où toutes les lignes en trait continu sont grasses (fonctions G exac- 
tes) et le petit cercle représente la fonction nodale exacte (il). Sous 
forme analytique cette égalité s'écrit comme suit: 


6Gj2 (Par P;)=Gey (P2) OU (P:, P;) Ga (P;)— 


* 


— iGgy (Pa) Gea (Ps) \ Lise: (Pas Qi5 Pas O2) OU (Qa: Q1) X 


: d' 
X Gru (O2) Gus (QD) Er + (19,4) 
avec Q: + Pi = Ps + Qu 
Les deux premières identités qui nous intéressent sont liées à la 
conservation du nombre de particules dans le système. Cette proprié- 
té se reflète dans l'hamiltonien en ce que les opérateurs 1p y figurent 
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par paires: à chaque argument X correspondent un ÿ+ (X) et un 
Y (X). 
Effectuons une transformation de jauge des opérateurs +: 

YA (X)= Po (X)e-n, Ye = Yet, (19.5) 
où % (X) est une fonction réelle 1). Compte tenu de cette particulari- 
té de l’hamiltonien on peut affirmer que si Y vérifie l'équation de 
Schrôdinger (7,8), W’ vériliera la même équation où on aura effec- 
tué les substitutions : 


A(v—ivay, Loti 


# "au ‘x: 


Lorsque y = ôy est infiniment petit, la modification résultante de 
l'équation équivaut à l’adjonction d’un & champ extérieur » à l’ha- 
miltonien: 


oÙ— — + À (A6K+2(V02) V). 
Notamment, si 
5x (X) = Re (Xoe-ŸX2),  Æ = (©, k), 


(les opérations ultérieures étant linéaires, nous omettons le symbole 
Re)on a 


BU (Pas P,)= à (22) %80 (Pa— PK) {o— fe k(ps+p2)} + (19,6) 
D'autre part la fonction de Green construite avec les opérateurs 
Ÿ: 
Ye (+i0n), Vi Ÿe(1— 160%) 
diffère de la fonction construite avec les opérateurs Ÿ, Ÿ+ de la quan- 

tité 
ÊGer (Xi, À) = iGes (Xi = X:) [ô%X (X;) — ôX (X2)l, 
ce qui représente en composantes de Fourier 
ÊGon(Pa Pi) = \ 6Gep(X 4e Xe) eitPrXi- PA) EX diX, = 
= i [Gus (P;) — Gen (P:N 6X(P:— Pi) (19,7) 


. 


ou 
8x (P)= | SX (X) elPXdX — (2x) X 8 (P— K). 


1) Cette transformation est analogue à la transformation de jauge utilisée 
en électronique quantique (cf. III, (111,8), (111,9)). 
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Nous avons exprimé une seule et même variation ôG,£ sous deux 
formes différentes, (19,7) et (19,4), dans lesquelles on doit porter 
ôU tiré de (19,6). En identifiant (19,7) et (19,4), on obtient (après 
avoir remplacé G,$ par Gô,8 et modifié les notations de quelques 
variables) 


Bas 1G (P+K)—G(PN=G(P+K)G(P) {| —0+< +9] re 
+i\ T'hô,a0(K ; P, D6(QG(Q—K)[o— EE dQ 


2m (2x) 


Pour obtenir les identités cherchées il faut passer dans cette éga- 
lité à la limite ©, k +0; on a alors 


G(P+K)—G(P) +0 + k (19,8) 


(avec P = (po, p)). En effectuant le passage à la limite lorsque 
klw —0, on obtient la première identité 


bag PL 2 {6 (P)}e[ 6055 À Th, as (P, Q) (60). ÈS ]. 


(19,9) 


Nous y avons utilisé la notation 
{G(P}}e = ne C(P)E (PER) pour k/o—0. (19,10) 
Go, SR — 


De même, en effectuant le passage à la limite avec la condition 
&/k —+0, on obtient une autre identité 


Bas 5e = {02 (P}}n [ Pus— | Dhs ao(P, Q) A (GEO) re |: 
c Er) 


(19,11) 
où on a utilisé une autre notation analogue {G* (P)}4. 
Etudions maintenant la variation de la fonction de Green lors- 
qu'on soumet le système à un champ constant 


OÙ = OU (r) = Ujeirr. (19,12) 


Lorsque k —0, ce champ varie lentement dans l’espace, ce qui per- 
met de considérer son influence sur le système à l'échelle macro- 
scopique. Conformément à la condition d'équilibre thermodynamique 
dans un champ extérieur, on doit avoir u + ôU — const (cf. V, 
$ 25); lorsque k —+ 0, cela signifie que le potentiel chimique pu varie 
d’une petite quantité — U,. La variation correspondante de la fonc- 
tion de Green est: 


X — À 
(ep (X1 X:) = —U ar A, 


7-—01124 
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et sa composante de Fourier (définie comme dans (19.7)) est : 
6G (P:) 
Em L ô,,p- 
D'autre part, on peut calculer cette même variation de la fonc- 
tion de Green à l’aide de la formule (19,4) en y posant cette fois 
ôU (P:, P,) = (2x) VU, 6% (P: — P; — K), (K = 0, k). 


Dans ce cas le passage à la limite k —+ 0 (le champ étant constant, 
& = 0) correspond au cas «w/k 0. On obtient ainsi l'identité 


Bar = — {G2(P)} [8 —à À Be, as (P, Q) {C2 (Q)}x |: 
(19,13) 


On obtient encore une identité sur la base de l’invariance gali- 
léenne du système. Pour la trouver considérons le liquide de Fermi 
dans un système de coordonnées animé d’une petite vitesse variant 
lentement avec le temps ôw (1) — woe”i®!. Le passage à un tel réfé- 
rentiel est équivalent à l'application d’un champ extérieur caracté- 
risé par l'opérateur !) 


6Gon (Pa Ps) = —(2a) 8W (P,— PU 


OÙ = — 6w.p = iôw-V. (19.14) 
ce qui dans la représentation en impulsion s'écrit 
ôU (P:, P;) = — piwo (27) 6% (P, — P, — K), K = (o, 0). 


On porte cette expression dans (19,4) et on effectue le passage à la 
limite © —0. 

D'autre part, lorsque © — 0, il s'agit de la transformation de Ga- 
lilée assurant le passage d'un référentiel d'inertie à un autre réfé- 
rentiel d'inertie animé d’une vitesse constante ôw. Si le liquide est 
le siège d'une excitation élementaire d'énergie & (p), alors dans le ré- 
férentiel qui est animé d’une vitesse ôw par rapport au liquide l’éner- 
gie de cette excitation sera égale à e — pôw *). Par conséquent, dans 
le nouveau référentiel, la fréquence p, doit faire partie de la fonc- 

‘tion G (P) sous la forme de la combinaison p, + pôw (le pôle de la 


fonction doit être déplacé de — pôw). On obtient donc 
aG 


1) Dans le cas de la fonction de Lagrange classique d'une particule libre 
L = mv°/2, le passage à un référentiel mobile s'effectue en remplaçant v par 
v + ôw, ce qui conduit à l'apparition d'un petit terme correctif (ôw étant petit) 
ôL — mvôw. La correction à apporter à la fonction de Hamilton est alors 
égale à 64 — — pôw (cf. 1, (40,7)) et en mécanique quantique il lui correspon 
l'opérateur (19,14). : 
2) Le lecteur trouvera au $ 23 des raisonnements plus développés. 
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« 


et on parvient à l'identité 
FD = G2(P)}, 18 r )) q {G? 
6.8P — {2 (P)}a {Bunp— à | lho.as (P, Q) 4 (6° (Oo er 


(19,15) 
Par la suite nous aurons à utiliser ces différentes identités, no- 
tamment pour des valeurs de la variable libre P = (p,, p) correspon- 
dant à la surface de Fermi: PF = (0, pr). En faisant passer G*° (P) 
des seconds membres des identités dans les premiers, on y remplacera 
les dérivées de G (P) par les dérivées de G-! (P); le procédé utilisé 
pour passer à la limite À —0 dans G (P) G (P + K) importe peu. 
Or, près de la surface de Fermi, la fonction de Green est définie 
par son terme polaire, de sorte que 


= 1 
G 1(P)=Zlro—vr(P— pr)l. 
J1 s'ensuit que sur la surface de Fermi on a 
aG”1 — Î ôG-1 __ CF dpr 


pe £ *  Z du” 
Ainsi, sur la surface de Fermi, les identités (19,9) et (19,13) s'écri- 
vent comme suit: 


1 À Thôeas (Pr, (02 (Oo er A =(1—7)6n (19,16) 
ë | Th ao (Pre Q) {GE (On pme = (1— LE BE) us. (19.17) 


$ 20. Déduction de la relation existant 
entre l’impulsion limite et la densité 


Les relations établies dans les paragraphes précédents permettent 
de donner une démonstration conséquente de la proposition fonda- 
mentale de la théorie de Landau du liquide de Fermi, à savoir que la 
relation entre l'impulsion limite pk et la densité N/V s'exprime par 
la même formule (1,1) que pour un gaz parfait. 

La démonstration se fonde sur la “possibilité de calculer indépen- 
damment les variations de W et pÆ résultant d’une variation infinité- 
simale du potentiel chimique u et de les comparer ensuite. 

Selon (7,24) le nombre total de particules (dans un volume V 
donné) en fonction du potentiel chimique est donné par l'intégrale 

N=—iV lim | G(P)e-irt Te, P=(pyp). (20,1) 
t--0 © 


Ga) ? 


On en tire la dérivée 
1 dN 9; ( ôG(P) dtP 
V4 — du (a) 


(20,2) 


100 FONCTIONS DE GREEN D'UN SYSTÈME DE FERMI À T=0 (CH. II 


Comme cette intégrale converge pour les grandes valeurs de p, 
(0G/ôu1/p?, lorsque | ps | —+ oo), il est inutile de faire figurer le 
facteur e-iPet dans l'expression à intégrer. Après y avoir substitué- 
0G/ôu de (19,13) (cette expression ayant été sommée sur a = f), 
on obtient 

1 dN _», ; dtP : ; d‘Pd 
72 | (Ph get | (GE (P)h T'(P, OC (OH Le 
où pour abréger on a écrit L = le, Le calcul ultérieur a pour ob- 
jet d'exprimer le second membre de cette égalité en fonction de l’in- 
tégrale étendue à la surface de Fermi. 

Commençons par substituer à l'* dans la seconde intégrale l'expres- 
sion tirée de (17,17) (en y remplaçant la notation Q- par SF): 


Fan 2 \ {6° (P}}h et À {C2 (Ph TP, Q) {62 (Qn ÉPÉO— 


x) 
— À GEI} Dés au (P, 57) La tr (Sr ©) X 


diPd'Q do, 
X {GE (On + (20,3) 
Transformons d’abord le dernier terme. Dans l'expression sous 
le signe d’intégration seuls les deux derniers facteurs dépendent de 
Q; leur intégrale sur d‘Q (sur la surface de Fermi, S = Sk) est don- 
née par la formule (19,17), de sorte que ce terme s'écrit comme suit : 
. PF£° © diP do UF dpr 
ae À {C2 (Ph T° (P. Sr) Does (1€ LE). 
Rappelons maintenant que lors de l’intégration sur d'P les valeurs 
limites G (P) G (P + K) doivent être comprises dans le sens de 
(17,10); en conséquence {G*? (P)}; = q (P), et 


5 2niZz® 
{62 (P}}n = {GC (P}}o— TE 8 (po) Ê(P— Pr). (20,4) 
Après avoir effectué cette substitution on obtient 
.  PÿZ° UF dPr V o o d“P do; .R 
t vr (21)° (1-+ du ) {| {G (P}}o r (P, SFr) (2a)* —BaiF} 3 


où, selon (18,4), on a introduit la fonction d'interaction des quasi- 
particules et exprimé forui à l’aide de la fonction F (8) selon 
(2,6), (2,7); le trait au-dessus de F signifie l'intégration par rapport 
à do/4n. L'intégrale restante par rapport à d‘P est donnée par la 
formule (19,16), après quoi une nouvelle intégration par rapport à 
do, fournit encore le facteur 4x. Ainsi le troisième terme de (20,3) 
est égal à 


(ei) Le r)}. (20,5) 
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On réalise la transformation appropriée de deuxième terme de 
(20,3) en procédant de façon analogue: les quantités {G? (P)}; et 
{G° (Q)}: s'expriment alors en fonction de {G*(P)}, et {G° (Q)}o 
conformément à (20,4), après quoi on utilise les identités (19,9) et 
(19,16). Le deuxième terme est alors égal à 


air x | ep Er + PE {of 1) —F). 


À ôpe (22) (ay Trpa? 
(20,6) 


La première intégrale s'annule lors de l'intégration par rapport à 
dp, vu que G —+0 lorsque p, + co. 
Enfin, le premier terme de (20,3), après substitution de (20,4), 

devient égal à 

—. ‘ diP | Ph2° 

2i \ {G? (Po pay Tru * (20,7) 
En faisant la somme de toutes les contributions (20,5) à (20,7) on 
obtient 


PFZ dp = è 
V du x du na {1 Ta vr(1+F)}. (20,8) 


avr 
D'autre part, en utilisant la formule (2,14), où l’on doit poser 


, on’ ’ 
ôn"=— 6pr=6(p —Pr)ÔPr: 
on trouve 


= vr (1 +P). (20,9) 
Nous attirons l'attention du lecteur sur le fait que lors de la déduc- 
tion de (2,14) nous n'avons pas encore utilisé la forme concrète de 
la dépendance de pk par rapport à N/V, ce qui nous permet d'utiliser 
cette relation pour trouver la dépendance cherchée (bien entendu, on 
peut obtenir l'égalité (20,9) à l’aide des mêmes relations concernant 
les fonctions nodales que celles dont nous nous sommes déjà servi 
pour établir (20,8)) 1). 

Compte tenu de l'égalité ci-dessus nous voyons que l'expression 
entre accolades de (20,8) devient égale à zéro, de sorte que 


d NP} dpp af 24 


re ur rs (20,10) 


Lorsque N/V +0 nous avons affaire à un gaz si bien que dans ce cas 
limite la dépendance de p£ par rapport à N/V doit coïncider avec cel- 
le établie pour les gaz. Cette condition permet de déterminer la cons- 


1) La formule (2,11) de la masse effective peut être établie à l’aide de la 
relation (17,17) et des identités (19,11) et (19,15). 
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tante d'intégration de (20,10) et nous retrouvons finalement la re- 
lation cherchée (1,1) : 

N 8rp} 

V 36; : 


$ 21. Fonction de Green d’un gaz de Fermi quasi parfait 


Afin d'illustrer la mise en œuvre de la technique des diagrammes 
nous l’appliquerons ici au calcul de la fonction de Green d'un gaz 
de Fermi quasi parfait, en nous plaçant dans le cadre du modèle 
établi au $ 6 à l’aide de la théorie des perturbations ordinaire 
(V. Galitski, 1958). Rappelons qu'il s’agit d’un gaz entre les particu- 
les duquel s'exercent des forces de répulsion; le procédé décrit au 
$ 6 permet d'appliquer la théorie des perturbations à ce type d’inter- 
action jusqu'à ce que le résultat final du calcul fasse intervenir 
l'amplitude de diffusion. 

Nous avons montré au $ 14 que le calcul de la fonction de Green 
se ramène au calcul de la fonction énergétique propre 2,8 (P). En 
première et seconde approximations de la théorie des perturbations 
cette fonction est décrite par les diagrammes (14,9) et (14,10), que 
nous reproduisons ici de la façon suivante : 


P-Q 
P Ge) 5° (? ; + D + 
P  P—Ae—p 
a) ) 


: (21,1) 


c) d) 


Les diagrammes (21,1a, b) incorporent les diagrammes du premier 
ordre (14,10a) et (14,9a), ainsi que les diagrammes du deuxième 
ordre (14,10b et c) et (14,9b et c); ces derniers ne se distinguent des 
diagrammes du premier ordre que par les corrections apportées à 
la ligne intérieure en trait plein. Ces lignes sont représentées dans 
(21,1a et b) par des traits gras et on doit donc leur faire correspondre 
non pas les fonctions de Green G(° du gaz parfait, mais les fonctions 
G comportant des corrections aux termes du premier ordre près. 
Enfin (21,1c et d) sont les diagrammes du second ordre (14,10d et 
e). Tous les diagrammes sont déformés de façon à rendre évidente 
leur structure ; ce sont les premiers termes de la série « en escalier » 
des diagrammes à quatre extrémités dans lesquels une paire de li- 
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gnes extérieures sont mises en « court-circuit » de deux façons diffé- 
rentes. 

Commençons par calculer le diagramme (21,1a). Son expression 
analytique est 

. a dt 
1—E (Paz | U(QOG(P-O HT: Q=(g 4) P=(0 p) 
(21,2) 

(le facteur commun 6,8 a été omis). Intégrons d'abord sur dg,. Com- 
me le facteur U (Q) = U (g) ne dépend pas de g, et que G © 1/9 
lorsque |g, | — , il importe de préciser le procédé d'intégration. 
Pour cela il faut revenir à l'origine du diagramme (21,1a) et remar- 
quer que la ligne en trait continu correspond à la convolution d'une 


paire d'opérateurs \ au sein d’un seul et même opérateur Ÿ. Cela 
signifie que Yet Y+ sont évalués au même instant et que lors de la 


convolution Ÿ+ se trouve à gauche de Ÿ. Autrement dit, dans la re- 
présentation en coordonnées, la fonction G qui apparaît correspond à 
t—=t,—t, — — 0. Dans la représentation en impulsions cela impli- 
que que l’on doit adjoindre le facteur exp (—igot) à l'expression sous 
le signe d'intégration dans (21,2) et passer à la limite t — — O. 
En utilisant ensuite la formule (7,23) il vient 


(Eli [UN E-0 EE, (21.3) 


où À (p) est la fonction de distribution des particules. 

La composante de Fourier U (q) ne dépend essentiellement de la 
quantité q que pour g > {/ro, ro étant le rayon d'action du champ 
Ü (r); ces valeurs son grandes à priori (pour un gaz raréfié) par 
rapport à pr. Si l'on se limite aux valeurs | p — pr | 1/r,, alors 
avec les valeurs de q en question on aura NW (p — q) Æ 0. On peut 
donc remplacer U (q) dans (21,3) par U (0) et le faire sortir de sous 
le signe d'intégration !). L'intégrale restante est égale à la moitié 
(c'est la valeur donnée de la projection du spin!) de la densité 
n (u) du gaz, de sorte que [2], = —n (u) U (0)/2. 

Quant au diagramme (21,1b) dont la ligne continue se ferme sur 
elle-même, il fournit la valeur [2], — n (u) U (0). Ainsi la contri- 
bution des deux diagrammes à Z est égale à 


Elar= #(u)U (0)=-E nr (u)a, (21,4) 


où a est la longueur de diffusion définie par (6,2). 
L'expression (21,4) contient notamment tout l'effet du premier 
ordre. À cette approximation on doit entendre par r (u) la densité 
1) On se rend facilement compte que l'ordre de grandeur relatif de l'erreur 


commise est (prr,)° et elle ne se reflète donc pas même sur les termes de l'or- 
dre de grandeur suivant en ppro. 
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nu) du gaz parfait, ce qui implique que 


SH = (5, = 22 n0 (u)a. (21,5) 


Pour pouvoir poursuivre nos calculs nous introduirons à titre de 
notation intermédiaire la fonction F définie par les diagrammes en 


escalier : 
P,Y Po a —ç— 5 
PE Os Fu (21,6) 


(comme toujours on a P, + P, = P, + P,). Sous forme analytique 


iF6, ap (Pas PaïP1s Pa) = iôa7ôpo (FA + FE), (21,7) 
où 
iF® = _iU(P, — P,), el 8) 
iFO = À GO (P')U(P,;—P')GO(P,+P,—P'}U(P'—P;) <— SR : 
(21,9) 


En explicitant les deux diagrammes (21,1c-d) et en les exprimant en 
fonction de F() on obtient 


[—iZ (P}le, à = a À Go) (Q) Fa (P, Q; Q, Ph Fa ie 
+2 | GO(Q)FE(P, Q: P, 0) (21,10) 


((21,5) fournit les mêmes intégrales avec F4) à la place de FE). 
La différence des signes placés devant les deux intégrales est liée à 
ce que le diagramme (21,1d) comporte une boucle fermée ; les facteurs 
ô figurant dans le premier diagramme fournissent 6,.0.5 = Ôap 
et es figurant dans le deuxième diagramme fournissent Ô,#0,, = 
— 2048: 

Calculons maintenant F#(%). Comme U (Q) ne dépend pas de go, 
l'intégration sur dp, se ramène à l'intégrale 


| GO (Pt) GO (P,+P,—P') 2. 
En y portant G) tiré de (9,9) (et en tenant compte de la convergence 
de l’intégrale pour |p; | — co), nous fermons le chemin d’intégra- 
tion par un demi-cercle infiniment éloigné mené dans l’un des demi- 
plans de la variable complexe p,; l'intégrale n’est différente de zéro 
que si les pôles des deux fonctions G(® se trouvent dans des demi- 
plans différents, i.e. 


sign (p° — Pr) = Sign ( | Pi + P2 — P' | — Pr). (21,11 
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On trouve finalement 
FA (Pa Pis Pi P:)= 


ER U(p1=p'}U (p°—ps) sign (p°— pr) dsp' 
_ LORPRE De AAA En} 
G+o:+p— sr [p+-(pi+p:-p'}]+i0-sign (p°—pr) 
(21,12) 


(où o, = Pior We = Po). Afin que la condition (21,11) soit automati- 
quement assurée, dans le numérateur de l'expression à intégrer il 
faut effectuer la substitution suivante: 


sign (p° — pr) —+1 — 6 (p°) — 6 (p; + p: — p'), 


où 6 (p) est la fonction en escalier (1,10). 

Nous avons montré au $ 16 qu’une série de diagrammes en escalier 
détermine (dans le vide) l’amplitude de la diffusion mutuelle de deux 
particules. De ce fait l'expression (21,12) contient la correction 
aux termes du premier ordre dans l'amplitude de diffusion. On peut 
tenir compte de cette correction en effectuant dans l'expression (21,8) 
de FG) Ja substitution 


U(ps—p1) + + Re f (Ps; Pi) 


(où j est l’amplitude de diffusion dans le vide exacte au second ordre 
près) !), tout en soustrayant de l'expression (21,12) de F®) la partie 
réelle de sa valeur dans le vide, i.e. pour pr = 0, u = 0 et pour les 
valeurs w, = p%/2m, w, = pi/2m correspondant aux énergies de deux 
particules réelles entrant en collision (extrémités extérieures «phy- 
siques» des diagrammes). Après cela on peut remplacer — Ref 
par la valeur correspondant à l'énergie nulle, i.e. par la longueur de 
diffusion a ?). On obtient ainsi 

FO (P;, P,; Ps, P)=—| ire | X 


m 
x jl 14—0 (p°)—6(p1+p2—P') 
v 1 a D s , 
O1+03+ 2-5 [PP pe—p'}]+i0-sign (p"— pr) 


pm a 
Papin ( Gas: (118) 


1) Ne pas confondre f dans ce paragraphe avec la fonction d'interaction 
mutuelle des quasi-particules! 

2) On ne pouvait pas effectuer cette substitution dans (21,12), car cela 
aurait entraîné la divergence de l'intégrale pour les grands p’. Après avoir 
effectué la soustraction indiquée ci-dessus, l'intégrale converge (pour p° = pp) 
même après la substitution mentionnée. On ne soustrait seulement la partie 
réelle de l’intégrale (ce qui revient à remplacer U par Re f) que pour ob\ier 
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Le signe P dans le second terme signifie que l'intégrale est prise 
pour la valeur principale ; la raison en est la séparation de la partie 
réelle de l'intégrale effectuée à l’aide de la règle (8,11). 

Comme l'expression (21,13) est symétrique par rapport à P, et 
P,. les deux intégrales figurant dans (21,10) coïncident et l’on a 


[IS (P}le.a= | GO (QFE(P. Q: P. Q) ES. 


% (2n)t 


En y portant le premier terme de (21,13), l'intégrale par rapport à 
dgo est différente de zéro lorsque 


sign (p° — pr) = —Sign (q — Pr), (21,14) 


de sorte que les deux pôles de l’expression sous le signe d'intégration 
se situent à nouveau dans des demi-plans différents de g,. Lorsqu'on 
substitue le deuxième terme de (21,13) seul le facteur G((Q) dé- 
pend de q, et l'intégration sur dg, effectuée à l’aide de la formule 
(7,23) fournit la fonction de distribution N{q) des particules 
du gaz parfait, donc la fonction en escalier 6 (q). Ainsi, en ressem- 
blant les contributions de tous les diagrammes (21,1a-d), on ob- 
tient 


2 (o, p}= nr (y) a +2 (0, p). (21,15) 


RS A ET PR APS ALICE SES 
€ 1 CG] se 9 « . , 
o+u+sz [a—r'i—(p+a—p'°l+i0-sign (p°— pr) 


= 2m0 (q) d5q d‘p° 
F p°+g—p'?+(p+q—p')° (2x) (21538) 


(le facteur 6 (q) — 8 (p') figurant dans le numérateur du premier ter- 
me sous le signe d'intégration remplace — sign (qg — pr) lorsque 
la condition (21,14) est assurée). 


aux difficultés liées à la partie imaginaire de l'amplitude de diffusion. En 
effet, lorsque l'impulsion est faible, Re f se laisse développer suivant les puis- 
sances paires de l'impulsion, tandis que Im f se laisse développer suivant les 
puissances impaires de celle-ci (cf. III, 8 132). 11 s'ensuit que si l’on tenait 
compte de la dépendance de f par rapport à l'impulsion, les corrections seraient 
de l'ordre relatif de (pka)*, donc négligeables. Si l'on remplaçait U par — 4nf/m 
on devrait tenir compte de la partie imaginaire de f et les corrections seraient 
alors de l’ordre relatif de la quantité ppa. 
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Remarquons tout d’abord que 2 comporte une partie imaginaire 
que l’on isole de (21.16) à l'aide de la règle (8,11); elle est égale à 
A5 2 ’ ’ 
Im Eu, p}= — (Te) a ({8(a)11—6(p11—8(p+a—p'N+ 


+11—0()18(p98(p+a—p')} X 
xéfo+u+-(—pe—(p+a-p] EE (117 


(l'expression entre accolades a été transformée en tenant compte de 
ce que 6° (p) = 0 (p)). 

Le spectre énergétique des quasi-particules se laisse calculer se- 
lon (14,13) sous la forme 


e(p}=-— PL n(p)a +30 (Eu, p) (21,18) 


(dans Z® on peut poser e & p*/2m avec la précision requise). Le 
caractère complexe de Z implique qu'il y a amortissement des exci- 
tations (Im e + O). 

L'existence de cet amortissement exprime l'instabilité des quasi- 
particules, liée à l'éventualité du processus réel de leur décomposi- 
tion. Une quasi-particule peut céder une partie de son énergie qui 
servira à la création d’une paire de quasi-particules (une particule et 
un trou). Considérons, par exemple, le premier terme figurant entre 
accolades sous le signe d'intégration dans (21,17). En vertu des pro- 
priétés des fonctions en escalier, ce terme est différent de zéro lors- 
que 

P'>Pr 1Q+p—p|l>pr; 9 <Pr. 


Ces inégalités décrivent un processus dans lequel une quasi-particu- 
le d'impulsion initiale p (p > pr) passe à l’état p(p > p° > pr), 
l'impulsion p — p’ étant transmise à une particule contenue à l'inté- 
rieur de la sphère de Fermi (impulsion qg << pF) qui est alors excitée 
jusqu'à l’état d'impulsion q + p — p’ en dehors de la sphère de Fer- 
mi; cette transition équivaut à l'apparition de deux nouvelles excita- 
tions élémentaires d’impulsions —q (trou) et q + p — p’. Dans ce 
processus la loi de la conservation de l'énergie s'exprime par la fonc- 
tion 6 figurant dans (21,17) où w + pu joue le rôle d'énergie initiale 
e (p) de la quasi-particule : 


e (p) = e (p') + [e (q + p — p') — € (q)l 


(en première approximation il est suffisant d’y poser e (p) = p°/2m). 
Conformément à la signification indiquée, l'énergie & (p) définie par 
cette égalité correspond bien à une quasi-particule se trouvant en 
dehors de la sphère de Fermi (e >> u). 

De même le second terme figurant entre acoolades dans (21,17) 
résulte des processus au cours desquels la paire est générée par un 
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trou. Ce terme détermine l'amortissement des excitations élémentai- 
res pour lesquelles e << u. En termes de la technique des diagrammes 
la possibilité de la création d'une paire de quasi-particules correspond 
à la possibilité de sectionner le diagramme de la fonction G en deux 
parties, en le décomposant suivant trois lignes en trait continu dont 
deux sont orientées dans un sens et la troisième dans le sens opposé. 
Sur les diagrammes (21,1c-d) ce découpage s'effectue entre deux li- 
gnes en pointillé. 

Le cas d’un gaz présentant un faible écart par rapport au gaz 
parfait est spécifique (par rapport au cas général d’un fluide de Fer- 
mi arbitraire) en ce que le spectre des quasi-particules conserve sa 
signification dans toute la gamme des valeurs de l’impulsion et non 
seulement à proximité de la surface de Fermi: l'amortissement des 
quasi-particules (Im &) est alors relativement faible en raison de la 
petitesse du paramètre ap} caractérisant l’état gazeux. Nous ne don- 
nons ici que le résultat des calculs correspondant aux deux cas limi- 
tes. 

A proximité de la surface de Fermi ( | p — pr| pr) ontrouve 


Ree=p+(p — pr) pr/m* 


avec u donné par (6,14) et m* donné par (6,17). L’amortissement des 
quasi-particules est donné par 


Î a Se 
Ime= ——— (pra) (p— pr) sign (P— Pr). (21,19) 


Le fait que cette expression est proportionnelle au carré (p — pr)° 
s'explique simplement : un des facteurs p — pÆ représente la largeur 
de la région de l’espace des impulsions (couche sphérique mince) 
dans laquelle parvient l'impulsion de la quasi-particule qui vient 
de créer une paire, l’autre facteur p — p# représente la largeur de la 
couche où se forme la paire. Signalons à propos que ces considérations 
s'appliquent à n’importe quel fluide de Fermi, de sorte qu’à proxi- 
mité de la surface de Fermi on a toujours Im e © (p — pr)° 1). 

Pour les grandes impulsions p >pF (quoique pa 1), on a 


2 2p% 
e= | 7 +R Pra)—i EP (pra). (21,20) 


2m 3nm 


Dans les deux cas le rapport Im e/Re & est petit. Sa valeur maxi- 
male correspond au cas où p — pr, mais elle est toujours = (pra) & 
<& 1 


1) Aux températures non nulles la moyenne de cette quantité sur la dis- 
tribution thermique conduit à ce que l'amortissement est proportionnel au 
carré T?, comme nous l'avons indiqué au $ 1. 
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Indiquons pour conclure la valeur de la constante de renormalisa- 
tion de la fonction de Green d’un gaz peu différent du gaz parfait. 
On l’évalue à l’aide de l'expression 


A1 — 1 — 0E (©, p) 
Z cn d® w=0, p—Pr 
et elle a pour valeur 
gi 52 (np a}. (21,21) 


si 


CHAPITRE III 


LA SUPERFLUIDITÉ 


$ 22. Excitations élémentaires dans un fluide 
de Bose quantique 


Passons maintenant à l’étude des fluides quantiques possédant 
un spectre énergétique tout à fait différent que l'on pourrait appeler 
spectre énergétique du type Bose ?). 

Ce spectre se caractérise par le fait que les excitations élémentai- 
res (absentes dans l'état fondamental du fluide) peuvent être créées 
et annihilées individuellement. Or le moment cinétique de tout sys- 
tème quantique (ici d'un fluide) ne peut varier que d’un nombre en- 
tier. Par conséquent les excitations élémentaires qui apparaissent 
individuellement doivent posséder un moment cinétique entier et 
satisfaire à la statistique de Bose. Tout fluide quantique composé 
de particules à spin entier (par exemple l'isotope ‘He à l’état liqui- 
de) doit donc posséder un spectre énergétique de ce type. 

Rappelons que dans le cas de la description d’un fluide de Fermi 

à l’aide du spectre des excitations élémentaires n'existant pas à l’état 
fondamental (cf. fin du $ 1). ces excitations ne peuvent apparaître 
ou disparaître que par paires. C'est pour cela que ces excitations élé- 
mentaires peuvent posséder un spin demi-entier. 
.. Dans un fluide quantique de Bose les excitations élémentaires 
possédant de petites impulsions p (la longueur d'onde est alors gran- 
de devant la distance interatomique) correspondent à des ondes hy- 
drodynamiques acoustiques ordinaires; autrement dit, ce sont des 
phonons. Par conséquent l'énergie de ces quasi-particules est une 
‘ fonction linéaire de leur impulsion: 


a. (22,1) 


où u est la vitesse du son dans le fluide, laquelle est donnée par la 
formule ordinaire u? — 8P/0p; dans ce cas il est inutile de préciser 


1) La théorie de ces fluides quantiques a été élaborée par L. Landau en 
1940-1941 aussitôt après que P. Kapitsa eût découvert la superfluidité de l'hé- 
lium liquide. Ces deux événements sont à l'origine de la physique des fluides 
quantiques. 
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si la dérivée est prise à température JT ou à entropie S constante, 
puisque pour 7 —+0 on a aussi S +01). 

Dans un liquide de Bose le nombre d’excitations élémentaires 
tend vers zéro lorsque T —0, et à basse température, lorsque leur 
densité est faible, on peut admettre qu’il n’y a pas d'interaction mu- 
tuelle entre les quasi-particules, qui forment alors un gaz de Bose 
parfait. I1 s'ensuit que dans un fluide de Bose la distribution d’équi- 
libre statistique des excitations élémentaires est donnée par la for- 
mule de la distribution de Bose (avec un potentiel chimique nul, 
voir note au bas de la page 16) 


n(p)=1tetP/T— 11. (22.2) 


Connaissant la dépendance € (p) pour les petites valeurs de p, 
avec cette distribution on peut calculer les grandeurs thermodyna- 
miques du fluide à des températures tellement proches du zéro ab- 
solu que pratiquement toutes les excitations élémentaires existant 
dans le fluide possèdent des énergies faibles et sont donc des phonons. 
On peut écrire aussitôt les formules correspondantes en utilisant les 
expressions des grandeurs thermodynamiques établies pour les corps 
solides aux basses températures (ef. V, $ 64). La seule différence avec 
le cas du liquide est qu'il n'y existe qu’une seule direction (longi- 
tudinale) de polarisation des ondes acoustiques au lieu des trois di- 
rections (une longitudinale et deux transversales) que l’on trouve 
dans un solide; il suffit donc de diviser par 3 toutes les expressions 
des grandeurs thermodynamiques. Pour l'énergie libre d'un fluide, 
par exemple, on a 
aT\ 


F=F,—-V 0 Gups ? 


(22,3) 
où F, est l'énergie libre au zéro absolu. L'énergie du fluide est égale 
à 

a2Ti 


et sa capacité calorifique à 
C _— y 2a2T3 . (22 5) 
7 15(ru) ? ca 


nous voyons que celle-ci est proportionnelle au cube de la températu- 
re. 

La loi de dispersion des phonons (22,1) n’est valable que dans 
la mesure où la longueur d'onde #/p de la quasi-particule est grande 


1) La notion de phonon a été introduite dans V, $$ 71, 72 pour les excita- 
tions élémentaires dans les solides. Rappelons que l'impulsion d'une excita- 
tion élémentaire dans un milieu microscopiquement homogène tel qu'un fluide 
est une véritable impulsion et non pas une quasi-impulsion comme dans le 
champ périodique du réseau cristallin d’un corps solide. 
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devant la distance interatomique. À mesure que l'impulsion croît, 
la courbe 8 = e (p) s’écarte évidemment de la loi linéaire; sa marche 
ultérieure dépend de la loi concrète d'interaction mutuelle des molé- 
cules du liquide et ne peut donc être déterminée sous une forme géné- 
rale. 

Dans l’hélium liquide la loi de dispersion des excitations élé- 
mentaires présente la forme illustrée par la figure 2: après une crois- 
sance linéaire initiale la fonction æe (p) atteint son maximum puis 


EK 


70 


| 
n 2 d p/h,l0 em” 
Fig. 2 


diminue, et pour une certaine valeur p, de l'impulsion elle passe par 
un minimum !). A l’équilibre thermique la majorité des excitations 
élémentaires existant dans un fluide possèdent des énergies situées 
près des minimums de la fonction e (p), i.e. dans la gamme des peti- 
tes valeurs de e (région proche de e = 0) et dans le domaine de la 
valeur & (p.). Ce sont donc ces domaines qui importent avant tout. 
Près du point p = p, la fonction & (p) peut être développée suivant 
les puissances de p — p,. Ce développement ne comporte pas de ter- 
me linéaire, et aux termes du second ordre près nous avons 

e=A+ (RE, (22,6) 
où À = e (p,) et m* sont des constantes. Les quasi-particules de ce 
type sont appelées rotons. Indiquons cependant que les deux types de 


1) Cette forme de spectre a été initialement suggérée par L. Landau (en 
1947) sur la base de l'analyse des données expérimentales concernant les gran- 
deurs thermodynamiques de l’hélium liquide; ultérieurement ce résultat a été 
confirmé expérimentalement par la méthode de la diffusion des neutrons. 

R. P. Feynman a élaboré, en 1954, une théorie qualitative des spectres de 
ce type; voir note au bas de la p. 442. 
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quasi-particules, les phonons et les rotons, se rapportent à des portions 
différentes d’une seule et même courbe, le passage de l’une à 
l’autre étant continu. 

Les valeurs empiriques des paramètres du spectre énergétique 
de l’hélium liquide (extrapolées à la pression nulle pour une masse 
volumique p = 0,145 g/cm$) sont les suivantes 1): 


u—2,4.106 cm/s, A—8,6 K, sa 
pdh=1,9-108 cmt, m*=—0,14 m(tHe). ES 


Comme l’énergie du roton contient toujours la quantité A qui est 
grande devant T, aux températures suffisamment basses pour qu’on 
puisse parler d’un « gaz de rotons » celui-ci peut être décrit par une 
distribution de Boltzmann à la place de la distribution de Bose. 
I1 s'ensuit que le calcul de la partie rotonique des grandeurs thermo- 
dynamiques de l’hélium liquide se fonde sur la formule de l'énergie 
libre du gaz de Boltzmann 


+ ns a 
=—NTin | € elT dt, = 


(cf. V, $ 41). Dans cette formule N désigne le nombre de rotons con- 
tenus dans le liquide. Or ce nombre dépend lui-même de la condition 
de l’équilibre thermodynamique, i.e. de la condition du minimum de 


l'énergie libre. En égalant 0F/0N à zéro, on trouve le nombre de ro- 
tons: 


N=V (e-urar (22,8) 


(ce qui correspond, bien entendu, à une distribution de Boltzmann 


avec un potentiel chimique égal à zéro). La valeur correspondante 
de l'énergie libre est égale à 


F,=—VT (e-err dr. 


Dans ces formules on doit porter (22,6). Comme pi >m*T, 
lors de l'intégration sur dp on peut faire sortir le facteur p° de sous 
le signe d'intégration en le remplaçant par p$ sans porter préjudice à 
la précision. Lors de l'intégration de l'expression exponentielle on 
peut étendre le domaine d'intégration de —o jusqu'à co. On ob- 
tient alors 

meT)1/2 p2V : 
de Er es, r= TN. (22,9) 


3 vs re absolu le potentiel chimique de l'hélium liquide est égal à u — 


8—01124 
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On en déduit que la contribution des rotons à l’entropie et. à la capa- 
cité calorifique est la suivante: 


SN (++), CN (S++R). (210) 


Nous voyons que la variation thermique de la partie rolonique des 
grandeurs thermodynamiques est d’allure exponentielle. Aux tempé- 
ratures suffisamment basses (pour l’hélium liquide, au-dessous de 
0,8 K environ) la partie rolonique est plus petite que la partie 
phononique, tandis qu’aux températures plus élevées c’est l'inverse, 
et la contribution des rotons est supérieure à celle des phonons. 


$ 23. La superfluidité 


Le liquide quantique caractérisé par un spectre énergétique du ty- 
pe décrit jouit de la remarquable propriété d’être superfluide, i.e. 
de s’écouler à travers des tubes capillaires ou des fentes étroites sans 
manifester la moindre viscosité. Nous eXaminerons d’abord le com- 
portement du superfluide au zéro absolu lorsqu'il se trouve dans son 
état normal non excité. 

Considérons le superfluide s'écoulant à travers un tube capillaire 
avec une vitesse constante v. S'il était visqueux l'énergie cinétique 
du fluide serait dissipée par suite du frottement contre les parois et 
du frottement interne, et la vitesse de l'écoulement diminuerait 
progressivement. 

Pour la commodité de l'exposé nous rapporterons l'écoulement à 
un référentiel se déplaçant avec le fluide. Dans ce référentiel l’hé- 
lium est au repos tandis que les parois du tube capillaire se dépla- 
cent avec la vitesse —v. En présence de la viscosité l’hélium au re- 
pos devrait lui aussi se mettre en mouvement. Il est physiquement 
évident que l’entraînement du liquide par les parois du tube ne peut 
donner lieu dès le début à un mouvement d'ensemble du liquide. 
La mise en mouvement du liquide doit être précédée d’une excitation 
progressive des mouvements internes. i.e. de l'apparition d’excita- 
tions élémentaires dans le liquide. 

Supposons qu’une seule excitation élémentaire d’impulsion 
p et d'énergie € (p) apparaisse dans le superfluide. L'énergie E, 
du superfluide (rapporté au référentiel par rapport auquel il se trou- 
vait initialement au repos) sera alors égale à l'énergie e de cette exci- 
tation et son impulsion P, sera égale à l’impulsion p. Revenons au 
référentiel par rapport auquel le tube capillaire était au repos. Selon 
les formules connues de la transformation de l’énergie et de l’impul- 
sion, l'énergie E et l'impulsion P du superfluide dans ce référentiel 
sont égales à: 


EE +Piv+, P=P+Mv, (23,1) 
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où Af est la masse du superfluide. En substituant & et p à E, et 
Ps, il vient 


E=e+pve Me, (23,2) 


Le terme A1°/2 représente l'énergie cinétique initiale de l’écou- 
lement ; la somme £ + pv représente la variation d’énergie détermi- 
née par l'apparition de l'excitation. Cette variation doit être néga- 
tive vu que l'énergie du fluide en mouvement doit diminuer 


e + pv < 0. 


Pour une valeur donnée de p, la quantité figurant dans le premier 
membre de l'inégalité possède sa plus petite valeur lorsque p et v 
sont antiparallèles ; il s'ensuit que l’on doit avoir e — pv < 0, i.e. 


y 93 : 
v> T- (23,3) 


Cette inégalité doit être vérifiée tout au moins pour certaines va- 
leurs de l'impulsion p de l'excitation élémentaire. Pour trouver la 
condition définissant la possibilité d'apparition des excitations dans 
un liquide s'écoulant dans un tube capillaire, il suffit de calculer le 
minimum du rapport e/p. Géométriquement le rapport &'p est la 
tangente de l'angle d'inclinaison de la droite menée de l'origine des 
coordonnées (dans le plan p, €) en un point donné de la courbe € — 

— & (p). De toute évidence, sa valeur minimale sera définie par le 
point où la droite menée par l’origine des coordonnées est tangente à 
la courbe. Si cette valeur minimale est différente de zéro et si la vi- 
tesse d'écoulement du liquide n’est pas trop grande, les excitations 
ne pourront y apparaître. Cela signifie que la vitesse d'écoulement 
ne diminuera pas et le liquide se comportera donc comme un super- 
fluide. 

Cette condition du comportement superfluide se ramène en fait 
à exiger que la courbe & — & (p) ne touche pas l’axe des abscisses à 
l'origine des coordonnées (nous n'envisageons pas le cas très peu 
probable qu'elle le touche ailleurs). Il s'ensuit que nous aurons af- 
faire à un superfluide chaque fois que les excitations relativement 
petites figurant dans le spectre sont des phonons. 

Considérons maintenant ce même fluide à une température peu 
différente du zéro absolu. Dans ce cas le fluide ne se trouve plus à 
l'état fondamental puisqu'il comporte des excitations. Les considé- 
rations développées ci-dessus restent valables puisqu'on n'y a pas 
explicitement posé que le fluide devait se trouver à l'état fondamen- 
tal. Le mouvement du liquide par rapport aux parois du tnbe ne 
pourra toujours pas donner naissance à de nouvelles excitations élé- 
mentaires si la condition établie ci-dessus est vérifiée. Il faut cepen- 
dant préciser comment se manifestera la présence des excitations 
qui existaient déjà dans le fluide. 


8* 
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Imaginons que le « gaz des quasi-particules » se déplace comme 
un tout par rapport au fluide avec une vitesse de translation v. La 
fonction de distribution de ce gaz se déplaçant d’un bloc se déduit 
de la fonction de distribution n (e) du gaz immobile, en remplaçant 
l'énergie e d’une particule par la quantité e — pv, p étant l’impul- 
sion de la particule. Pour un gaz ordinaire ce résultat est une consé- 
quence directe du principe de relativité de Galilée et on le démontre 
en passant d’un référentiel à l’autre. Dans le cas étudié ici ces consi- 
dérations ne peuvent être appliquées directement vu que le gaz de 
quasi-particules se déplace non pas dans le vide mais au sein d’un 
fluide. Néanmoins l’assertion ci-dessus reste valable, comme le prou- 
ve le raisonnement suivant. 

Admettons que le gaz des excitations se déplace avec la vitesse 
v par rapport au fluide. Considérons un référentiel dans lequel l'en- 
semble du gaz se trouve au repos et le fluide est animé d'une vitesse 
—v (référentiel Æ). Selon la formule de transformation (23,1) l'éner- 
gie £ du fluide dans le référentiel X est liée à l'énergie £, dans un 
référentiel dans lequel le fluide est au repos (référentiel X,) par la 
relation 
Mov° 


E=Es—Pv+ ee. 


Lorsqu'une excitation élémentaire d'énergie e (p) apparaît dans le 
fluide (rapporté au référentiel X,), dans le référentiel X le fluide 
possédera une énergie supplémentaire égale à e — pv, ce qui prouve 
notre assertion !). 

Ainsi l'impulsion totale du ‘gaz de quasi-particules (rapportée 
à l'unité de volume) est égale à 


P= | pr (E— pv) dr. 


Supposons que la vitesse v est petite et développons l'expression à 
intégrer suivant les puissances de pv. Le terme d'ordre zéro s’élimi- 
ne (lors de l'intégration sur les directions du vecteur p) et nous obte- 
nons 


d 
P= — | p(pv) LE dr, 
ou encore, après la prise de la moyenne sur les directions de p, 
v dn De 
p=+ | (—<) rar. (23 4) 


à Pour les quasi-particules existant dans un fluide de Bose n (e) est la 
distribution (22,2). On notera que la condition de superfluidité (v << e/p) 
coïncide justement avec la condition assurant que la quantité nr (8 — pv) est 
positive et finie pour toutes les valeurs de l'énergie. 
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Nous voyons tout d’abord que le mouvement du gaz de quasi- 
particules s'accompagne du transport d’une certaine masse: la 
masse effective de l'unité de volume du gaz est déterminée par le 
coefficient de proportionnalité entre l'impulsion P et la vitesse 
v figurant dans (23,4). D'autre part. lorsque le fluide s'écoule à 
travers un tube capillaire, par exemple, rien n'empêche que les 
quasi-particules entrent en collision avec les parois du tube, avec 
échange d’impulsion. De ce fait l'écoulement du gaz d’excitations 
sera arrêté comme serait arrêté tout gaz ordinaire s’écoulant à tra- 
vers un tube capillaire. 

Nous parvenons ainsi à un résultat fondamental. Lorsque la tem- 
pérature est différente de zéro, une partie de la masse du fluide se 
comportera comme un liquide visqueux ordinaire qui « colle » aux 
parois lors de son écoulement et l’autre partie se comportera comme 
un liquide dépourvu de viscosité, i.e. comme un superfluide. Il 
importe de noter que ces deux parties du fluide « glissent » l’une 
à travers l’autre sans aucun frottement, i.e. sans transfert d'impul- 
sion. En effet l'existence même de ce mouvement relatif des masses 
des deux parties du fluide résulte de l’équilibre statistique au sein 
d'un gaz d’excitations animé d'un mouvement uniforme. Or si un 
mouvement relatif quelconque peut avoir lieu à l’état d'équilibre 
thermique. cela signifie qu’il ne s'accompagne d'aucun frottement. 

Il importe de noter que le fait de considérer le fluide comme le 
« mélange » d’un « constituant » normal et d’un « constituant » su- 
perfluide est une convention facilitant la description des phénomènes 
dont les fluides quantiques sont le siège et n'implique nullement 
la possibilité de séparer réellement ces « constituants ». Comme toute 
autre description classique des phénomènes quantiques, celle-ci 
n'est pas tout à fait adéquate. En réalité on devrait dire que dans 
tout fluide quantique composé de bosons on peut discerner deux mou- 
vements simultanés, chacun d'eux étant lié à sa propre masse effective 
(si bien que la somme de ces deux masses effectives est égale à la 
masse totale vraie du fluide). L'un de ces mouvements est « normal » 
en ce sens que ses caractéristiques sont celles d’un fluide visqueux 
ordinaire, tandis que l’autre est « superfluide ». Ces deux mouve- 
ments se produisent sans aucun échange d’impulsion. 

Ainsi, du point de vue de l’hydrodynamique, la masse volumi- 
que du fluide de Bose peut être représentée sous la forme de la som- 
me p = px + p. des masses volumiques des parties normale et su- 
perfluide, chacune étant liée à sa propre vitesse d'écoulement : 
Vn et v.. Une propriété importante du mouvement superfluide est 
qu'il est à potentiel des vitesses: 


rot v, = 0. (23,5) 


Cette propriété est l'expression macroscopique de ce que les excita- 
tions élémentaires de grande longueur d'onde (i.e. de faibles impul- 
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sions) sont des quanta acoustiques — des phonons. Il s'ensuit que 
la mécanique macroscopique des écoulements de superfluides ne doit 
pas admeitre de vibrations autres que les vibrations sonores !), 
et c’est précisément ce qu’impose la condition (23,5) (nous en donne- 
rons la démonstration au $ 26)°). 

Lorsque T — 0 la partie normale de la masse volumique p, — 
= 0 et le fluide ne peut se comporter que comme un superfluide. 
Lorsque la température est différente de zéro, p, est donné par la 
formule (23,4): 


=) (—$) par. (23,6) 


Pour évaluer la contribution phononique à p, on pose dans 
(23,6) e — up: 
co 
dn ,4np°dp 


1 
(Pa)pt es Bu \ “ap rh) 


et on obtient après intégration par parties 
Diane &np®dp __ 4 | ,» 
(Pn)ph = Er \ np ns — Ju \ en AT. 


L'intégrale qui subsiste n’est autre que l'énergie de l'unité de volu- 
me du gaz de phonons ; en prenant cette quantité dans (22.4) on trou- 
ve finalement 4 
4Eph _ 277! 


(Pn)ph Su “BuV — 45hus * (22,7) 


Pour évaluer la contribution des rotons à p, on tient compte de 
ce que les rotons peuvent être décrits par une distribution botzman- 
nienne, ce qui implique que pour les rotons dn/de = —n{T ; on tire 
alors de (23,6) 


1 e P N 
@n=-7 | pondre Le. 


En posant avec une précision suffisante que p° = p° et en tirant 
N, de (22,9), il vient 


PEN 2(m*)U2 ps | 
(nr = 3TV 3" PATETE eralr. (23,8) 


1) Il est sous-entendu que le fluide est illimité. S’il existe une surface libre, 
on doit tenir compte de la possibilité qu'il existe des ondes capillaires superfi- 
cielles (ce qui entraîne une variation thermique déterminée de la tension super- 
ficielle (voir problème 1)). 

2) Un exposé complet de la mécanique des superfluides est donné dans le 
tome VI de ce cours. 
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Aux températures les plus basses la contribution des phouons à 
PA est grande par rapport à la contribution des rotons. À OU. K envi- 
ron ces contributions s’égalisent, et aux températures plus élevées 
les rotons prédominent. 

A mesure que la température s'élève une partie croissante de la 
masse du fluide devient normale. Au point où se réalise l'égalité 
Pn — P, la propriété de superfluidité disparaît complètement. Ce 
point. appelé point à du fluide, est le point de transformation de pha- 
se de second ordre !). Il est bien évident que les formules quantitati- 
ves (23,7), (23.8) sont inapplicables près du point À où la concentra- 
tion des quasi-particules devient tellement importante que la no- 
tion même de quasi-particule perd sa signification. 

Examinons encore la question du comportement des atomes de 
substances étrangères dissoutes dans l'hélium liquide; on suppose 
que leur concentration est tellement petite que l’on peut poser que 
les atomes étrangers n'interagissent pas centre eux (ZL. Landeu, 
I. Pomérantchoul:. 1948). 

La présence d’un atome étranger dans le fluide provoque l'appa- 
rition d’une nouvelle branche dans le spectre énergétique, laquelle dé- 
crit le mouvement de cet atome au sein du fluide ; en raison de la for- 
te interaction de l'atome d'impureté avec les atomes du fluide, ce 
mouvement est en fait un effet collectif auquel participent aussi les 
atomes du fluide. On peut attribuer à ce mouvement une certaine im- 
pulsion résultante p qui se conserve. Ainsi apparaissent dans le flui- 
de des quasi-particules d'un nouveau type (en quantité égale au 
nombre d’atomes d’impureté) dont l'énergie €, )(p) est une fonction 
déterminée de l'impulsion. A l'équilibre thermique les énergies de 
ces quasi-particules sont concentrées près du minimum le plus bas 
de la fonction e;np (p)- En fait l’impureté dont il s’agit est l'isoto- 
pe “He ct les données empiriques montrent que ce minimum se trou- 
veen p = Ü; près de ce minimum l'énergie de la quasi-particule est 
de la forme 


€imp (p) ne D 


(23,9) 


où la masse effective mjnp — 2,8 masses de l'atome “He. 

Les quasi-particules générées par les impuretés interagissent avec 
les phonons et les rotons lors des collisions et entrent ainsi dans la 
composition de la partie normale du fluide. Comme la concentration 
de ces quasi-particules est petite, leur distribution thermique est 
boltzmannienne et leur contribution à p, (déterminée par (23,6)) 


1) L’hélium se trouvant au-dessous de ce point est dit hélium 11. Les 
joints À forment une ligne sur le diagramme de phase dans le plan P, T. Cette 
igne coupe la ligne d’équilibre entre le liquide et la vapeur à 2,19 K. 
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est dannée par la formule 


N P5 _ Nim 
(On)ap = = QUE Min, (23,10) 


où N' imp: V est le nombre d’atomes d'impureté contenus dans l’uni- 
té de volume. 


Problèmes 


1. Trouver la loi limite de la variation thermique du coefficient de ten- 
ue pesait a de l'hélium liquide à proximité du zéro absolu (K. R. At- 
ins, 1953). 


Solution. Le coefficient « est l'énergie libre de l'unité d'aire de la 
surface du liquide (cf. V, (154,6)). On calcule cette quantité d’après la formu- 
le V (64,1), où les fréquences w, concernent maintenant les vibrations superfi- 
cielles. Dans le cas bidimensionnel le passage de la sommation à l'intégration 
(par rapport aux vecteurs d'onde des vibrations) s'effectue en introduisant le 
facteur d°k/(2x)° ou 2nk dk/(2n)°. Après intégration par parties on obtient 


. É e-ho/T) À dk, __R (| kdo 
a= +7 | la (—e ) 2x 47 \ AUOT 4 


(&, est la tension superficielle à T = 0). Aux basses températures seules im- 
portent les vibrations de fréquences faibles, i.e. possédant de grandes lon- 
gueurs d'onde. Ces vibrations sont les ondescapillaires hydrodynamiques pour 
lesquelles w° = ak%/p = aÿh%/p (p — masse volumique du fluide). Ainsi 


> 
2/3 (  ot/3 
PRE a (2) | ot/3 do 


0 4x \æ à OT 


(la convergence pis de l'intégrale permet de remplacer la borne supérieure 
ar l'infini). Le calcul de l'intégrale (à ce propos, voir note en V, & 58) fournit 
e résultat suivant: 


_ T5 /3p°/3 T 7 , : T'Bp°8 
PU. Anh ls L ( 3 ] ë ( 3 }= 0,13 hiBa2/3 5 


Ce résultat concerne l'isotope He liquide se trouvant à une température assez 
basse pour qu'on puisse poser que toute la masse du liquide est à l'état de super- 
+ fluide !). 

2. Trouver la loi de dispersion eimp (p) pour les particules d'impuretés 
contenues dans un superfluide en mouvement, connaissant la loi efap(p) dans le 
fluide au repos (J. Bardeen, G. Baym, D. Pines, 1967). 


Solution. Après introduction dans le superfluide au repos (à T = 0) 
d'un atome d'impureté (de masse m) possédant une impulsion p,, l'énergie et 
l'impulsion du superfluide (dans le référentiel par rapport auquel le fluide 


était initialement au repos) sont égales à E, = efnp (Pohr Po = Po Dans le 


1) Dans un fluide de Fermi ($He liquide) ni les ondes capillaires du type 
considéré ni les ondes sonores volumiques ordinaires ne peuvent exister, en rai- 
son de la croissance illimitée de la viscosité lorsque T—+ 0. 
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référentiel par rapport auquel le liquide s'écoule avec la vitesse v, on a d'a- 
près (23,1): 


E= ef) (pr)+pev+ à (+ m)ot,  P=pe+(M-+m)v. 


Ce résultat montre que les variations que subissent l’ énergie et l'impulsion”du 
liquide qui s'écoule ne on lui Fe un atome d'impureté sont égales à 


»  P=Po+mv. 


En exprimant eimp en fonction de p, on obtient 


LE 


Ennp (P)= ef, (Pp—mv)+ pv — 


Lorsque les valeurs de v sont petites pour le spectre de la forme (23,9) on trouve 
aux termes du premier ordre A 


Bmp(P = — a+ (t— —). 


Mimp 


$ 24. Phonons dass les fluides 


Lorsqu'on passe de la description classique des ondes sonores à 
la conception quantique des phonons, les grandeurs caractéristiques 
de la mécanique des fluides (masse volumique, vitesse d'écoulement, 
etc.) doivent être remplacées par des opérateurs exprimés en termes 


des opérateurs de création c* et d'annihilation cx des phonons. Dé- 
duisons les formules donnant ces expressions. 

Rappelons que dans la description classique de l'onde sonore la 
masse volumique du fluide subit de petites oscillations, dont les 
fréquences et les vecteurs d'onde sont liés par la relation © = uk. 
La vitesse v d'écoulement du fluide est une quantité du même ordre 
de petitesse que la partie variable de la masse volumique p’ = 

= p — Po (ps est la valeur d'équilibre de la masse volumique). 
Le mouvement du fluide dans l'onde peut être à potentiel des vites- 
ses, ce qui signifie qu'il peut être décrit par un potentiel des vitesses 
scalaire œ, déterminant la vitesse selon 


v = Vo. (24,1) 
La vitesse et la masse volumique sont liées entre elles par l’équation 
de continuité 0p’/ôt = —div (pv) Æ —p, div v ou 
ôp° : 
= — Po A. (24,2) 
L'énergie du fluide dans l’onde sonore est donnée par l'intégrale 
E= | (-+<) dir. (24.3) 
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Le premier terme de l'expression à intégrer représente la densité de 
l'énergie cinétique du fluide et le second, son énergie interne; ces 
deux termes sont quadraliques en v et p’, qui sont de petites quanti- 
tés. 

La suite du processus de quantification pourrait être effectuée 
exactement comme nous l'avons fait pour les phonons dans un corps 
cristallin (cf. V, $ 72). Nous utiliserons cependant un autre procédé 
permettant de mettre en valeur certaines approches méthodiques. 
Considérons d’abord les opérateurs masse volumique et vitesse du 
fluide donnés en fonction des variables microscopiques — les coor- 
données des particules. 

En théorie classique la masse volumique p et la densité de flux 
i de la masse du fluide peuvent être données par les sommes 


p()= 2 maô(ra—r)  j(9=2 paô(re—r), 


prises sur toutes les particules (r, et p, sont respectivement les 
rayons vecteurs et les impulsions des particules) ; les intégrales de ces 
fonctions étendues à un volume quelconque fournissent la masse to- 
tale et l'impulsion totale du fluide contenu dans le volume considé- 
ré. Lorsqu'on passe à la théorie quantique, on remplace ces fonctions 
par les opérateurs correspondants. L'opérateur masse volumique se 
présente sous la même forme 


p(rn=S mô(r—r). (24,4) 
a 
et l'opérateur densité de flux sous la forme 
a+ D {peô(re—r) +8 (rar) p.}. (24,5) 
a 
où Pa = —ihV, est l'opérateur impulsion de la particule !). 


Cherchons la règle de commutation des opérateurs j (x) et 


° (r’) pris aux points ret r’; pour plus de brièvelé on peut ne consi- 
dérer qu'un seul terme dans chacune des sommes (24,4), (24,5), puis- 
que les opérateurs correspondant à différentes particules sont commu- 


1) Supposons, pour simplifier, que le système se compose d'une seule par- 
ticule. En calculant la moyenne de l'opérateur e (r) = mô (r, —r) sur l'état 
caractérisé par la fonction d'onde + (r,), on obtient Ÿ* (nr) pp (n1) dr, = 
= m | (r) [°, résultat qui était escompté. De même le calcul de la moyenne 
de l'opérateur j (r) fournit l'expression correcte d: la densité de flux 


(RIT) CES (7) V4 (7) — Ÿ (r) Va (r)}. 
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tatifs. En développant le commutateur, les opérateurs de la forme 
Ô (r, — r) V,Ô (r, — r’) se transforment comme suit: 


ô(rn —r) Gô(n —r) = 86 (rm —r) (Vô(r—r')) + 
+ ô [CA _— r) ô in et r') Vi- 
Dans le premier terme (V6 (r — r’}) représente tout simplement le 
gradient de la fonction 6; en raison de l’existence du facteur à (r, — 


— r) dans ce terme, on peut y remplacer (V,ô (r;— r’)) par (V8 (r — 
— r’}))}. On obtient ainsi 


De) p (r)— 6 (r) (nm = — iñp (VS (r—r')). (24,6) 
Introduisons maintenant à la place de i l'opérateur vitesse Ÿ 
du fluide selon la définition 

1 


= 


“| 
Les 
Z; 
+ 
PE 
TD 
—_”" 


La règle de commutation des opérateurs p et v implique que la com- 


mutation de peti fournit l'expression (24,6). On vérifie aisément que 
pour cela il faut poser 


VA) p(r)—p(r)v(r)= — in (Vô(r—r)) 
{on doit tenir compte de la commutativité évidente des opérateurs 
p (r) et p (r‘)). Enfin, en posant Ÿ (r) = Vo (r), on obtient la règle 


de commutation entre les opérateurs masse volumique et potentiel 
de vitesse 


Ep (r)— 6" (r) Gr) = —ih6(r—r') (24,7) 
(on peut, bien entendu, écrire à la place de p l'opérateur p” = p — 
— p, de la partie variable de la masse volumique). La règle (24,7) 
est analogue à la règle de commutation entre la coordonnée et l’im- 
pulsion de la particule ; à ce point de vue des quantités p’ et q jouent 
ici le rôle des « coordonnées » et des « impulsions » généralisées, 
canoniquement conjuguées. 
Ayant utilisé les expressions (24,4), (24,5) pour établir la règle 


(24,7), nous allons écrire maintenant les opérateurs œ et p’ dans la 
représentation de la seconde quantification (ce qui revient à les 
écrire en termes des opérateurs de création et d’annihilation des pho- 
nons), en imposant qu'ils vérifient la règle (24,7). Ecrivons à cette 
fin 


œ (r)= 7 y» (Aucyeikr + Aïcte=ikr) 
h 
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où les coefficients À, sont pour le moment indéterminés ; la somma- 
tion se fait sur toutes les valeurs du vecteur d'onde parcourues dans 
un volume V du fluide qui est grand mais fini ). Les opérateurs 


Cu cà vérifient les règles de commutation de Bose 
CuCÉr — ChCx = Ônx”- (24,8) 
Signalons pour nos besoins ultérieurs que les éléments matriciels 
non nuls de ces opérateurs sont les suivants: 
(fx — 1 [0x re) = (nil cl rx) = Van, (24,9) 
où les n5 sont les nombres de remplissage des états phononiques. 
Dans ce qui suit nous aurons à utiliser non pas l'opérateur de 
Schrôdinger q(r) mais l'opérateur de Heisenberg q (t, r). On le 
déduit de œ (r) en introduisant les facteurs exp(+iot) avec les fré- 
quences © — uk dans chaque terme de la somme 


q(é, r)= 12 > (Arckeitr-kut) + Aëcte-ikr-hut)) 
k 


(cf. ce qui a été dit au $ 9 à propos des opérateurs 4). L'opérateur 


masse volumique p’ (f, r) doit être lié à l'opérateur œ (£, r) par la 
relation (24.2); il s'ensuit qu'il est donné par la même somme où 
l'on remplace les facteurs A, par les facteurs iA,p,k/u. Après cela 
on doit définir les facteurs 4, de façon que la règle de commutation 
(24,7) soit vérifiée. On obtient finalement les expressions 


à 1/2 ,* A 
p(é, r) = Y( Re ) ! (cuei&r-ukt) LE che-ikr-ukt)), 
k 


2VPok 
; (24,10) 


1/2 


p'An= di (S%) (éeitkr-uht) — cie itkr-unt)), 
k 
En effet, si l'on porte ces expressions dans le premier membre de 
(24,7) et si l’on tient compte de (24,8), on obtient la fonction 6 requi- 
se : 
. 1 A CE) " iñ . ; 
if + > (cuct — ccr) eiktr-r) = + eiktr-r") 
k k 


il 


N Vdik 
LEA ik(r-r’) 
+ 7 


(2x)° 


== — ihô (r—r’). 


1) A la différence des opérateurs Ÿ des particules, l'opérateur de la quantité 
réelle p est hermitique et contient simultanément les opérateurs de création et 
d'annihilation des phonons. Rappelons que cette propriété (comme la pro- 
riété semblable des opérateurs du champ en électrodynamique quantique) est 


iée à la non-conservation du nombre de « particules » dans le champ phononique. 
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On vérifie facilement que l'hamiltonien du fluide, que l'on obtient 


en substituant v — ve et g à vet p’ dans l'intégrale (24,3), possè- 
de, comme il convient, la forme 


À = D unk (cie ++ ): 
k 


ses valeurs propres sont égales à Zuhñk (n, + 1/2) conformément au 
concept des phonons d'énergies e = uhk. 

L'expression (24,3) de l'énergie du fluide dans une onde sonore 
représente les premiers termes (à la suite du terme d'ordre zéro) 
du développement de l'expression exacte 


= | [+06 (0) | 7 


(où e (p) est l'énergie interne de l’unité de masse du fluide). Le rôle 
de l’hamiltonien exact du fluide est assumé par cette intégrale, où 


v et p sont remplacés par les opérateurs v = y et p= po +9’, 
œ et p’ étant donnés par (24,10): 


Â— À , Jar (24,11) 


(l'opérateur énergie cinétique est écrit sous la forme symétrisée 


vov/2 afin qu’il soit hermitique). Il est essentiel que précisément 
p et y sont les «coordonnées et les impulsions généralisées » canonique- 
ment conjuguées en fonction desquelles s'exprime l'hamiltonien. Ce- 
ci résulte de ce que la règle de commutation (24,7) s'appliquant aux 
opérateurs (24,10) est une règle exacte puisqu'elle a été établie sans 
référence à la petitesse des vibrations. 

. Les termes de puissances supérieures (à partir de la troisième, 
etc.) figurant dans le développement de cet hamiltonien expriment 
l'anharmonicité des vibrations sonores ou, si l’on utilise le concept 
de phonons, décrivent les interactions mutuelles des phonons. Ces 
termes possèdent des éléments matriciels, décrivant les transitions 
qui s'accompagnent de la variation simultanée de plusieurs nombres 
de remplissage pour les phonons, et assument donc le rôle de pertur- 
bations déterminant différents processus de diffusion et d’annihila- 


tion des phonons. Les éléments matriciels des opérateurs cx et c£ 
se présentent naturellement sous la forme (24,9), puisque en théorie 
des perturbations on utilise toujours la représentation dans laquelle 
l'hamiltonien non perturbé est diagonal. Nous donnons, à toute fin 
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utile, les expressions pour les termes des troisième et quatrième 
ordres : 


fo = (| [2 +(+ =) D]. (24,12) 
À = _. (<< —) \ D'' die. (24,13) 


$ 25. Gaz de bosons dégénéré quasi parfait 


Les propriétés essentielles du spectre énergétique des bosons ap- 
paraissent nettement dans le modèle du gaz de bosons présentant un 
faible écart par rapport à l’état parfait, ceci aux températures proches 
du zéro absolu. Ce modèle sera étudié dans le présent paragraphe 
d'une façon analogue à l'étude du gaz de fermions effectuée au 
$ 61). Tout ce qui a été dit au $ 6 au sujet des caractéristiques géné- 
rales des modèles de gaz dégénéré quasi parfait s'applique également 
au cas considéré ici; notamment. la condition du faible écart par 
rapport à l'état de gaz parfait (le paramètre de l'état gazeux 
a (N/V)'8 € 1; a est la longueur de diffusion) peut encore être for- 
mulée sous la forme (6,1) exprimant la petitesse des impulsions des 
particules: pa'h<& 1 ?). 

L'hamiltonien d'un système de bosons interagissant deux par 
deux (nous supposerons que les bosons sont dénués de spin) ne se 
distingue de (6.6) que par l'absence d'indices de spin: 


a 2 À a 1 | à fs A A A = 
H= > _… app T5 à (p;p: | U | pipe) ap Ap:plp (25,1) 


(la sommation doit être effectuée sur toutes les impulsions figurant 
dans les indices). Les opérateurs d’annihilation et de création des 
particules vérifient maintenant les règles de commutation 


2 2 
Ap@p — Apap = |. 


Comme au $6. nous supposerons que les impulsions sont faibles, 
ce qui permet de remplacer tous les éléments matriciels dans (25.1) 
par leurs valeurs correspondant aux impulsions nulles; on a alors 


a p° A A CU. A OR OA n n 
HE apte D Gpopiapme 25.2) 


1) La méthode exposée ci-dessous est due à V. Bogolioubor (1947). Son ap- 
plication au gaz de bosons fut le premier exemple d'une démonstration micro- 
scopique conséquente du spectre énergétique des « fluides quantiques ». 

2) Nous montrerons plus loin que dans un gaz de Bose dégénéré la majeure. 
partie des particules (n’appartenant pas au « condensat ») possèdent des impul- 
So p= fiVaN/V pour lesquelles l'inégalité indiquée est effectivement véri- 
iée. 
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Pour appliquer la théorie des perturbations à cet hamiltonien 
aous nous fonderons sur la remarque suivante. A l'état fondamental tou- 
tes les particules d’un gaz de Bose parfait se trouvent dans le con- 
densat, i.e. à l’état d'énergie nulle; les nombres de remplissage 
Np=o = No = N, N3 = 0 pour p #0 (cf. V. $ 62). Dans un gaz 
quasi parfait. à l’état fondamental et dans les états faiblement exci- 
tés, les nombres N, sont différents de zéro mais très petits devant le 
nombre NW, qui est macroscopiquement grand. Le fait que la quantité 


aÿ a = No & N est grande devant l'unité signifie que l'expression 
Aûi -— aÿao = Î 

est petite devant a, et a% eux-mêmes, ce qui permet de considérer ces 

derniers comme des nombres ordinaires (égaux à W N,) en négligeant 

leur non-commutativité. 


L'application de la théorie des perturbations signifie mainte- 
nant formellement le développement de la quatrième somme de 


(25,2) suivant les puissances des petites quantités ap ai (p 0). 

Le terme d'ordre zéro de ce développement est égal à 
aiaÿaplo = 4. (25.3) 
Les termes du premier ordre manquent (en raison de l’impossibi- 
lité de satisfaire à la loi de la conservation de l'impulsion). Les 

termes du second ordre s'écrivent : 
a > (ap@ -p + apap+ 405ap). (25.4) 
En se limitant aux quantités du second ordre près, on peut rem- 
placer dans (25.4) a? = V, par le nombre total NW de particules. Mais 
dans le terme (25,3) il faut tenir compte de la relation plus précise 
+ aa=N. 
p#0 


Ainsi la somme des termes (25.3), (25,4) devient égale à 
NH N À (ap@ -p +474 n + 2450), 


et après substitution dans (25.2) on obtient l'expression suivante de 
l'hamiltonien : 
CS N° 2 À 4 N A À A à A « a 
Her Uo+ D 2 ion +5 Vo D (apt-p + 0502 p+ 2a50p). (25.5) 
p p#Ù 
Le premier terme de cette expression détermine en première 
approximation l'énergie £, de l'état fondamental du gaz, tandis que 


128 LA SUPERFLUIDITE ICH. IL 


sa dérivée par rapport à N détermine le potentiel chimique pu à T = 


N° Ne: 
E,= 27 U, U — TV Us. (25,6) 


Les autres termes de (25,5) déterminent la correction à apporter à E, 
et le spectre des états faiblement excités du gaz. 

L'intégrale U, figurant dans (25,5) doit être donnée en fonction 
de la longueur de diffusion a, qui est une grandeur physique réelle. 
Dans les termes du second ordre on peut le faire directement à l'aide 
de la formule (6,2): U, = 4nk*a/m. Mais dans le premier terme il 
faut utiliser la formule (6,5), qui est plus précise puisqu'elle tient 
compte de la seconde approximation de Born pour l'amplitude de 
diffusion. Comme il s’agit de la collision de deux particules du 
condensat, il faut poser dans la somme (6,5) p, = ps = 0, p, = 

= — p, = p, et on trouve alors 


fuhe pis 1 
Den (+ 2). 
P 


En portant cette expression dans (25,5) on trouve pour l’hamiltonien 


+ 2xha N° 4Anh°a 1 
H= m VV ( LE [2 rad ] + 
pÆ0 


Fa ue De D Gris dite +265 + 3 Le Gta. (25,7) 
Fe 


Pour déterminer les niveaux d'énergie il au diagonaliser l’ha- 
miltonien à l'aide d’une transformation linéaire appropriée des 


opérateurs dp et ai. Introduisons les nouveaux opérateurs bp et 
b; conformément à la définition 


L,2 A A Le 2 LJ LI 
+ + —_ + 

dp= Upbp + Vpbt pr D = Upbÿ + Ppb -p: 
en exigeant que ces opérateurs vérifient les mêmes relations de com- 
mutation que les opérateurs ap, aÿ: 

A A A A A A A 3 

+ + = 
bp" — bpbp = 0, dbz — DE-bp = Ôppt- 


Il est facile de voir que l'on doit avoir uÿ —v; = 1. Onentient comp- 
te en écrivant la transformation linéaire sous la forme 


2 bptLpbtp + Es + LD _p 
GE) a 2 

Vi—LE VT—LE 
La grandeur L, doit être définie de telle sorte que l’hamiltonien 
ne contienne pas les termes non diagonaux (b,b_,, b5b*). Un calcul 


(25,8) 
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simple donne 


| 2 6 
Lo nr {e(p) mu}, (25,9) 
où on a utilisé les notations 
: 2 \271/2 s 
e(p)=[u?p?+ (5) ] , (25,10) 
4nh°aN \1/2 
Uu = ( y —) 3 (25,11) 


L'hamiltonien s'écrit maintenant 
=E,+ À e(p) 6ÿbp. (25,12) 
pu 


avec 


+52 {et -mr+ ee }. 5,15) 
p#0 


La forme de l'hamiltonien (25,12) et les relations de commutatioi 
de Bose pour les opérateurs b,, b; permettent de conclure que b; 


et b, sont des opérateurs de création et d’annihilation des quasi- 
particules d'énergie € (p) vérifiant la statistique de Bose. Les valeurs 


propres de l'opérateur diagonal b; +89 représentent les nombres n, 
de quasi-particules à impulsion p, la formule (25,10) donnant la 
dépendance de leur énergie par rapport à l'impulsion (les nombres de 
remplissage des quasi-particules sont à nouveau désignés par n, 
pour les distinguer des nombres de remplissage W, des particules 
vraies du gaz). C'est ainsi qu'est déterminé le spectre énergétique des 
états faiblement excités du gaz considéré. 

La grandeur E, est l'énergie du gaz à l’état fondamental. En rem- 
plaçant la sommation sur les valeurs discrètes de p (dans le volume 
1°) par l'intégration par rapport à Vdp/(2xk)*, on trouve, tous cal- 


culs faits: 
pan rent LUE [14% 2e SVT asN (25,14 


(T. D. Lee, C. N. Yang, 1957). Pour le potentiel chimique du gaz 
à T ) on a respectivement 


= - er [1 +? 7]. (25,15) 


Ces formules constituent les deux premiers termes du développement 
suivant les puissances de (a N/V)'/=. Mais le terme suivant ne peut 
déjà être calculé par le procédé décrit, car le volume doit y figurer 


9—01124 
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sous la forme V-* et une quantité de cet ordre dépend des collisions 
aussi bien de deux que de trois particules. 

Pour les grandes valeurs de l’impulsion (p > mu) l'énergie (25.10) 
des quasi-particules tend vers p*/2m. i.e. vers l'énergie cinétique 
d’une particule de gaz isolée. 

Pour les petites valeurs de l'impulsion (p mu) on à € & up. 
On démontre facilement que le coefficient w coïncide avec la vitesse 
du son dans le gaz; il s'ensuit que cetle expression correspond aux 
phonons, conformément aux considérations générales exposées au 
$ 22. A T — 0, l'énergie libre coïncide avec l'énergie Æ,; en pre- 
nant le terme principal du développement de £;,. on trouve la pres- 
sion 


La vitesse du son estu — V/ 9P/0p (où p = mN/V est la masse volu- 
mique du gaz) et coïncide avec (25,11). 

On notera que dans ce modèle du gaz de Bose la longueur de 
diffusion a doit nécessairement être une quantité positive (interac- 
tion de répulsion entre les particules). On peut s’en rendre compte 
formellement en remarquant que dans les formules de l’énergie on ver- 
rait apparaître des termes imaginaires pour a << 0. En termes de 
thermodynamique la condition a > 0 est indispensable pour que 
dans le modèle donné du gaz de Bose soit vérifiée l'inégalité 
(9P/9V)r < 0. 

La distribution statistique des excitations élémentaires (valeurs 
moyennes 7, de leurs nombres de remplissage) aux températures 
différentes de zéro est simplement donnée par la formule de distribu- 
tion de Bose (22,2). On peut calculer la distribution des V, particu- 

‘les réelles du gaz suivant les impulsions en évaluant la movenne de 


l'opérateur aÿay. En appliquant (25,8) et en tenant compte de ce que 


les produits b-pbp et CH ne possèdent pas d'éléments matricicls 
diagonaux. on obtient 


5 _ "Mm+Lim+t) pe 
Me ts. 25.16) 
Bien entendu, cette expression n’est valable que pour p 0. Le 
nombre des particules d’impulsion nulle est égal à 

N=N—D N=N — -—— | Map. (25,17) 
p#0 


ns 
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Au zéro absolu tous les n, = 0, et en utilisant (25,9) on tire de 
(25,16) la fonction de distribution sous la forme !) 


N.— m?ut 
P_ 2e(p){e(p)+p'/2m+mui} 


(lorsque T — 0 les valeurs moyennes de N, coïncident avec les va- 
leurs exactes; on omettra donc le trait au-dessus du symbole). 
Le gaz de Bose n'étant pas parfait, on y voit apparaître, même au 
zéro absolu, des particules possédant des impulsions non nulles. 
L'intégration dans (25.17) avec N, donné par (25.18) est facile à 
effectuer et fournit 


(25,18) 


8 as 
M=N[1-5y +] (25.19) 

Faisons encore une remarque au sujet du spectre que nous venons 
d'obtenir. Pour les petites valeurs de p la dérivée d°e/dp° > 0, ce 
qui signifie que la courbe & (p) est concave vers le haut par rapport à 
la tangente initiale e — up. Dans ce cas (voir aussi $ 34) le spectre 
devient instable en raison de la décomposition spontanée possible 
des quasi-particules (des phonons). La largeur correspondante des 
niveaux est cependant petite (proportionnelle à p® pour les petites 
valeurs de p) et n'affecte pas les expressions que l'on obtient dans 
les approximations utilisées. 


$ 26. Fonction d’onde du condensat 


Nous avons déjà signalé au $ 23 que l'apparition et la disparition 
de l’état superfluide dans l’hélium liquide s’effectue par une trans- 
formation de phase du second ordre. Cette transformation est toujours 
déterminée par une modification qualitative des propriétés du corps. 
Dans le cas du point À de l’hélium liquide cette modification peut 
être décrite à l’échelle macroscopique comme l'apparition ou la dis- 
parition de la composante superfluide du liquide. Au point de vue 
microscopique il s'agit de propriétés déterminées de la distribution 
en impulsions des particules (vraies !) du liquide. C'est précisément 
dans le superfluide, à la différence de la composante normale, qu'une 
part finie des particules (i.e. un nombre macroscopiquement grand) 
possèdent une impulsion rigoureusement nulle; dans l'espace des 
impulsions ces particules forment le condensat de Bose-Einstein 
(ou condensat tout court). Rappelons que dans un gaz de Bosc par- 
fait à T — O0 toutes les particules passent dans le condensat (cf. 


1) On notera que le maximum du nombre des particules possédant une 


valeur donnée de l'impulsion (= p°\?h) se trouve pour p/h = y aN/V, où s'ef- 
fectue le passage de l’une des expressions limites de e (p) à l’autre. Nous l'avons 
déjà signalé dans la note au bas de la p. 126. 


Q+* 
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V, $ 62), tandis que dans un gaz quasi parfait presque toutes les 
particules y passent. Dans le cas général d’un liquide de Bose à 
forte interaction des particules, la part du nombre des particules 
faisant partie du condensat à 7 — 0 n’est pas du tout proche de l'uni- 
té. 

Voyons comment cette propriété de condensation de Bose-Eins- 
tein peut être formulée en termes des opérateurs Ÿ. 

Dans le cas d’un gaz de Bose parfait, qui est un système de bosons 
sans interactions mutuelles, l'opérateur de Heisenberg s'écrit 
sous forme explicite de la façon suivante !): 


A 1 x 3 e . : 
y, D= 77 À %0xP {pr ot). (26,1) 
p 


Nous avons déjà expliqué au $ 25 que l’on peut négliger la non-com- 


mutativité des opérateurs a, et af, ce qui revient à les considérer com- 
me des grandeurs classiques. Cela signifie que la partie de l'opéra- 
teur + (26,1), que nous désignons par €, est un nombre ordinaire: 
& — _" 96 9 

_ V7 . (26,2) 

Pour formuler cette propriété des opérateurs + dans le cas géné- 
ral d'un liquide de Bose quelconque, remarquons que puisque le con- 
densat contient un nombre de particules macroscopiquement grand, 
la variation de ce nombre d'une unité ne modifie pratiquement pas 
l'état du système. On peut donc dire que l'addition (ou la soustrac- 
tion) au condensat d'une particule appartenant à un système de 
particules se trouvant dans un certain état conduit au « même » 
état un système de N + 1 particules ©). L'état fondamental reste 


tel qu'il était. En désignant par Ë et £* la partie des opérateurs Ÿ 
qui fait varier d'une unité le nombre de particules dans le conden- 
sat. nous pouvons écrire par définition: 


Êtm,N+1)=EmN), Étilm, N)=E*]m, N+1), 


où les symboles | m, N)et | m, N + 1) désignent deux états « iden- 
tiques » ne différant l’un de l’autre que par le nombre de particules 
dans le système, tandis que Æ est un nombre complexe. Ces asser- 
tions sont rigoureusement exactes à la limite V —+ co. Par conséquent 


1) Cf. (9,3). Nous supposons que les particules de gaz sont denuees ue spin. 
et c'est pour cela que l'indice de spin est absent. Dans (26,1) il a été tenu comp- 
te de ce que pour un gaz de Bosc parfait à T = 0 le potentiel chimique u = 0; 
de ce fait le terme iut/ñ a été omis dans les exposants. s 

2) On suppose que l'addition ou la soustraction d’une particule s'effectue 
avec pie lenteur infinie afin d'éviter l'excitation du système par le champ 
variaplie. 
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la définition de la quantité € doit s’écrire sous la forme 


ln (me: NIËIm. N+1)=E, 


No 


do N+1l Ét|m, N)j=E€*#; 


(26,3) 


le passage à la limite est effectué pour une valeur finale donnée de 
la densité N/V du liquide. 
Si les opérateurs 4 sont écrits sous la forme 


W—ÉÈ+HUY, WÿrËrtL (26,4) 


l’autre partie (hors condensat) fait passer l’état |m, N) dans des 
états qui lui sont orthogonaux, ce qui signifie que les éléments matri- 
ciels sont égaux à !) 


limém, N | ÿ" Im,N-+1)=0 

ne ; (26,5) 
lim(m,N+1|W'*|m, N)=0 

N—-% 


A la limite Ÿ —+ oo la différence entre les états |m, V) et | m, 
N + 1) s'estompe complètement, et dans ces conditions la quantité 


€ représente la valeur moyenne de l'opérateur Y sur cet état. On 
notera que la valeur finie de cette limite est caractéristique du systè- 
me à condensat. 

Les égalités (26,3) décrivent les propriétés « opératorielles » de 


Ë, 2+, que l'on peut considérer comme commutatifs avec Ÿ’, W’+. 


Les opérateurs &, É+ seront notamment remplacés par =, 2* (et se 
comporteront donc comme des grandeurs classiques) lors du calcul 
des moyennes sur l’état fondamental. Soulignons que par suite du 
nombre macroscopique des particules dans le condensat on ne négli- 
ge dans cette approximation que les quantités dont l’ordre de peti- 
tesse relatif est de 1/N ?). 

Si la variation temporelle des fonctions donne est déterminée 


par l’hamiltonien H' = H — a, la quantité £ ne dépend pas du 
temps. En effet l'élément matriciel (m, NV |E |m, N +1 est 
proportionnel à 


exp{—FLE(N+1)—E(N)—(N+1)p+ Nul}. 


1) Ces égalités ne concernent que les transitions entre états « identiques »! 
5) À ce degré de précision on doit considérer comme coïncidants les élé- 


ments de matrice des opérateurs Ÿ’ concernant les transitions entre des états 
qui diffèrent entre eux d'un même nombre (petit) de particules dans le système. 
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Or l’exposant de cette exponentielle s'annule puisque (aux quantités 
= AIN près) E(N+1)—E(N) =. 

Dans un fluide homogène à l'état de repos, € ne dépend pas des 
coordonnées et (avec un choix convenable de la phase de cette quan- 
tité complexe) a pour valeur 


E=Vn, (26,6) 
où n, est le nombre de particules du condensat contenues dans l'uni- 


té de volume du liquide. En effet, £*E est l'opérateur densité du 
nombre de particules dans le condensat et nr, la valeur moyenne de 
cet opérateur. 

Du fait de l'existence du condensat les propriétés de la matrice 
densité des particules du liquide de Bose diffèrent qualitativement de 
celles de la matrice densité d’un liquide ordinaire. Pour un liquide 
de Bose homogène dans un état arbitraire la matrice densité est don- 
née par l'expression 


No(rn.e)=(m N|Vt(Lr) Vr)lm,N), (26,7) 


cette fonction ne dépendant que de la différence r = r, —r, (cf. 
(7,13)). En y portant les opérateurs 1 sous la forme (26,4) et en te- 
nant compte des propriétés (26,3) et (26,5), on obtient 


Np (rysre) = no + Np° (ri lo). (26,8) 


La matrice densité «hors condensat » p” tend vers zéro lorsque 
|r, — rs | — 0, tandis que la matrice densité p tend alors vers 
une limite finie »r,/N. Ce résultat témoigne de l'existence d’un « or- 
dre à grande distance » dans le superfluide, qui n'existe pas dans les 
liquides ordinaires où l’on a toujours p —0 lorsque | r, — r, | + 
— oo. C'est la propriété de symétrie qui distingue la composante 
superfluide de la composante normale du liquide (V. Ginzburg, 
‘L. Landau, 1950). 
La composante de Fourier de ia matrice densité détermine la dis- 
tribution en impulsions des particules du liquide selon la formule 


N(p)=N \o(re-ir dir (26,9) 


(cf. (7,20)). En y portant p sous la forme (26,8) on obtient 


N'(p)= (22) 6 (p)+ N | p'(r)e-ivr dix. (26,10) 

Le terme contenant la fonction ô correspond à une probabilité finie 
pour qu’une particule possède une impulsion rigoureusement nulle. 
Si le liquide est le siège d’un mouvement superfluide ou s’il se 
trouve soumis à des conditions extérieures non homogènes et. non 
stationnaires (qui ne varient sensiblement que sur des distances qui 
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sont grandes devant les distances interatomiques), la condensation 
de Bose-Einstein se produit encore mais on ne peut plus affirmer 
qu'elle a lieu à l'état où p — 0. La quantité E définie comme avant 
par (26,3) dépend maintenant des coordonnées et du temps et cette 
fonction peut être assimilée à la fonction d'onde d'une particule fai- 
sant partie du condensat. Cette fonction est normalisée par la 
condition | © |*® — n,,ce qui permet de l'écrire sous la forme 


Et, r)= 7} nmoft,r) eiPtn, (26,11) 


Du fait que le condensat contient un nombre macroscopiquement 
grand de particules, la fonction d'onde de cet état est une quantité 
classique macroscopique !). C’est ainsi que dans le superfluide on voit 
apparaître une nouvelle caractéristique des états macroscopiques, 
notamment des états correspondant à l'équilibre thermodynamique. 

La densité du flux évaluée à l’aide de la fonction d’onde (26,11) 
est égale à 

Ïcond = Om (E E*— E*VE) F L noV. 
où sn est la masse d’une particule du liquide. De par sa signification, 
il s’agit de la densité du flux macroscopique des particules du conden- 
sal, et on peut l'écrire sous la forme n,v,, où v, est la vitesse macro- 


scopique de ce mouvement. En identifiant les deux expressions il 
vient 


v,= vo. (26,12) 


Comme ce mouvement peut avoir lieu à l’état d'équilibre thermody- 
namique (caractérisé par la quantité £) il est non dissipatif et (26,12) 
détermine la vitesse du mouvement superfluide. Nous retrouvons ain- 
si la propriété du mouvement superfluide déjà mentionnée au $ 23, 
celle d’être à potentiel des vitesses. Le potentiel des vitesses q s’avè- 
re coïncider (à un facteur constant près) avec la phase de la fonction 
d'onde du condensat 


h A 6 
p=— . (26,13) 


Afin d'éviter tout malentendu signalons cependant que, quoique 
la vitesse du condensat coïncide avec la vitesse de la composante super- 
fluide du liquide (et quoique le condensat et la composante superflui- 
de apparaissent simultanément au point À), la masse volumique du 
condensat mn, el la masse volumique p, de la composante superflui- 
de ne coïncident nullement. On ne peut justifier l'identification de 


1) De même que l'intensité du champ des ondes électromagnétiques devient 
unc grandeur classique pour des grands nombres de remplissage des photons 
dans chaque état (cf. IV, $ 5). 
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ces deux grandeurs et l’idée même de les identifier est erronée puis- 
que au zéro absolu toute la masse liquide est superfluide, même si 
toutes ses particules ne font pas partie du condensat !). 


$ 27. Variation thermique de la densité du condensat 


La densité du nombre de particules dans le condensat est maxi- 
male à 7 = 0 et décroît lorsque la température augmente. On peut 
trouver la loi limite de la variation thermique de cette densité lors- 
que 7 —+ 0 en examinant les fluctuations d’une grandeur macrosca- 
pique — la fonction d'onde du condensat & (AR. A. Ferrell, N. Ale- 
nyhard, H. Schmidt, F. Schwabl, P. Szépfalusy, 1968). 

Rappelons tout d’abord que E est une grandeur classique à la- 
quelle correspond, en formalisme de mécanique quantique, l’opéra- 


teur W. De ce fait, on devrait en principe utiliser cet opérateur pour 
calculer les fluctuations. D’autre part, près du zéro absolu, dans le 
spectre des fluctuations d’une grandeur macroscopique le rôle prin- 
cipal revient aux vibrations de grande longueur d'onde. Dans le li- 
quide ces vibrations sont les ondes sonores décrites par les équations 
macroscopiques de la mécanique des fluides, ce qui permet de cons- 
truire un opérateur correspondant à la quantité € si l’on soumet c«l- 
le-ci à une quantification indépendante. 

Dans le cas donné, pour la quantité & = V n, exp (id) à la li- 
mite des grandes longueurs d’onde les plus fortes fluctuations affec- 
tent la phase D, qui est directement liée au potentiel de la vitesse 
superfluide par la formule (26,13). Rappelons que les deux quantités 
p et O ne sont pas univoques puisqu'on peut leur ajouter une cons- 


tante quelconque. La quantité Vrç, qui est univoque, ne peut s’ex- 
primer qu’en fonction des dérivées de ®, et les composantes de Fou- 
rier de ses fluctuations contiennent de ce fait des puissances excé- 
dentaires du vecteur d'onde k, ce qui signifie qu'elles seront petites 
pour les petits k. 

L'existence d’un lien entre la phase D et le potentiel q permet de 
relier directement la phase ® aux grandeurs caractérisant la distri- 
bution des phonons dans le liquide. Pour cela on considère &, et 
donc ®, comme un opérateur de seconde quantification et on l’expri- 
me selon (24,10) à l’aide des opérateurs de création et d'annihilation 
des phonons: 


A 1 2 a LS . = 
DD (er) (Gr)eiprn +cjer ir) (27,1) 
P 


1) En fait la masse volumique du condensat dans l’hélium liquide ne re- 
présente qu’une petite partie de la masse volumique totale du liquide. 
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(la masse volumique non perturbée du liquide s'écrit p = nm, où 
n est la densité du nombre de particules: l'indice zéro est omis). 
D'après ce qui a été dit plus haut, cela signifie que l'opérateur de la 
quantité macroscopique €, i.e. la partie à grande longueur d’onde de 


l'opérateur Y, peut être représenté sous la forme 
Ÿ—V nr exp(id). (27,2) 


où 7, est la densité des particules du condensat. 

Pour commencer nous utiliserons cette formule pour calculer la 
distribution en impulsions (pour les petites valeurs de celles-ci) 
des particules « hors condensat » d’un liquide de Bose. Dans une 
matrice densité p (r,,r.) pour les grandes distances |r, —r, | 
on peut utiliser l'expression de l'opérateur 1 (27,2): 


No re) = CŸ*(r,) Ÿ(r))& no (e-iD'rpeibien), (27.3) 
où la moyenne est calculée sur l’état du liquide à une température 
donnée. En raison de la petitesse des fluctuations on décompose cette 


expression suivant les puissances de @ en ne conservant que les pre- 
miers termes non évanescents (quadratiques). En remarquant que 


D+ — ©, on obtient 


NP ru ra) = n0— 10 (D2(r))+ m0 (Pr) D(r)). (27,4) 


Le troisième terme tend vers zéro lorsque |r, — r, | — c et four- 
nit la partie hors condensat cherchée de la matrice densité (dans un 
liquide homogène le deuxième terme ne dépend pas de r et constitue 
la correction à apporter à la densité du condensat, que nous évalue- 
rons plus loin par un procédé différent). En utilisant (27,1) on peut 
mettre la partie hors condensat sous la forme 


; nomu 4 2 : 
Vp' (r, ra) = y nr {(c5Cp) e-ipri-re)/R D 


A À À 1 
+ (cpc$) eiptri- re VA} — Lu >. - (7 se 3) eiptri-riVR, 
P 


avec 
np={[ePuT— 1j. 
En passant de la sommation à l'intégration on obtient 


dsp 
(2nh)s * 


nomu ( nn + 1/2 
no P 


No" (ro r)= ie CR 
Bien entendu, cette expression ne concerne que les contributions 
des petites valeurs de p (#/p est grand devant les distances interato- 
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miques). L'expression sous le signe d'intégration dans (27,5) déter- 
mine directement la distribution des particules suivant les impul- 
sions : 


1 
N= TE (n+7). (27,6) 
A T —0, cette formule donne 
N(p)= (27,7) 
(J. Gavoret, Ph. N'oziéres, 1964) et pour T 0, up & T on trouve: 
romT 
Np}=-s- (27,8) 


(P. C. Hohenberg, P. C. Martin, 1965). 
Maintenant on peut déterminer la variation thermique de la 
densité du condensat. On a par définition 


KL] d 

n(D=n— | N(p) x. (27,9) 
Si l’on porte directement (27,6) dans cette formule, l’intégrale 
divergera par suite des oscillations de zéro. Cette circonstance est 
liée à ce que (27,6) ne s'applique pas aux grandes valeurs de p et 
ne témoigne que de l'impossibilité de calculer par ce procédé la 
valeur de la densité du condensat à T = 0, qui doit être considé- 
rée ici comme une valeur donnée. Pour trouver la variation thermique 
il faut retrancher de nr, (T) sa valeur à T = 0, après quoi l'intégrale 
deviendra convergente et on obtiendra 


.! 


no (T)—n0 (0) = — 04 | Rp  d$p _ 
ño (0) n \ p (2rñ} 
mT® Û zdz mT: 
== SR  ——. D) 
— 2n°nuñrs \ e —1 12nuñs * (27.19) 
0 


Dans nos calculs nous avons négligé la variation thermique de la 

masse volumique totale du liquide, ce qui est justifié par le fait que 

‘ la dilatation thermique du liquide (déterminée par l'excitation des 

phonons) est proportionnelle à une puissance plus élevée de la tem- 
pérature: T* (cf. V, $ 67) !). 

Pour conclure nous ferons quelques remarques concernant la 

question du liquide de Bose bidimensionnel, ce qui nous semble 


1) Les formules ci-dessus sont valables pour tous les liquides de Bose et 
sont conformes aux formules qui ont été établies au $ 25 pour un gaz de Bose 
présentant un faible écart par rapport au cas du gaz parfait. En comparant les 
formules il faut tenir compte de ce que pour un tel gaz n, # nr et la condition 
de la petitesse de p est de la forme p& mu = h (an)!”®. 
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intéressant du point de vue méthodologique. Dans ce cas la partie 
de l'intégrale (27,9) dépendant de la température diverge selon 
une loi logarithmique dans le domaine des petites valeurs de p où, 
justement, la formule pour N (p) devrait être valable. Cela signifie 
que dans le cas bidimensionnel l'hypothèse fondamentale sur 
l'existence du condensat à des températures différentes de zéro est 
erronée; dans ce cas le condensat ne peut exister qu'à T =0!). 
Cette situation est analogue à celle des cristaux bidimensionnels 
(cf. V, 8 137). Dans ces derniers les fluctuations des déplacements 
des atomes dégradent le réseau tandis que les fluctuations de phase 
détruisent le condensat. L’analogie formelle entre ces deux cas consis- 
te en ce que l'énergie dépend de grandeurs qui ne peuvent figurer dans 
celle-ci que sous forme de dérivées. Dans le premier cas, ce sont les vec- 
teurs déplacement des atomes qui ne peuvent figurer dans l'expression 
de l'énergie vu que celle-ci est invariante par rapport aux translations 
du système tout entier. Dans le second cas, c’est la phase de la fonc- 
tion d'onde du condensat qui ne peut figurer elle-même dans la 
formule de l'énergie en raison de son caractère non univoque. Le 
fait que l'énergie ne dépend que des gradients de ces grandeurs 
conduit en fin de compte à la divergence des fluctuations. 

D'autre part. nous avons montré dans le tome V, $ 138, qu’une 
faible divergence (de type logarithmique) des fluctuations dans un 
cristal bidimensionnel donne lieu à une décroissance lente (loi de 
puissance) de la fonction de corrélation du système. De même, dans 
un système de Bose bidimensionnel, la matrice densité (27,3) décroît 
selon une loi de puissance lorsque | r, — r, |—+ oo, au lieu de ten- 
dre vers une limite finie comme dans le cas de l’existence d’un con- 
densal 2). En cela le système bidimensionnel diffère qualitative- 
ment d'un liquide ordinaire, et une transformation de phase du 
second ordre entre un liquide ordinaire caractérisé par une décrois- 
sance exponentielle de p (r,, r.) et un liquide caractérisé par une 
décroissance selon une loi de puissance devient possible dans le cas 
bidimensionnel. 


$ 28. Comportement de la masse volumique superfluide 
près du point À 


Nous avons déjà mentionné au $ 23 que la part de la masse volu- 
mique superfluide p.,/p décroît dans un liquide de Bose à mesure que 
la température s'élève, et devient égale à zéro au point de transfor- 
mation de phase du second ordre, dit point À du liquide. La tem- 


" e Cette conclusion s'applique également au gaz bidimensionnel parfait 
ose. 

3) Pour plus de détails voir J. W. Kane, L. Kadanoff. Phys. Rev. 155, 

80 (1967). 
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pérature 7', de ce point dépend de la pression P; l'équation T — 
= T;(P) décrit la ligne des points À sur le diagramme des phases 
dans le plan P, T. 

Dans la théorie générale des transformations de phase du second 
ordre, la variation de l’état d’un corps est décrite par le comporte- 
ment du paramètre d'ordre qui caractérise ses propriétés de symétrie. 
Pour une transition À d'un liquide de Bose le rôle de ce paramètre 
est assumé par la fonction d'onde Æ du condensat. laquelle décrit 
« l'ordre à grande distance » dans le liquide (cf. 8 26). Le caractère 
complexe de € implique que le paramètre d'ordre présente deux 
composantes. l’hamiltonien efficace du système (cf. V, $ 147) ne 
dépendant que de | & |?; il s'ensuit que celui-ci reste invariant 
dans la transformation E— ei avec « réel. 

Les données empiriques concernant la transition À dans l’hélium 
liquide témoignent évidemment de ce que la théorie des transforma- 
tions de phase de Landau ne s’y applique pas: le critère V (144.15) 
ne s'applique nulle part autour du point À (i.e. nulle part dans la 
région | T — T,|< T;). Pour décrire les propriétés de cette transi- 
tion on est amené à utiliser la théorie des fluctuations des transfor- 
mations de phase du second ordre, qui permet de relier entre elles 
les variations thermiques de différentes grandeurs. 

La variation thermique du paramètre d'ordre (et donc celle de 
la densité », du condensat) pour T— T, est décrite par l'indice 
critique B (cf. V. $ 148): 


[EI=V ro (Ti—T}. (28.1) 


C'est cependant le comportement de la masse volumique super- 
fluide p, qui présente le plus d'intérêt. Pour la calculer considérons 
un liquide dans lequel la phase ® de la fonction d’onde du condensat 
varie lentement dans l’espace. Cela signifie que le liquide est le 
siège d'un mouvement superfluide macroscopique de vitesse (26.12) 
et donc d'énergie cinétique (par unité de volume du liquide) 

vi 3 en 
= p, (VON. (8.2) 

On peut appliquer cette expression aux fluctuations de grande 
longueur d'onde du paramètre d'ordre. Selon l'hypothèse de l'in- 
variance d'échelle, le seul paramètre de longueur déterminant les 
fluctuations dans les environs du point de transition est le rayon 
de corrélation r, des fluctuations. Ce rayon détermine donc aussi 
l’ordre de grandeur des distances sur lesquelles la variation de la 
phase ® déterminée par les fluctuations est de l'ordre de l'unité; 
de ce fait la valeur moyenne du carré de la vitesse de fluctuation 
varie avec la température selon la loi 


vi co re? co (T,— T)*, 
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où v est l'indice critique du rayon de corrélation. D'autre part. 
comme c'est aux fluctuations de grande longueur d'onde que doit 
être attribuée la singularité des grandeurs thermodynamiques au 
point de transition. il est naturel d'admettre que près de ce point 
l'énergie cinétique des fluctuations (28,2) varie avec la température 
selon la même loi que la partie singulière du potentiel thermody- 
namique du liquide, i.e. comme (T7, — T}°-* (où «& est l'indice 
critique de la chaleur massique C,). On trouve ainsi que 


p0i oo ps (Ta — T)** (Ti —T)°"®, 


d'où p, © (T7, — T)®-a-2v, En tenant compte de la relation 3v — 
= 2— « (qui résulte de l'hypothèse de l’invariance d'échelle. 
cf. V, $ 149) on trouve finalement 


p, © (Ti —T)270/8, (28,3) 


C'est ainsi que s'établit le lien entre les variations de p, et de 
la chaleur massique en fonction de la température près du point À 
(B. D. Josephson, 1966) !). 


$ 29. Vortex quantifiés 


Un liquide ordinaire contenu dans un vase cylindrique tournant 
autour de son axe est entraîné par frottement contre les parois du 
vase et se met finalement à tourner comme un tout avec le vase. 
Dans un superfluide seule la composante normale est mise en rota- 
tion, tandis que la composante superfluide reste immobile vu qu’elle 
ne peut tourner comme un tout, car cela contredirait le fait que le 
mouvement du superfluide est à potentiel des vitesses ?). 

Pour des vitesses de rotation suffisamment élevées cet état 
devient thermodynamiquement défavorable. La condition de l’équi- 
libre thermodynamique implique le minimum de la quantité 


Evo = E — M9; (29,1) 


qui représente l'énergie par rapport à un référentiel tournant; Æ est 
l'énergie et M le moment cinétique du système par rapport à un 
référentiel fixe (cf. V, $ 26). Le terme —M9Q figurant dans l’expres- 
sion (29.1) rend thermodynamiquement favorable l'état avec 
MQ >> 0 (lorsque @ est grand) par rapport à l'état avec M = 0. 

Nous voyons qu'à mesure que la vitesse de rotation du vase 
augmente. il arrive un moment où apparaît l'écoulement superfluide. 


1) Pour l’hélium liquide les indices & et sont en fait très petits; on peut 
donc pie avec une bonne approximation B & 1/3, de sorte que p, + + 
nd (Ta = )°/ “ 

2) Lors de la rotation d'ensemble d'un liquide, la vitesse est v — Q Xr, 
où & est la vitesse angulaire et le rayon vecteur r est compté à partir d'un point 
arbitraire de l’axe. On a ainsi rot v = 2Q + 0. 
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La contradiction entre cette assertion et la condition de l'existence 
d'un potentiel des vitesses dans le mouvement superfluide n’est 
qu'apparente et est éliminée si l'on suppose que la condition du 
potentiel des vitesses n’est mise en défaut que sur des lignes parti- 
culières — des vortex apparaissant dans le liquide). Autour des 
vortex le liquide exécute un mouvement que l’on pourrait appeler 
rotation potentielle. ce qui implique que dans tout le volume du 
liquide, hors les vortex, rot v, — 0. 

L'épaisseur des vorlex existant dans le liquide est de l'ordre 
des dimensions atomiques et du point de vue macroscopique les 
vortex sont infiniment fins *). Leur existence n’infirme pas l’expres- 
sion (26,12) de la vitesse puisqu'elle suppose que le taux de variation 
spatiale de v, est petit. tandis que près d’un vortex v, varie à un 
taux aussi grand que l'on veut (voir plus loin la formule (29,3)). 
Il n’y a là d’ailleurs aucune contradiction avec la justification 
(cf. $ 23) du caractère irrotationnel du mouvement superfluide par 
les propriétés du spectre énergétique du liquide de Bose puisqu’à 
chaque vortex est attachée une certaine énergie macroscopiquement 
grande (voir plus loin (29.8)), et l’état du liquide comportant des 
vortex ne peut être considéré comme faiblement excité. 

Examinons les vortex en nous plaçant d’abord à un point de vue 
purement cinématique; ce sont alors des lignes singulières dans la 
distribution des vitesses d'un mouvement irrotationnel du liquide. 
Chaque vortex peut être caractérisé par une valeur déterminée (soit 
2n%x) de la circulation de la vitesse le long d’un contour fermé embras- 
sant le vortex: 


$ v, di = 21. (29,2) 


Cette valeur ne dépend pas du choix du contour d'intégration. Si 
C; et C, sont deux contours embrassant le vortex, la différence des 
circulations de la vitesse le long de ces contours est égale, selon 
le théorème de Stokes, au flux du vecteur rot v, à travers la surface 
construite entre C, et C,; mais comme cette surface ne coupe nulle 
part le vortex, on peut affirmer qu’en tous ses points rot v, — 0. et 
l'intégrale devient égale à zéro. 11 s'ensuit également que le vortex 
ne peut s’interrompre, il se ferme sur lui-même ou bien prend fin 
aux frontières du liquide (dans le cas d’un liquide illimité les deux 
extrémités du vortex se trouvent à l'infini). En effet, si le vortex 
possédait une extrémité libre, on pourrait construire sur le contour 
C une surface ne coupant nulle part le vortex, ce qui signifie que 
l'intégrale dans le premier membre de (29,2) serait nulle. 


1) Cette hypothèse fut avancée par L. Onsager, 1949, puis développée par 
R. P. Feynman, 1955. 

2) Cette assertion ne concerne cependant pas le voisinage immédiat du point 
À où l'épaisseur du vortex est de l’ordre du rayon de corrélation des fluctua- 
tions. 
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La condition (29.2) permet de déterminer la distribution des 
vitesses dans le liquide se déplaçant autour du vortex. Dans le cas 
simple d’un vortex rectiligne dans un liquide illimité, les lignes de 
courant sont des circonférences dont les plans sont orthogonaux au 
vortex et dont les centres se situent sur ce dernier. La circulation 
de la vitesse le long d’une telle ligne est égale à 2nrv,, de sorte que 


=, (29.3) 
où rest la distance jusqu’au vortex. On notera que dans le cas d'une 
rotation à potentiel des vitesses la vitesse décroît à mesure que l’on 
s'éloigne de l’axe de rotation (du vortex), contrairement au cas 
d'une rotation d'ensemble où la vitesse croît proportionnellement à r. 

Pour un vortex de forme arbitraire la distribution des vitesses. 
est donnée par la formule 


Vs =+ \ RAR: , (29,4) 


e! 


où l'intégration est effectuée le long du vortex et KR est le rayon 
vecteur mené de dl vers le point d'observation de la vitesse !). A des 
distances du vortex qui sont petites devant son rayon de courbure, 
la formule (29,4) se ramène de façon approchée à (29,3). 

Nous avons déjà montré que les formules (29.2) à (29,4) résultent 
uniquement du caractère irrotalionnel du mouvement du liquide. 
La nature quantique du vortex dans un superfluide se manifeste en 
ce que la constante x ne peut prendre que des valeurs appartenant 
à une série discrète. En effet l’utilisation de l’expression (26,12) 
donnant la vitesse v, en fonction de la phase ® de la fonction 
d'onde du condensat permet de trouver la circulation de la vitesse 


; ñ 
«Q v,d\ = + A, (29,5) 


où AO est la variation de la phase accompagnant le parcours le 
long du contour. Mais comme la fonclion d’onde est univoque, la 
variation de sa phase lors du retour au point de départ ne peut. être 
égale qu’à un multiple entier de 2x. 11 s'ensuit que 


x = nh/m, (29,6) 


où nr est un nombre entier. Nous montrerons dans ce qui suit que 
seuls sont thermodvnamiquement stables les vortex possédant la 


1) Cette expression pourrail être écrile directement par analogie avec la 
formule de Biot-Savart pour le champ magnétique des courants linéaires. La 
coïncidence formelle de ces deux problèmes apparaît de façon évidente dès que 
l'on compare la circulation de la vitesse (29,2) avec la circulation du champ 


magnétique H autour du courant linéaire J : Hal — y . Chacun des problè- 
mes découle de l’autre si l'on effectue les substilutions H—v,, J/e-> x/2. 
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plus petite valeur possible de la circulation (7 — 1). Nous pose- 


rons donc 
x = him. (29,7) 


Calculons maintenant la vitesse de rotation critique du vase 
cylindrique pour laquelle apparaît le premier vortex. Par raison 
de symétrie ce vorlex est disposé le long de l'axe du vase. La varia- 
tion de l’énergie du liquide due à l'apparition du vortex est égale à: 


AE= | ee dv =£e L | vi-2nr dr= Loue | 


dr 

ee 

(L est la longueur du vase). L'intégration par rapport à dr doit 
être effectuée dans les limites entre le rayon À du vase et une certaine 
valeur r — a qui est de l’ordre des distances atomiques, sur lesquelles 
l'étude macroscopique perd tout son sens; en raison de sa divergence 
logarithmique la valeur de l'intégrale est peu sensible au choix 
exact de la valeur de a. Ainsi, 


AE = Lap, À In À (29,8) 


(cette expression possède une précision dite logarithmique, i.e. on 
suppose que non seulement le rapport R/a est grand, mais son loga- 
rithme aussi) !). Le moment cinétique du liquide en rotation est 
égal à 


M=\pwrdV=pex | dV=LaR® Ep. (29,9) 


La formation d'un vortex est thermodynamiquement justifiée si 
AE; = AE — MQ<O0, ï.e. si 


ki R 
Q>Q, = MM et (29,10) 

Les considérations développées ci-dessus permettent de com- 
prendre pourquoi les vortex avec r >> 1 dans (29,6) s'avèrent ther- 
modynamiquement instables. Si l'on remplace la valeur n — 1 par 
une valeur nr > 1, l'énergie AE augmente de n° fois et le moment 
cinétique M, de n fois. Quant à l'énergie AËE.,,:, elle augmente 
automatiquement. 

A la suite de l'accroissement ultérieur de la vitesse de rotation 
du vase cylindrique (au-delà de la valeur critique (29,10)) de nou- 


1) Le mouvement autour du vortex s'accompagne généralement d'une cer- 
taine variation de la masse volumique du liquide. Le fait que nous avons négli- 
gé cette variation dans les calculs ci-dessus est justifié par ce que la principale 
contribution à l'énergie (29,8) résulte de grandes distances r sur lesquelles la 
variation de la masse volumique est petite (en raison de la divergence logarith- 
mique de l'intégrale). Pour cette même raison on peut négliger la contribution 
à AE de la variation de l'énergie interne du liquide. | 
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veaux vortex apparaissent, et pour Q > Q,. le nombre des vortex 
devient très grand. Leur distribution sur la section droite du vase 
tend à devenir uniforme, et à la limite l’ensemble des vortex imite 
la rotation de la partie superfluide du liquide prise comme un tout !). 
Le nombre de vortex correspondant à une valeur donnée (élevée) 
de Q se laisse aisément déterminer à condition d'exiger que la cir- 
culation de la vitesse le long d’un contour embrassant un grand 
nombre de vortex possède une valeur correspondant à la rotation 
d'ensemble du liquide. Si un tel contour embrasse une aire unité 
(dans le plan orthogonal à l’axe de rotation) on aura 


c L 
$ v, di = v.2nx = 21v— , 


où v est la densité de la distribution des vortex sur la section droite 
du vase. D'autre part, lorsque le liquide tourne d’un bloc, rot v, — 
— 2Q et la même circulation vaut 2Q. En identifiant les deux 
valeurs il vient 

v = mQ/ni. (29,11) 


Dans un certain sens l’apparition des vortex atténue les pro- 
priétés du superfluide. Les excitations élémentaires constituant la 
composante normale du liquide seront maintenant diffusées par les 
vortex et leur communiqueront (ainsi qu'à la composante super- 
fluide) une partie de leur impulsion. Cela implique l'apparition d’une 
force: de frottement mutuel entre les deux composantes du liquide. 

En général, les vortex se déplacent dans l’espace avec le liquide 
qui s'écoule. À T = 0, lorsque tout le liquide est à l’état superfluide, 
chaque élément dl du vortex se déplace avec la même vitesse v, 
que celle que le liquide possède au point où se trouve cet élément. 
Lorsque la température est différente de zéro, la force de frotte- 
ment qui s'exerce sur les vortex leur communique une certaine vitesse 
de translation par rapport à la composante superfluide. 

Les vortex qui apparaissent lors de la rotation possèdent une 
forme rectiligne. L'écoulement du liquide dans les tubes capillaires, 
les fentes, etc., peut donner lieu à la formation de vorter en forme 
d'anneaux (anneaux tourbillons). La formation de ces derniers déter- 
mine la suppression de l’état superfluide lorsque la vitesse d’écoule- 
ment dépasse une certaine valeur critique. Les valeurs réelles de 
ces vitesses critiques dépendent des conditions d'écoulement concrè- 
tes; elles sont cependant très inférieures à la valeur au-delà de 
laquelle la condition (23,3) se trouve en défaut. 


1) On s'en rend parfaitement compte en remarquant que puisque le nombre 
de vortex croît proportionnellement à @ (voir plus loin (29,11)) le deuxième 
terme dans AE;0t = AE — MQ croît comme Q* et le premier, comme Q; il 
s'ensuit que pour 8 > Q.- on peut négliger ce deuxième terme. Minimiser 
AË;.t revient alors à maximaliser M, et c'est précisément ce qui se produit 
lors de la rotation d'ensemble du liquide. 


10—01124 
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Contrairement aux vortex reclilignes qui peuvent rester sur place 
dans un liquide au repos (loin du vortex), les vortex en forme d’an- 
neau se déplacent par rapport au liquide. La vitesse de déplace- 
ment de chaque élément de longueur du vortex est égale à la valeur 
de v, qui est créée (selon la formule (29,4)), à l'endroit où il se trou- 
ve, par toutes les ‘autres portions du vortex; pour les vortex incur- 
vés, cette valeur est en général différente de zéro. En conséquence 
les anneaux tourbillons possèdent chacun non seulement des énergies 
mais aussi des impulsions bien déterminées et constituent ainsi un 
type particulier d’excitation élémentaire. 


Problèmes 


1. Calculer la vitesse de déplacement et l'impulsion d'un vortex annulaire. 


Solution. Chaque élément de l'anneau se déplace avec la vitesse v, 
en un point donné, et compte tenu de la symétrie de l'anneau tous ses points 
sont animés de la même vitesse. Par conséquent il suffit de déterminer la vites- 
se v, créée en un point quelconque P de l’anneau par ses autres parties. Les 
éléments dl de l'anneau et les rayons vecteurs R menés de dl vers le point P 
sont contenus dans le plan de l'anneau; il s'ensuit que la vitesse au joins P 

donnée par la formule (29,4) est perpendiculaire au 
2 plan de l'anneau (c'est pour cela que l'anneau se 
déplace sans changer de forme et de dimension). 
Déterminons la position de l'élément dl par 
l'angle 8 (fig. 3). On a alors 


# ” dd=R,dÿ, R=2Rysin, 
… Ÿ 
IddXRI=Rsin- dl 


(R, est le rayon de l'anneau), et on tire de (29,4) 
l'expression de la vitesse v de l'anneau: 
H4 


(LL 
Û 


Fig. 3 = Sn * | 6: 


Toutefois, cette intégrale diverge logarithmiquement à la borne inférieure et 
doit être bornée à la valeur 8 < a/R,, qui correspond à la distance atomique 
(— a) séparant l'élément dl du point P. Avec la précision logarithmique l'inté- 
grale est déterminée dans l'intervalle a/R,< 8< x et vaut 


1 
248 Ro 
| 2m, 
-a/Ro 
de sorte que 
=] LL SLR CLS (1) 
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Avec la même précision logarithmique l'énergie du vortex annulaire est 
donnée par l'expression 


e= 22 RoPa In 2 (2) 


(c'est la formule (29,8) où l'on a effectué les substitutions R—+ R,, L—r27R;). 
L'énergie e est liée à la vitesse v par la relation de/dp = v, où p est l'impulsion 
de l'anneau. On entire 


dp= À = Antps À Ro Ro 


(avec la précision logarithmique, lors de la dérivation, on posera que le plus 
grand logarithme est constant) et donc 


LU L a 
p=2ntps— Rè. (3) 


Les formules (2) et (3) déterminent sous une forme paramétrique (paramètre R) 
la dépendance & (p) pour les vortex annulaires. 

On notera qu'en raison du caractère logarithmique de l'intégration qui 
conduit à la formule (1) cette dernière reste valable (aux notations près) pour 
la vitesse v de déplacement de tout élément d’un vortex incurvé de n'importe 
quelle forme: 


# À 
omome (4) 


Ici best le vecteur unitaire orthogonal au plan tangent en un point donné du 
vortex (vecteur de la binormale); À, le rayon de courbure du vortex au point 
considéré ; À la distance caractéristique sur laquelle varie la courbure du vortex. 


2. Etablir la loi de la dispersion des petites vibrations d’un vortex recti- 
ligne (W. Thomson, 1880). 


Solution. Faisons coïncider la ligne du vortex avec l'axe des z et carac- 
térisons les déviations des points du vortex lors de ses vibrations par le vec- 
teurr = (r, y); la dépendance de ce vecteur par rapport à z et au temps £ est de la 
forme exp [i (Kz — wt)]. La vitesse de déplacement des points du vortex est 
GODnée DA la formule (4), À désignant ici la longueur d'onde des vibrations 
A 1/k) 


Le vecteur de la binormale b — t X n, où t et n sont les vecteurs unitaires de 
la tangente et de la normale principale à la courbe. D'après une formule con- 
nue de la géométrie différentielle, d'r/dl® — n/R,, où l'est une longueur comptée 
le long de la courbe. Lorsque le vortex exécute de petites vibrations, il ne s'in- 
curve que légèrement et on peut poser ! & zett — n. (vecteur unitaire le long 
de l'axe des :); dans ces conditions 


b d?r 


Re MX —k?(n; Xr). 


On trouve ainsi l'équation de mouvement du vortex 
2 
—ior— et xr)n— 


10* 
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Sous forme développée c'est un système de deux équations linéaires homogènes 
en zet y; en égalant à zéro le déterminant de ce système on trouve la relation 
cherchée entre & et k: 


$ 30. Vortex dans un gaz de Bose quasi parfait 


Nous avons déjà indiqué que l'épaisseur des vortex se formant 
dans les liquides est comparable aux dimensions atomiques. A ce 
point de vue le cas du gaz de Bose quasi parfait fait exception; ici 
le « cœur » du vortex, où les propriétés du milieu sont notablement 
modifiées, possède (comme nous le verrons ci-dessous) une épaisseur 
macroscopique et sa structure peut être décrite de façon macroscopi- 
que (V. Ginzburg, L. Pitayevski, 1958 ; L. Pitayevski, 1961; 
E. P. Gross, 1961). 

Considérons un gaz peu différent d'un gaz parfait à la tempéra- 
ture du zéro absolu. Dans ces conditions presque toutes ses particules 
se trouvent à l’état de condensat. En termes des opérateurs 1 cela 


signifie que la partie « hors condensat > de l'opérateur (W”’) est 
petite par rapport à sa valeur moyenne, i.e. par rapport à la fonction 
d'onde du condensat &. Si l'on néglige totalement cette petite 
partie la fonction ® vérifiera la même « équation de Schrôdinger » 


(7,8) que celle qui s'applique à l'opérateur Ÿ tout entier. En ne 
tenant compte que des interactions par paires, cette équation s'écrit 
(pour le cas de particules dénuées de spin) 


if REG = (SA +n)E( + 


LE(Lr) \ [E(t, r')[2U(r—r) d8z'. (30,1) 


e 


En admettant que la fonction & (f, r’) varie peu sur une distance 
atomique, nous pouvons la faire sortir de sous le signe d'intégration 


en l'écrivant & (t,r), de sorte que l'intégrale se réduit à \ U (rx = 


= U,. En y portant encore la valeur u = nU, (cf. (25,6), n étant 
la valeur non perturbée de la densité du nombre de particules 
dans le gaz), on obtient l'équation 


ih À = —JAE+U (EE (NE). (30,2) 
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A l'état stationnaire E ne dépend pas du temps !). A un vortex 
rectiligne correspond une solution de la forme 


E=Vreirf(), fn, (30,3) 


dE V'2mUon 


où r et @ sont respectivement la distance jusqu’à l'axe du vortex 
et l’angle polaire autour de cet axe. La phase de cette fonction 
correspond à la valeur de la circulation donnée par (29,7). Le carré 


f(E) 
1 


Fig. 4 


| € |? représente la densité du nombre de particules dans le con- 
densat; à l’approximation utilisée ici elle coïncide avec la 
densité totale du gaz. Pour r —+ cette dernière doit tendre vers 
la valeur donnée n et la fonction f doit tendre vers 1. 

En introduisant la variable sans dimension £ = r/r, nous obte- 
nons pour la fonction f (E) l'équation 


1 d d 
++ TR) + F=0. (30,4) 
On a représenté sur la figure 4 la solution de (30,4) obtenue par 
intégration numérique. Pour ë—0 cette solution tend vers zéro 
proportionnellement à & et pour £—+ © elle tend vers { comme ÿ = 
= À — Fe 

Le paramètre r, détermine l'ordre de grandeur du rayon du 
« cœur » du vortex. En remplaçant U, par la longueur de diffusion, 
d'après la formule (6,2) U, = 4nk%°a/m on trouve que 


ro nm 4/25 nus 
où n = an!/5 est le paramètre des gaz. Nous voyons que ce rayon 


est effectivement grand par rapport aux distances interatomiques, 
à condition que n soit petit. 


1) Rappelons que l'équation (30,1) correspond déjà à l'hamiltonien À" = 
= H — Nyl 


150 LA SUPERFLUIDITE (CH. III 


Problème 


Déterminer le spectre des excitations élémentaires dans un gaz de Bose 
quasi parfait en l'assimilant à la loi de dispersion des petites vibrations de la 
fonction d'onde du condensat. 

Solution. Considérons les petites vibrations de Æ autour de la valeur 
moyenne constante Wn: 


E= a+ Aeitkr-et) + pee ikr-ot), 


où À, B* sont de petites pis complexes. En portant cette expression 
dans l'équation (30,2), en la linéarisant et en séparant les termes ayant des 
facteurs exponentiels différents, on obtient un système de deux équations 


hoA= A+nU, (A+ B), 


—hoB=< B+ nlo(4+B) 


A 


(p = hik). En égalant à zéro le déterminant du système on en tire 
P\ Po 
(Ko) — (5) Es RE nCo. 


résultat qui coïncide avec (25,10). 


8 31. Fonctions de Green d’un liquide de Bose !) 


L'appareil mathématique des fonctions de Green d’un liquide 
de Bose s'établit d'une façon analogue à l'appareil des systèmes 
de fermions. Nous pouvons donc omettre certains raisonnements 
et nous commencerons par donner les principales définitions et 
formules en mettant en relief les différences qui résultent d’une 
statistique différente et de l'existence d’un condensat *). Comme dans 
les autres paragraphes de ce chapitre on supposera que les particules 
‘constituant le liquide sont dénuées de spin. 

Afin de déterminer la fonction de Green d’un liquide de Bose il 
convient de dégager dans les opérateurs de Heisenberg la partie 
qui correspond au condensat; on écrit les opérateurs sous la for- 
me (26,4). La fonction de Green est définie sur la base de la partie 
«hors condensat » des opérateurs comme suit: 


GX A)= —i(TŸ'(X) Ÿ(X), (31,1) 


où les chevrons (...) désignent de nouveau la moyenne sur l’état 
fondamental du système et T est le symbole du produit chronologi- 


1) Dans les $$ 31 à 33, 35 on utilisera un système d'unités où % = 1. 

2) L'application de la technique mathématique des fonctions de Green 
aux systèmes de bosons comportant un condensat a été élaborée par S. Bélia- 
eu (1958). 
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que. Mais à la différence des fermions, la permutation des opéra- 
teurs 4 effectuée pour les disposer dans l'ordre requis ne doit 
pas s'accompagner d’une inversion du signe du produit, de sorte que 
(à la différence de (7,10)) 


Ÿ' X Ÿg'+ X, L ta, 
iG (A4 x9={ . 7e : ht 
CP (AS) Ÿ' (A), Hits. 


La même valeur moyenne que (31,1) mais comportant les opérateurs 4 
complets à la place des opérateurs « hors condensat » donnerait 


— TP (X,) FX) = —ino +G (Xi; Xe), (31,3) 
où n, est la densité du nombre de particules dans le condensat !). 
Dans un liquide homogène la fonction G ne dépend, naturellement, 
que de la différence X — X, — X.. 

La matrice « hors condensat » de la masse volumique p’ s'exprime 
à l’aide de la fonction de Green comme suit: 


No’ (rs, re) = iG(t, rm; th +0,re:) = iG(t = —0,r) (31,4) 

(on notera que le signe commun est différent de celui de (7,18)). 

Pour r, = r, on en tire notamment la densité complète du nombre 
de particules hors condensat 

D ny=iG(t=—0, r—0) (31,5) 


(31,2) 


(cf. (7.19)). 

Le passage à la représentation en impulsion s'effectue à l’aide 
des formules (7,21). (7,22). La normalisation de la fonction G (w, p) 
s'exprime par la formule 


= no+i lim | Gt, pe-tot Jour 
t—-0 


Cr) 


(31,6) 


(cf. (1.24)). 

Pour la fonction de Green d’un système de Bose donné dans la 
représentation en impulsion on peut obtenir un développement 
analogue à celui que nous avons obtenu dans le $ 8 pour un systè- 
me de Fermi. Des calculs tout à fait analogues fournissent d'abord 
la formule 


AmÔ (P — Pr) 

= (973 {m9 (PT m) 

G(w, p) = (2x) 2 GS Eo(N) — Em (N + D) H 10 
Bmô (P+ Pm) 


RUE nu)" (81,7) 

1) Comme pour le système de Fermi, nous considérerons les états du sys- 

tème de Bose correspondant à une valeur donnée du potentiel chimique pu (et 

non pas du nombre Y). En conséquence le rôle de l’hamiltonien du système est 

assumé par la différence H° = H — NW (7,1). La partie de l'opérateur 1 corres- 
pondant au condensat est alors indépendante du temps. 
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où 
An=1(014(0)1m)l?, Bn=|6m |%(0) 10)? 


(p’ (r) est l'opérateur de Schrôdinger hors condensat) !). Afin d’ame- 
ner ce développement à sa forme définitive, remarquons que dans 
un système de Bose les énergies d’excitation e; (NW) sont définies 
comme les différences (toujours positives) entre les énergies des 
états excités du système et l'énergie de son état fondamental pour un 
nombre constant N de particules. Comme E, (N) + u Æ E, (N +1) 
on obtient 


En (N+1)—E (N)—u% En (N +1) —ES(N +1) = 

= Em (N+1)> 0, 
En (N—1)—E(N)+uÆ Em(N —1) — Eos (N —1) = 

= em (N—1)> 0. 


Or l'addition ou le retrait d’une particule ne fait varier les propriétés 
du système que dans les termes dont l'ordre relatif est — 1/N ; pour 
un système macroscopique ces termes sont négligeables, de sorte 
que l’on peut admettre que les énergies d’excitation e,, (N + 1) 
sont toutes deux égales à e, (N). On obtient finalement 


= Amôm (P—Pm) ___Bmôm (P+ Pm) 
Ga, p= CE (Re — ete Je (61) 


En utilisant le même procédé que celui qui a été utilisé pour 
établir (8,14) on déduit de ce qui précède que pour les systèmes de 
Bose la partie imaginaire de la fonction de Green est toujours 


négative : 
Im G (w, p) < 0. (31,9) 


La forme asymptotique de la fonction de Green pour w—> 
‘reste la même que dans le cas de systèmes de Fermi: 


G(o®, p}—+ 1/6 pour | © |— co (31.10) 
(cf. (8,15)). Il importe de tenir compte de la règle de commutation 
Er) (r)— Être) Ÿ(br)=ô(r—re), 


où on trouve le commutateur des opérateurs Ÿ et Ÿ+à la place de 
l'anticommutateur ?). 


1) La formule (31,7) correspond à la formule (8,7). Le facteur 1/2 est absent, 
car les particules sont dépourvues de spin. On notera que le signe devant le 
second terme dans (31,7) diffère de celui que l'on trouve dans (8,7). 

2) Le fait que nous avons dégagé dans la définition de G la partie de con- 
densat des opérateurs 1 ne tire pas à conséquence: au terme constant —in, 
de (31,3) correspond dans la représentation en impulsion la fonction 6 6 (w) à (p) 
n’affectant pas (31,10). 


$ 51] FONCTIONS DE GREEN D'UN LIQUIDE DE BOSE 153 


Des raisonnements en tous points semblables à ceux du $ 8 con- 
duisent à la conclusion fondamentale que les pôles de la fonction 
de Green déterminent le spectre des excitations élémentaires 


G”1 (e, p) = 0. (31,11) 


On ne doit garder ici que les racines positives de cette équation; 
à la différence de (8,16) il ne faut pas retrancher pu de &. 
Près de son pôle la fonction de Green est de la forme 


Z. 
CO: 270 2Z<0 (31,12) 


le signe du résidu au pôle coïncide avec le signe de w comme l’impli- 
que le fait que les coefficients 4,,, B, dans (31,8) sont positifs (la 
valeur du résidu n’est limitée par aucune condition semblable, par 
exemple, à la condition (10,4) dans le cas des systèmes de Fermi). 
A l'aide de (31,12) on vérifie facilement (comme au $ 8) que l’iné- 
galité (31,9) assure automatiquement que le coefficient d’affaiblis- 
sement des quasi-particules est positif, i.e. le signe correct de 
—Im e > 0 lorsque les valeurs de e se déplacent dans la région 
complexe. 

La possibilité du passage des particules hors condensat dans le 
condensat et inversement a pour conséquence que dans l'appareil 
mathématique des fonctions de Green des systèmes de Bose à côté 
de la fonction (31,1) apparaissent automatiquement (on le verra 
dans le $ 33) les fonctions 


iF(Xu Xe) =(N—2]TŸ'(X,) (XD) IN), (31,12) 
Ft (XX) =(N | TÈUX) Ÿ AIN — 2) = 
=(N+2|TŸ*(X,) D (A)IN), (81,14) 


l'élément matriciel étant calculé pour les transitions s’accompa- 
gnant de la variation du nombre total de particules dans le système 
et le symbole | N } désignant l’état fondamental du système à V 
particules (la dernière égalité dans (31,14) est valable aux quantités 
= A4/N près; cf. note au bas de la p. 133). Les fonctions F et F* ainsi 
définies sont dites fonctions de Green anomales. Nous allons montrer 
que dans un liquide homogène et immobile les fonctions F et F* 
coïncident. 

Tout comme la fonction G, les fonctions F et F* concernant un 
liquide homogène ne dépendent que de la différence X = X, — 


154 LA SUPERFLUIDITÉ (CE. IUT 


— X,!). Comme la permutation de X, et X, ne modifie que l'ordre 
de disposition des opérateurs dans le produit, qui s'établit de toute 
manière lors de l'opération de fixation de la chronologie, on a 


F(X)=F(— X) (31,15) 


Il s'ensuit que dans la représentation en impulsion F est une fonction 
paire de son argument 


F(P)=F(—P). (31,16) 


Par ailleurs une relation déterminée entre F et F* s'établit sur la 
base de la propriété suivante de l'opérateur de Heisenberg pour 
un liquide immobile ?): 


Ÿ+ (4, r)=Ÿ(—t, —Fr). (31,17) 


1} Le fait que la fonction F est indépendante de la somme des temps t, + 
+ t, tient à ce que dans la définition de l'hamiltonien H° = H — uN figure 
le terme — uŸ. Ainsi le terme 


E(N+2)—E(N) # 26E/0N = 2u 


se trouve exclu de la différence des valeurs propres de l'énergie des systèmes 
comportant des nombres de particules différents et le facteur exp [— iu (t,+ 


+ 1.1] est exclu dans les éléments matriciels de l'opérateur Yvys. 
?) La preuve en est la suivante. Tous les éléments matriciels des opéra- 


teurs a as différents de zéro peuvent être définis comme des quantités réelles 


(cf. III, (64,7), (64,8)); en ce sens les opérateurs sont réels, i.e. a = as = 8. 
Il s'ensuit que l'opérateur de Schrôdinger 


Ÿ (r)}= Fe a eir" 


2 


jouit de la propriété ÿ* (r) = f (— r). Cela implique l'égalité (31,17) pour l'opé- 
rateur de Heisenberg 


Ÿ (Er) = exp (it) Ÿ (r)exp(—iÂt). 


On le vérifie aisément en remarquant que pour un système dénué d'interactions 


de spin, l'hamiltonien H est réel (de sorte que H* = H) et invariant par rap- 
port à l'inversion. Notons cependant que dire que l’hamiltonien est réel sous- 
entend l'absence de tout mouvement superfluide macroscopique dans le liquide. 
Pour un système de bosons à condensat, l'hamiltonien dépend d’un paramètre 
macroscopique, la fonction d'onde du condensat =. Dans un liquide en mouve- 
ment ce paramètre est complexe, ce qui entraîne que l'hamiltonien est com- 
plexe lui aussi (et hermitique, bien entendu). 
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En posant t, > t, on a donc 
FX, X)=(N +21 VX) (XD IN) = 


= (NÉ (À) ŸCAIN +2 = 
= (NÉ C—XDŸC-XDIN+D=iF(—X, —X,), 


ou F*+(X) = F (— X). Compte tenu de (31.15) on en tire la rela- 
tion cherchée 


F+(X) = F (X). (31,18) 


En exprimant la fonction F (X) à l’aide des éléments matriciels 
des opérateurs Ÿ on peut obtenir pour F (w, p) un développement 
analogue à (31,8), ce qui permet de préciser les pôles de cette fonc- 
tion. Nous ne le ferons pas ici, car il suffit de signaler que les pôles 
de la fonction F (w, p) coïncident avec les pôles de la fonction 
G(o. p)- 

Pour conclure ce paragraphe, calculous la fonction de Green G(® 
du gaz parfait de Bose. Remarquons d'abord que puisque à l'état 
fondamental toutes les particules de ce gaz font partie du condensat, 


l'opérateur d’annihilation des particules hors condensat Ÿ agissant 
sur la fonction d'onde de l'état fondamental s'annule. En consé- 
quence la fonction G(® (t, r) n’est différente de zéro que pour t — 


= t, —1t, > 0 (dans ce cas c'est l'opérateur de création W’+ qui 
agit le premier). 

Quoique pour un gaz parfait u — 0, nous n’utiliserons pas ce 
résultat et nous considérerons u comme un paramètre libre dont la 
valeur n’est pas prédéterminée ; ceci est nécessaire pour pouvoir uti- 
liser la fonction G(° dans la technique des diagrammes appliquée 
à un liquide arbitraire où pu joue justement le rôle de paramètre 


libre. Nous écrirons donc l'opérateur LA (t, r) sous la forme 
je’ 1 ” . D 
RENE 3 avexp[i(pr—t+ut)] (81,19) 
P 


(cette équation diffère de (26,1) par le terme int dans les exponen- 
tielles). En portant cette expression dans la définition de G{° selon 
(31,2) on constate que dans l'évaluation de la moyenne (calcul de 


l'élément de matrice diagonal) seuls les produits 4,4; et aÿa, four- 
nissent un résultat différent de zéro; or à l’état fondamental du gaz 
les nombres de remplissage de tous les états des particules avec 
p 0 sont nuls; il s'ensuit que 


(aka) =0, (ana) =1. 
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En effectuant par le procédé usuel le passage de la sommation sur p 
à l'intégration, il vient 
: . p? 5 5 ds 
Got, = (ee | exp [ ie t+ nt+ipr] pour t>0, 
| 0 pour {<< 0. 
(31,20) 


On en déduit l'expression de la fonction de Green dans la représen- 
tation en impulsion 


GO (w, p}=—i (exp(—i-Æt+ iut+ int) dt. 
0 
L'intégration se fait à l’aide de la formule 
È ‘ 
(ei À} (31,21) 


(on introduit dans l'expression à intégrer le facteur e-Àt avec À > 0, 
après quoi on passe à la limite À—+ 0). On trouve finalement 


GO (w, p}= Lo—+u+i0]. (31,22 


En ce qui concerne la fonction F, pour un gaz parfait F((X) — 
= 0, comme il découle de la définition (31,13) dans laquelle les 
deux opérateurs annihilent les particules hors condensat. De ce fait, 
dans la représentation en impulsions 


FO (w, p) = 0. (31.23) 


Cette égalité exprime le fait que les particules hors condensat n'ap- 
paraissent, à T — 0, qu’à la suite d'interactions mutuelles. 


Problème 
Trouver la fonction de Green du champ de phonons définie par 
D=(Xa X2) = D(Xi—X:)= — à (TP (X1)P' (X2)), (1) 


où les chevrons désignent la moyenne sur l'état fondamental du champ; p' est 
l'opérateur masse volumique défini par (24,10) et le produit chronologique 
s'effectue selon la règle (31,2). 

Solution. En portant (24,10) dans la définition (1) on remarque que 
puisque dans l'état fondamental tous les nombres de remplissage des états 
phononiques sont nuls, seules les valeurs moyennes (ci) — { sont différentes 
de zéro. En passant de la sommation sur k à l'intégration, on obtient 


( pk dk 
De, n= (PE dau dk, 
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où les signes — et + dans l'exposant se rapportent respectivement à t > 0 et 
t < 0 (dans l'intégrale se rapportant à #: < Ü on a effectué la transformation de 
la variable d'intégration k—+ — k). L'expression à intégrer (sans le facteur cik') 
représente déjà la composante du développement de Fourier de la fonction 
D (t. r) suivant les coordonnées. En effectuant encore le développement sui- 
ne le temps on obtient la fonction de Green dans la représentation en im- 
pulsion 


œ U 
D (6, k) = f( out gp + | eitw+uk)}t a) ; 
0 


On intègre à l’aide de la formule (31,21): 


pk LS 1 . pi: 
DONS, La © uk— 10 Er 


$ 32. Application de la technique des diagrammes 
au liquide de Bose 


L'adaptation de la technique des diagrammes au calcul des fonc- 
tions de Green des systèmes de Bose s'effectue de façon semblable 
à ce que nous avons fait aux $$ 12, 13 pour les systèmes de Fermi. 
Nous commencerons par formuler les règles d'utilisation de cette 
technique pour le cas de systèmes à interactions paires des particules 
décrites par l'opérateur 


(O=— | + (4, r) É+(, r)U(n—r) (Er) Ÿ (Er) dir, dir. 
(32,1) 


La particularité des liquides de Bose comportant un condensat 
réside avant tout en ce que tous les opérateurs ÿ de Heisenberg doi- 


vent être présentés sous la forme Ÿ — Ÿ'+e, où Ÿ’ est la partie 
hors condensat et Æ la fonction d'onde du condensat qui, pour un 
liquide immobile, est tout simplement un nombre réel Wnr,!). 
Après cette substitution l'opérateur (32,1) se décompose en plusieurs 


termes contenant chacun de 4 à 0 opérateurs Ÿ’ (ainsi que le nombre 


supplémentaire correspondant de facteurs Wn;). 

Tout ce qui a été dit au $ 12 au sujet du passage à la représenta- 
tion d'interaction reste complètement en vigueur; l’explicitation des 
expressions que l'on obtient ainsi s'effectue à l'aide du théorème 
de Wick (à cela près que la permutation des opérateurs 1 dans le 
produit moyen ne s'accompagne plus d’un changement de signe). La 
diversité des termes qui résultent de la décomposition de l’opéra- 
teur (32,1) entraîne cependant l'apparition de nouveaux éléments 


1) Comme cette quantité résulte de la division en deux parties de l’opé- 
rateur 1 exact (de Heisenberg), nr, représente la valeur exacte de la densité du 
condensat dans le liquide (à T = 0). 
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dans les diagrammes de Feynman. Nous décrirons ces éléments 
directement dans la représentation définitive en impulsion. 

Vers chaque nœud du diagramme convergent encore trois lignes : 
une ligne en pointillé (à laquelle on fait correspondre le facteur 
— iU (Q) avec la quadri-impulsion Q = (gs, q)) et deux lignes de 
particules, l'une entrante et l’autre sortante. On doit cependant 
distinguer les particules appartenant au condensat et les particules 
hors condensat. Les lignes en trait continu correspondent mainte- 
nant aux particules hors condensat et à une telle ligne (de quadri- 
impulsion P — (w, p)) correspond, comme avant, le facteur iG° (P). 
Pour représenter les particules du condensat nous utiliserons des 
lignes ondulées et nous leur attribuerons la quadri-impulsion P = 0 


et ferons correspondre le facteur Vn, 1). Ainsi apparaissent quatre 
types de nœuds: 


VMOVMONM NS un 


l ! 
E 
a) 6) c) d) 


(les nœuds à une ou deux lignes ondulées sont dits incomplets). En 
chaque nœud la «loi de la conservation de la 4-impulsion » doit 
être vérifiée ; aux nœuds bet c la 4-impulsion de la ligne en pointillé 
coïncide avec la 4-impulsion de la ligne en trait continu, tandis 
qu'au nœud d la 4-impulsion est nulle. Les lignes ondulées sont 
toujours des lignes extérieures du diagramme, i.e. elles n'y sont 
liées que par l’une de leurs extrémités, l’autre étant libre. 

Chaque diagramme qui fait partie de la définition de la fonction 
de Green G(P) comporte deux lignes extérieures en trait plein 
caractérisées par des 4-impulsions P (l’une entrante, l’autre sortante) 
et peut comporter en outre un certain nombre (pair) de lignes ondulées 
extérieures; les nombres totaux de lignes extérieures à extrémités 
dirigées vers un nœud ou sen éloignant sont égaux sur tous les 
diagrammes (ce qui exprime la conservation du nombre total de 
particules dans le système: celles faisant partie du condensat et 
les particules hors condensat). Exactement comme pour les systè- 
mes de Fermi (et pour la même raison, cf. $ 13) seuls les diagrammes 
ne pouvant être décomposés en deux (ou plusieurs) parties indépen- 
dantes (sans liens mutuels) sont valables. Mais à la différence des 
systèmes de Fermi, la règle de détermination du signe général avec 
lequel les diagrammes entrent dans iG change: tous les diagrammes 
doivent avoir le même signe (ce qui exclut la règle 3 énoncée p. 71). 


1) Plus exactement on fait correspondre à la ligne ondulée se dirigeant 
vers le nœud le facteur &, et à la ligne qui s'en éloigne le facteur £*; puisque 
£ est réel ces facteurs sont pratiquement les mêmes. 
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Chacune des lignes en pointillé figurant dans le diagramme 
présente à chacune de ses extrémités un nœud complet ou incomplet. 
Ce ne peuvent cependant être deux sommets du type (32,24) ; comme 
elle n’a aucune extrémité de ligne en trait continu, une telle figure 
ne peut être associée d'aucune façon au diagramme de la fonction de 
Green. Ce ne peuvent non plus être des nœuds des types (32,2d) et 
(32,2c) (ou encore (32,24) et (32,2b)) : en présence de trois extrémités 
de lignes ondulées la conservation de la 4-impulsion aux nœuds 
imposerait dans une telle figure la nullité de la 4-impulsion de la 
quatrième extrémité, ce qui signifie que ce serait une figure compor- 
tant quatre extrémités de condensat (lignes ondulées). 

A chaque ordre de la théorie des perturbations un grand nombre 
de diagrammes construits conformément aux règles énoncées sont 
cependant identiquement nuls. La raison en est l'absence de parti- 
cules hors condensat dans l’état fondamental du gaz parfait de Bose. 
On s’en rend bien compte en analysant la formation des diagrammes 
dans la représentation des coordonnées: sont nulles toutes les con- 


volutions de la forme (Ÿ’+ Ÿ’) dans lesquelles l'opérateur d’anni- 
hilation des particules hors condensat est placé à droite et est le 
premier à agir sur l’état fondamental; seules les convolutions de la 


forme ç'Y'+) subsistent 1). 
Les diagrammes possédant une ligne continue «se fermant sur 
elle-même » s’annulent, car cette ligne résulte de la convolution 


g'+ (t, r) ÿ" (t, r)) représentant la densité des particules hors 
condensat. Sont également nuls les diagrammes contenant une 
ligne continue formant un contour fermé par une ligne en pointillé: 


Pr … 


CD 


Une telle ligne résulte de la convolntion (Ÿ’+ (&, re) ÿ" (t, r;)) de 
deux opérateurs 1 à l'intérieur d'un même opérateur d'interaction 


Ÿ (t) où Ÿ'+ est placé à gauche de Ÿ". 

Enfin sont nuls tous les diagrammes dans lesquels on peut mener 
un contour fermé le long d'une séquence de lignes en trait continu 
et en pointillé, de sorte que les sens des lignes continues sont les 
mêmes le long du contour. Donnons un exemple d’un tel contour 
en marquant les extrémités des lignes par les arguments temporels 


1) Pour des raisons analo ques certains ds décrivant la diffusion 
de deux particules dans le vide s’annulent, cf. & 1 
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des opérateurs Ÿ : 


Les arguments placés auprès des extrémités de chaque ligne en 
pointillé sont les mêmes !). Les arguments des fonctions G() corres- 
pondant aux lignes en trait continu sont égaux aux différences 
te — tistg — Los ta — tas li — t,; pour tout contour fermé leur som- 
me est égale à zéro, de sorte qu’au moins l’un de ces argu- 
ments est négatif et la fonction G() qui lui correspond s'annule. 

Les règles que nous venous de formuler s'appliquent aussi aux 
diagrammes décrivant une fonction de Green anomale, à cela près 
que les deux lignes continues extérieures doivent être soit sortantes 
(pour la fonction F) soit entrantes (pour la fonction F+). Il s'ensuit 
que sur ces diagrammes les nombres des lignes ondulées entrantes et 
sortantes sont différents, mais le nombre total des lignes sortantes 
doit être égal au nombre total des lignes entrantes. On attribue 
à l’une des lignes continues extérieures la 4-impulsion P, et à l’autre 
la 4-impulsion — P (où P est l'argument de la fonction cherchée 
F (P) ou F+(P))?). La somme des 4-impulsions de ces deux lignes 
doit être égale à zéro en vertu de la « loi de la conservation de la 
4-impulsion » appliquée au diagramme tout entier. 

Les fonctions de Green évaluées à l’aide de la technique des 
diagrammes contiennent deux paramètres — le potentiel chimique u 
et la densité nr, du condensat ; il faut encore relier ces paramètres 
à la densité nr — N/V du liquide. La formule (31,6) qui décou- 
le directement de la définition de la fonction de Green fournit une 
-des relations entre ces trois grandeurs; en qualité de deuxième 
relation on utilisera l'équation (33,11) qui sera établie dans le 
paragraphe suivant et qui exprime u explicitement en termes des 
notions de la technique des diagrammes. 


$ 33. Fonctions énergétiques propres 


Afin d'étudier de plus près la structure des diagrammes utilisés 
pour les fonctions de Green, nous introduisons ici le concept de 
fonction énergétique propre, à l'instar de ce qui a été fait au $ 14 


1) Rappelons que dans la représentation Apte pores des diagram- 
mes on fait correspondre à la ligne en pointillé reliant les points 1 et 2 le facteur 
iU (X1 — X2) contenant la fonction 6 (4, — t.). 

2) Comme F est une fonction paire de son argument le choix du signe géné 
ral de P importe peu. 
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pour les systèmes de Fermi, à savoir en analysant l'ensemble des 
diagrammes (comportant deux lignes extérieures continues) ne 
pouvant être scindés en deux parties par intersection d’une seule 
ligne continue. A la différence du $ 14 nous nous trouvons mainte- 
nant en présence de plusieurs possibilités quant à l'orientation des 
lignes extérieures du diagramme : à côté des diagrammes comportant 
une ligne entrante et une ligne sortante il existe des diagrammes 
comportant soit deux lignes entrantes soit deux lignes sortantes. 
C'est pour cela que l’on doit distinguer trois types de parties éner- 
gétiques propres: 


js, “Z “Zn 


33, 
FO SOS 70 en 


(dans ces notations le premier indice placé auprès de Z indique le 
nombre de lignes entrantes et le second, le nombre de lignes sortan- 
tes). À côté des lignes extérieures en trait continu, les diagrammes 
énergétiques propres possèdent aussi des extrémités libres ondulées 
(correspondant au condensat). Ces extrémités sont incorporées dans 
la définition de la fonction énergétique propre, représentée ici par 
un petit cercle. Nous montrerons dans ce qui suit que les fonctions 
Zoo (P) et Z°0 (P) sont pratiquement les mêmes 


Zoz (P) = Z20 (P). (33,2) 


Signalons aussi que puisque P et — P participent à la définition de 
ces fonctions de façon symétrique elles sont paires par rapport 


à l'argument: 
Zoe (P) = Zoe (— P). (33,3) 
Pour illustrer ces considérations nous présentons ci-dessous tous les 


diagrammes non nuls des fonctions Z,, et Z,. aux deux premiers 
ordres de la théorie des perturbations 


20 É _—— AR DA d'en » 4 Le 33,4 
p —p 3 + [ + Du + [ ( ) 


FO SE FUEL 


Composons maintenant les équations exprimant les fonctions 
exactes Get F à l'aide des fonctions énergétiques propres. 

En termes de la théorie des perturbations la différence G (P) — 
—G%(P) s'exprime par la somme d'un nombre infini de diagrammes 


11—01124 
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en chaîne, tels que 


p Cr) 
—©:-...- ObD-— 
0-07 0-7 


formés de nombres différents de petits cercles réunis de toutes les 
façons possibles par des flèches orientées dans les sens direct ct 
inverse (par rapport aux flèches extrêmes). De même la fonction 
exacte F (la fonction F(9= 0) sera représentée par la somme des 
diagrammes en chaîne dans lesquels les deux flèches extrêmes sont 
orientées en sens contraires: 


Si l’on élimine dans toutes ces chaînes la section extrême (cercle et 
flèche) comme indiqué par la verticale en pointillé, l’ensemble des 
diagrammes restants, dont les flèches extrêmes sont à nouveau 
orientées dans le même sens, coïncidera avec la fonction exacte G, 
tandis que l'ensemble des diagrammes dont les flèches extrêmes 
sont orientées en sens opposés coïncidera avec la fonction exacte F. 

Nous utiliserons pour la notation graphique de ces fonctions 
des flèches en trait gras à sens unique et à deux sens 


iG(P) iF(P) iF(P) (33.6) 
TP PP  P  -P 


Avec ces notations les assertions ci-dessus s’exprimeront par des 
égalités graphiques formées de diagrammes squelettes : 


POP P-P_P 
D Cr 0. 
(33.7) 


D? Fr O7 er Ve 
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(cf. équation analogue (14,4)). Sous forme analytique ces égalités 
donnent 1) 


G(P)=U+£u(P)G (P) + 220 (P) F (P) GOKP), 338 
F (P) = 0 (— P) [En (— P) F (P) + Eos (P) G (PJ. 8) 


Après avoir résolu ces équations par rapport à G et F et substitué 
l'expression (31,22) à G(® on obtient les formules cherchées 


GP=Ffo+ Hu + SP] F(P)= — 5 So (P) (83,9) 
où 
D = [308 (PYP—[ Eu (P)— 0 — 104 y ] x 


(S4 (— P)+o—i0 +E_ ne | . (33,10) 


Soulignons que ces relations ne dépendent pas de la structure interne 
des fonctions énergétiques propres et ne sont donc pas liées à l'hypo- 
thèse des interactions paires entre les particules, de sorte qu’elles 
sont valables pour tous les liquides de Bose. 

L'énergie des excitations élémentaires dans le liquide en fonction 
de l’impulsion p est déterminée par les pôles des fonctions G et F 
par rapport à la variable «. Pour les petites valeurs de p ces excita- 
tions sont des phonons dont l'énergie tend vers zéro avec p. Par consé- 
quent la fonction (33,10) doit s’annuler pour p = 0, © — 0. On en 


déduit l'égalité . 
[Z 1 (0) — ul = Zi, (0). 


Considérée comme une équation en p, elle possède deux racines entre 
lesquelles on choisira 


u = 21 (0) — Zoa (0). (33,11) 
En effet, à la limite des grandes longueurs d’onde, l'opérateur 
est donné par l'expression (27,2) et sa partie hors condensat ÿ" — 
=Ÿ nr = iVn, À, de sorte que Y'+ = — Ÿ’, puis F & — G; 
cette dernière égalité est vérifiée avec la solution (33,11), lorsque les 
numérateurs dans (33,9) (à la limite P 0) ne diffèrent que par le 
signe. L'égalité (33,11) est précisément la deuxième relation (voir 
fin du $ 32) qui avec (31,6) permet d'exprimer les paramètres u et », 
en fonction de la densité z du liquide. 


Le développement en série ultérieur de l'expression (33,10) 
suivant © et p permet de déterminer la forme de la fonction de 


1) On peut écrire un système d'équations analogue pour G et F*; ce système 
di‘férerait de (33,8) en ce que Z,, et Z:9 s'y substituent l'un à l’autre. Comme 
F = Ft, il en découle l'égalité (33,2). 


11e 
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Green dans la gamme des petites valeurs de leurs arguments. On 
doit remarquer que les fonctions scalaires Ÿ,, et Z,. sont développées 
suivant les puissances de p°, tandis ‘que le développement de la fonc- 
tion Zoe qui est paire par rapport à tous ses arguments ne contient 
que les puissances paires de la variable w. En écrivant (33,10) sous 
la forme 


D= {04 Eu (P)—En(— Ph} — 
{Ent (P+ Su PN} +55, (P), 


on arrive aussitôt à la conclusion que les premiers termes non évanes- 
cents du développement sont de la forme D — const (@° — u°p° + 
+ i0), où uw est une constante qui est évidemment la vitesse du son 
dans le liquide. En remarquant encore que, en vertu de (33,11), 
les numérateurs de (33,9) ne diffèrent que par le signe lorsque w, 
p—0, on trouve que 
const 
GE EE EE 

(la règle du parcours autour du pôle s'établit par analogie avec (31,8). 

On arrive à déterminer la valeur de la constante dans le numé- 
rateur en calculant à l’aide de cette fonction de Green la distribu- 
tion des particules suivant les impulsions { (p) (pour p petit) et 
en l'identifiant à la distribution (27,7). L'intégrale 


pate 


. tot 40 
N(p=ilim | Go. perte 2 


(cf. (7,23)) se laisse calculer en fermant le chemin d'intégration 
‘par un demi-cercle infiniment éloigné situé dans le demi-plan supé- 
rieur (cf. note à la fin du $ 7) et dépend donc du résidu au pôle © = 
= — up + i0. On trouve ainsi W (p) = const/2up et la comparai- 
son avec (27,7) donne const — nçmu*/n. On trouve finalement 
l'expression suivante de la fonction de Green pour les petites valeurs 
de o et p: 
… nemu® 

On notera que cette fonction coïncide (à un coefficient de normali- 
sation près) avec la fonction de Green du champ phononique (voir 
problème au $ 31), ce qui est bien naturel vu que pour les petites 
valeurs de w et p toutes les excitations élémentaires dans un liquide 
de Bose sont des phonons. 

Nous allons illustrer maintenant l'application des formules 
obtenues en reprenant le modèle du gaz de Bose quasi parfait à inter- 
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action paire des particules que nous avons considéré au $ 25. En 
première approximation de la théorie des perturbations Z,, et Zos 
sont décrits par les deux premiers diagrammes (33,4) et par le pre- 
mier diagramme (33,5). En les explicitant sous forme analytique 
on obtient 


Zu = 7% [Us + U (p)l, Zoe = noÙ (p). 


A la mème approximation on peut remplacer dans ces formules la: 
densité r, du condensat par la densité totale x du gaz. Nous avons 
indiqué au $ 25 que dans ce modèle on peut admettre que les impul- 
sions des particules du gaz sont petites, ce qui permet de remplacer 
les composantes de Fourier U (p) par leur valeur U, correspondant 
à p = 0. On a alors 


Eu = en Us 02 = no. (33,13) 


Après substitution de ces expressions dans (33,11) on obtient u — 
— nU,, résultat conforme à (25,6). En substituant (33,13) dans 
(33,9), (33,10), on obtient les formules suivantes pour les fonctions 
de Green : 


w+ p?/2m+nl 


GC, PE GT 0 (33,14) 
F(w, p)= ET | 
+ P Wi—Eet(p)+i0 ” 


où 
e(p)=[()+Æ ne]. 


L'examen des dénominateurs de ces fonctions laisse apparaître 
que e (p) est l'énergie des excitations élémentaires, ce qui est con- 
forme aux expressions (25,10), (25,11) que nous avons établies précé- 
demment par un procédé différent. 


$ 34. Désintégration des quasi-particules 


La durée de vie finie (affaiblissement) des quasi-particules dans 
un liquide quantique peut résulter soit de leurs collisions avec d’au- 
tres quasi-particules soit de leur désintégration spontanée en deux 
(ou plusieurs) quasi-particules nouvelles. À une température T +0 
la première source d’affaiblissement se trouve éliminée (la probabi- 
lité de collisions tendant vers zéro avec la densité du nombre de quasi- 
particules) et l’affaiblissement n'est plus dû qu’à la désintégration 
des quasi-particules. 

Considérons la désintégration d’une quasi-particule (d'impulsion 
p) en deux quasi-particules. En notant q l'impulsion de l'une de 
ces nouvelles quasi-particules, l’impulsion de l’autre sera égale 
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à p—q et l'application de la loi de la conservation de l'énergie 
fournit la condition 


e (p) = e (g) +e(Ip —q |). (34,1) 


Il peut arriver que dans un certain intervalle de valeurs de p cette 
égalité ne soit vérifiée pour aucun q; cela implique que dans cet 
intervalle les quasi-particules ne subissent pas d'’affaiblissement 
(à condition que leur désintégration en un nombre plus grand de 
quasi-particules soit impossible). Lorsque p varie, l’affaiblissement 
finit par apparaître pour la valeur p = p. (seuil de désintégration); 
à cette valeur de p correspond la première apparition des racines 
de l'équation (34,1). 

Signalons tout d’abord qu'au point p = p. le second membre de 
l'égalité (34,1), considéré comme une fonction de q, présente un 
extrémum. En effet, supposons que la valeur extrémale de la somme 
e (g) + e (|p — q |) pour une valeur donnée de p soit £ (p) (pour 
plus de clarté, posons qu'il s’agit d’un minimum). Dans ces condi- 
tions le second membre de l'équation 


e(p) — E (p) =e(g) + e (lp —q |) —E (p) 


ne saurait être négatif, ce qui implique que l'équation ne peut avoir 

de racines pour les valeurs de p telles que e (p) — E (p) << 0; une 

racine se manifeste seulement au point p = p., où e (p.) = E (p.). 
En écrivant l'équation (34,1) sous une forme symétrique 


e (p) = e (gi) + 8 (ge 1 +de = P, 


on pourra écrire la condition de l’extrémum de son second membre 
comme de/0q, — de/ôqs, soit 


Vi = Vos (34,2) 


ce qui signifie qu’au point de seuil les deux quasi-particules résul- 
tant de la désintégration d’une quasi-particule initiale sont ani- 
mées de vitesses égales. On peut envisager plusieurs cas (L. Pitayev- 
ski, 1959). 

a) La vitesse de la quasi-particule dans le liquide de Bose est 
égale à zéro pour une valeur de l'impulsion p = p, correspondant 
au minimum rotonique sur la courbe de la figure 2. Il s'ensuit que 
si v,= ve= 0, cela signifie qu'au point de seuil la quasi-particule se 
scinde en deux rotons d’impulsions p, et d'énergies A. L'énergie de la 
quasi-particule qui s’est désintégrée est donc égale à e (p.) = 2A et 
son impulsion p. est liée à p, par la condition pe = Poi + Pos» 
i.e. 2p, cos 0 — p., 26 étant l'angle d’éjection des deux rotons. 
J1 en découle que l’on doit avoir 


Pe < 2Po- (34,3) 
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b) Si les vitesses v, = v, 0 et si les impulsions correspondan- 
tes q, et q. sont finies, cela signifie qu’au point de seuil il se forme 
deux quasi-particules possédant des impulsions colinéaires (paral- 
lèles ou antiparallèles) ?). 

c) Dans le cas où les vitesses v,et v,sont différentes de zéro mais 
l’une des impulsions (q, par exemple) tend vers zéro près du point 
de seuil, la quasi-particule nouvellement créée sera un phonon et 
v, = u. Dans ce cas nous avons affaire à un seuil au-delà duquel la 
quasi-particule peut donner naissance à un phonon. Au point de seuil 
l'énergie du phonon est égale à zéro, tandis que la vitesse de la 
quasi-particule devient égale à la vitesse du son (et coïncide avec 
les vitesses 1, = v, = u). 

d) Le dernier cas, très particulier, concerne la désintégration 
d'un phonon en deux autres phonons, le seuil se trouvant au point 
initial du spectre p — 0. Cette désintégration n'est cependant pos- 
sible que si la courbure de la partie initiale (partie phononique) du 
spectre possède un signe déterminé, à savoir d°e (p}/dp° > 0, i.e. la 
courbe € (p) doit s’incurver vers le haut à partir de la tangente ini- 
tiale e — up. On peut s’en assurer en représentant cette portion du 
spectre sous la forme 

e (p) & up + ap*, (34,4) 


qui tient compte du terme linéaire et du terme suivant du dévelop- 
pement suivant les puissances d’une petite impulsion ?). Dans ces 
conditions l'équation de la conservation de l’énergie (34,1) fournit - 


u(p—g—|p—-ql) =—-a(p$ — 9 — |p—aq ). 


Près du seuil le phonon est émis sous un petit angle 6 par rapport 
à la direction de l'impulsion initiale p de la quasi-particule ; le pre- 
mier membre de l'équation s'écrit donc 


p—g—lp—alz — = (1—cos 0), (34,5) 
tandis que dans le second membre il suffit de poser | p —q | 
% p — gg. On obtient ainsi 


1 — cos 0 — 3 (p — q)°. (34,6) 
On voit donc que l’on doit avoir & > 0. 


1) En raison de l'isotropie du liquide les directions de l'impulsion p et 
de la vitesse v — de/ôp de la quasi-particule sont colinéaires mais peuvent 
être parallèles ou antiparallèles. 

2) L'équation de dispersion des vibrations sonores détermine le carré de 
la fréquence w° en fonction du vecteur d'onde. En conséquence c'est le carré 
de l'énergie du phonon e° (p) qui se laisse développer régulièrement suivant les 
puissances de l'impulsion p; le développement commence par un terme en = p° 
et, en raison de l'isotropie du liquide, s'effectue suivant hé puissances de p*. 


Le déresppemens de la fonction e (p) elle-même contient donc des puissances 
impaires de p. 
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Nous montrerons dans ce qui suit ($ 35) que dans les cas a) et 
b) la fonction & (p) ne peut être prolongée au-delà du point de seuil 
qui se comporte alors comme le point terminal du spectre. Dans les 
cas c) et d) la désintégration d’une quasi-particule avec émission 
d'un phonon de grande longueur d’onde entraîne un affaiblissement 
peu important que l’on peut évaluer à l’aide de la théorie des pertur- 
bations 1). 

Calculons l’affaiblissement d'un phonon déterminé par sa 
désintégration en deux phonons (cas d)). Les éléments matriciels de 
ce processus existent dans les termes du troisième ordre de l’hamil- 
tonien, qui sont donnés par l’expression (24,12). Pour la transition 
de l’état initial (i) avec un phonon p à l’état final (f) avec les phonons 
q. et qe l'élément matriciel de l'opérateur de perturbation est égal à 


ï 31(27ñ) 4/2 2 du 
Vas —iô(p—q—0) Somme (pute) (HR RS) (A7 


(l'indice O auprès de la masse volumique non perturbée p, est omis). 
On notera la présence du facteur (pg,g.)/*; lorsqu'il s’agit de la 
désintégration d’un phonon de grande longueur d'onde, c'est la 
petitesse de ce facteur qui permet d’appliquer la théorie des 'pertur- 
bations ©). 

La probabilité différentielle de désintégration (par seconde) est 
donnée par la formule 


2 . ,\ V*dfq, di 
de |Val?ô(E;—E;) — are 
(cf. 111, (43,1)). En y portant (34,7) on obtient le carré de la fonc- 
tion 6 que l’on doit interpréter de la façon suivante #): 


o VF : 
LB(p—q—q)=-xr Ô(Pp— qi — 02). (34.8) 


1) La situation qui prévaudra dépend de la marche concrète de la courbe 
représentant le spectre & (p) des quasi-particules. Les données empiriques pour 
l'hélium liquide (‘He) montrent qu'il existe une petite portion initiale (aux 
pressions << 15 atm) du spectre phononique où se manifeste l'instabilité du 
type d). Le point terminal du spectre dans l’hélium liquide correspond à un 
point du type a). 

2) Lors du calcul de l'élément matriciel (34,7) on doit tenir compte de ce 


que chacun des opérateurs phononiques CR et ä peut être pris parmi l’un des 
trois facteurs de p’ ou V; c'est ainsi qu'apparaît le facteur 3!. La fonction ô 


dans (34,7) résulte de l'intégration du facteur exp [i (p —q1 — q2) r/A]. Enfin, 
il a été tenu compte de ce que les directions de p, q:, q. sont presque confondues. 


3) En effet, la fonction 6 (k) provient de l'intégrale ekrr/(27)5. Si 


l'on calcule une intégrale identique pour k — 0 (en raison de la présence d'une 
fonction 6) en étendant l'intégration à un volume fini lon trouvera V/(2n); 
c'est ce qu'exprime la formule (34,8). 
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La fonction ô qui reste s'élimine en intégrant sur d°g,; en posant 
encore E; = up, E, = u (q, + q.) on obtient 


29 a 
en tE SSP S pn(—n060a 190) <Ét 


(pour l'intégration indépendante sur dg, et dÿg, le résultat doit 
être divisé par 2 afin de tenir compte de l'identité des deux phonons). 
En exprimant l'argument de la fonction & sous la forme (34,5) et en 
intégrant sur dg, — 2ng'dg,d cos 6 (dans la gamme q,< p) on 
trouve la probabilité totale de des 


u? ,, 
=D {++ 3u° 5 PJ: (34,9) 
Le coefficient d'affaiblissement du phonon y = — Ime = fiw/2. Eu 
particulier pour un gaz quasi parfait, selon (25,11) la quantité 
u?lp & 4nkalm® ne dépend pas de la masse volumique. Dans ce cas 


= "Sr 


(2 


(S. Béliaev, 1958). 

Pour le processus d'émission d’un phonon par une quasi-parti- 
cule près du seuil du type c) on établit la forme de l’opérateur de 
perturbation en étudiant la variation de l'énergie de la quasi-parti- 
cule dans une onde sonore. Cette variation comporte deux parties: 


ôe (p) = Re + vp. 


Le premier terme est lié à la variation de la masse volumique du 
liquide dont dépend, comme d’un paramètre, l'énergie de la quasi- 
particule. Le deuxième terme (où v est la vitesse du liquide dans 
l’onde sonore) est la variation de l'énergie de la quasi-particule déter- 
minée par le mouvement macroscopique du liquide. Comme la lon- 
gueur d’onde du phonon émis près du seuil est grande devant la 
longueur d’onde de la quasi-particule, on peut poser que cette der- 
nière se trouve dans un écoulement homogène du liquide et que la 
variation de son énergie est déterminée comme indiqué au début du 
$ 23. L'opérateur de perturbation se déduit de ôe en substituant 
à v = Vo et à p’ les opérateurs de seconde quantification (24,10) 


et à p l’opérateur d’impulsion de la quasi-particule p = — ihV: 
A le] A 
= F0 + PP+ PV) (84,11) 


(dans le second terme on a rendu le produit symétrique afin de le 
ramener à la forme hermitique). Le calcul de la probabilité d’émis- 
sion d’un phonon s'effectue de façon analogue au calcul fait pour la 
désintégration du phonon (voir problème). 
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Problème 


Déterminer la probabilité d'émission d'un phonon par une quasi-particule 
d'impulsion p,”proche de la valeur de seuil p. pour laquelle la vitesse de la 
quasi-particule devient égale à la vitesse du son 

Solution. L'élément matriciel de l'opérateur (34,11) est calculé 
pour la création d'un phone (d'impulsion q) accompagnant la transition de la 
quasi- rticule entre Îes états (ondes planes) d'impulsions p et p’. Près du seuil 


l'impulsion du phonon est g< p. et la direction de q se confond presque avec 
celle de p1). On en déduit que ‘ 


£ : ‘A 1/2 
Vri= — nn) 8 (p—qi— 02) pays (5) 


où 


La: probabilité différentielle d'émission d'un phonon est donc 
= T9U 4 = ue 


{la fonction & des impulsions a été éliminée par intégration sur d°p'). En écri- 
vant l'argument de la fonction 6 sous la forme approchée — ug(1 — cos 8) on 
obtient après intégration sur dÿg: 


&= 243 (p— pe)" 
Snpht 


$ 35. Propriétés du spectre près de son point terminal 


Dans ce paragraphe nous décrirons les propriétés du spectre 
d'un liquide de Bose près des seuils de désintégration des excitations 
élémentaires en deux quasi-particules, dont aucune n’est un phonon 
(cas a) et b) du $ 34)?). A la différence des désintégrations avec créa- 
tion d’un phonon, la théorie des perturbations est inapplicable aux 
cas envisagés ici et leur étude exige qu’on explore la nature des 
singularités des fonctions de Green du liquide aux points de seuil. 
D'autre part, le fait que nous nous attachons à l’étude de ces seules 
singularités permet de schématiser et, partant, de simplifier les 
calculs. On pourra notamment négliger les différences entre les 


1) C'est pour concrétiser la situation étudiée que nous supposons que Îe 
phonon est émis dans le sens indiqué (et non dans le sens contraire). Cela impli- 
que que près du seuil la fonction e (p) doit être de la forme 

ep). E(pc)+(p—Pe)u+a{p— pe)°] 
(avec le; signe’positif devant le terme rm A l’aide de la loi de la conser- 
vation de l'énergie on vérifie facilement que l'émission du phonon n'aura lieu 
que si a>0et p > p.; l'impulsion du phonon émis parcourt) toutes les va- 
leurs dans l'intervalle 0< qg< 2 (p — p.) 


2) Ce paragraphe a été conçu par Z. Pitayevski (1959). 
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fonctions G et F (vu que leurs propriétés analytiques sont les mé- 
mes) et procéder comme s'il n'existait qu’un seul type de fonctions 
de Green; la prise en compte des différences entre les fonctions G 
et F n'entraînerait que l'apparition de plusieurs termes analogues 
(au point de vue de leurs propriétés analytiques) dans les équations, 
ce qui ne saurait affecter les résultats. 

Au point de vue de la technique des diagrammes le fait que la 
singularité de la fonction de Green qui nous intéresse est liée à la 
désintégration d’une quasi-particule en deux autres quasi-particules 
signifie que cette singularité provient des diagrammes de la forme 


a 
De. (35,1) 
p-Q 


iesquels peuvent être scindés suivant deux lignes continues; cela 
signifie que ces diagrammes contiennent des états intermédiaires 
à deux particules. Sur ces diagrammes on intègre sur la 4-impulsion 
intermédiaire Q = (qo, q), le rôle décisif (dans l'apparition de la 
singularité) revenant à la gamme des valeurs de Q et de P — Q que 
possrdent les quasi-particules nouvellement créées près du seuil. 
L'idée de base de la théorie exposée ci-dessous consiste en ce que 
cette gamme de valeurs de la 4-impulsion n'est pas singulière pour la 
fonction de Green G (Q): celle-ci présente ici sa forme ordinaire 
avec pôles 

G(Q) = G (ges 9) © [go — € (a) + i0I”!, (35,2) 


où la fonction e (g) qui représente l'énergie des quasi-particules 
résultant de la désintégration ne possède aucune singularité. Cette 
gamme de valeurs n’est physiquement particulière que parce qu’une 
quasi-particule pourrait y fusionner avec une autre quasi-particule, 
mais ce processus est impossible au zéro absolu en raison de l’absence 
d'excitations réelles. Pour la fonction de Green seules les valeurs de P 
(lignes extérieures du diagramme (35,1)) proches du seuil de désin- 
tégration de la quasi-particule initiale constituent une région singu- 
lière. 

Aux deux lignes de jonction figurant sur le diagramme (35,1) 
correspondent les facteurs G(Q) G(P —Q), l'intégration étant 
effectuée sur Q. Etant donné que seule une petite gamme de valeurs 
de Q importe, on peut poser pour l'intégration que les autres fac- 
teurs existant sur le diagramme sont constants et égaux aux valeurs 
qu'ils possèdent pour la valeur de seuil Q = Q. !). C’est ainsi qu'ap- 


1) 1! convient de préciser cette proposition. Les facteurs G (Q) G (P — Q) 
ae dépendent pas de l’angle p définissant la position du plan (p, q). L'intégra- 
tion sur #4 se ramène donc au calcul de la moyenne sur q de la partie restante 
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paraît sur le diagramme le facteur qui s'exprime par l'intégrale 
à dtQ 
1) Be | RGO D 


où P — (w, p). L'intégration sur dg, s'effectue en fermant le chemin 
d'intégration à l’aide d’un demi-cercle infiniment éloigné contenu 
dans l’un des demi-plans de la quantité complexe g, et fournit le 
résultat suivant: 
_— d'q ne 
LP) = ga | = = (5) 

Nous reviendrons plus tard sur cette intégrale, mais pour l'instant 
nous l’utiliserons pour exprimer la fonction exacte cherchée G (P), 
en faisant la somme de tous les diagrammes de la forme (35,1). 

Pour la fonction G (P) nous pouvons écrire l’équation de Dyson 
sous Yforme de diagrammes 


a 
a eu ton Der (35.4) 
P-Q 


Les lignes en trait gras représentent ici la fonction exacte iG et les 
traits fins, la partie « non singulière » de cette fonction, déterminée 
par l’ensemble des diagrammes « non divisibles suivant deux li- 
gnes ». Le deuxième terme du second membre de (35,4) représente 
l’ensemble des diagrammes de la forme (35,1) ; le cercle non hachuré 
représente la fonction nodale exacte à « trois extrémités » (que nous 
aoterons l'(Q, P — Q, P)) et le cercle hachuré, la partie non singu- 
lière dont sont exclus les diagrammes pouvant être scindés suivant 
deux lignes continues !). Comme nous l'avons déjà expliqué. l’inté- 
gration sur d‘Q conduit à l'apparition du facteur [1 (P), les autres 
facteurs figurant sur le diagramme étant remplacés par leurs valeurs 
pour Q — Q.. Ainsi l'égalité (35,4) signifie que 


G(P) = a (P) + b (P)G(P) Te (P) I (P), (35,5) 


.où le(P) =T(Q., P — Q., P), tandis que a (P), b (P) sont des 
fonctions régulières (près du seuil P = P.,). 

Dans l'équation (35,5) figurent deux fonctions singulières G 
et l.; pour pouvoir les exprimer à l’aide de IT il faut disposer d’une 


de l'expression à intégrer; après cela on ut interpréter diQ comme 
2nq*dgdgd cos 6. C'est justement dans une telle intégration sur d#@ qu'une 
étroite région de valeurs devient essentielle. Cette remarque concerne des 
situations analogues qui surgiront dans les calculs ultérieurs. 

1) On retrouve ici une situation analogue à celle de l'équation de Dysun 
en électrodynamique quantique (cf. IV, $ 107): dans les deux cas l’ensemble 
des diagrammes nécessaires résulte de l'introduction de corrections à l’une 
des fonctions nodales. 
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équation supplémentaire que l’on trouve en remarquant que la 
fonction nodale exacte T se laisse représenter par une série de la 
forme «en escalier» 


Don oc 


analogue à la série (17,3) pour la fonction nodale à quatre extrémi- 
tés. Sa sommation conduit à l'équation 


Ci € a, Q ÿ 
De — KDE + + 
F-a ea PQ p-Q 


(cf. (17,4)); sous forme analytique pour Q Æ Q. cette équation 


donne 
Te (P) = c(P) + d(P) IL (P) Te (P), 


où c (P), d (P) sont des fonctions régulières. En éliminant l'. entre 
les deux équations ci-dessus on trouve l’expression cherchée de la 
fonction de Green en termes de II: 
= ____A(P)n(P) : 
G PE +C(P), (35,6) 
où À, B, C sont d'autres fonctions régulières (près de P = P.). 
Les calculs ultérieurs diffèrent suivant le type de désintégration 
de la quasi-particule initiale. 
a) Seuil de désintégration en deux rotons 
Dans ce cas l'énergie e (g) des particules formées près du seuil 


est donnée par la formule (22,6) et l'intégrale (35,3) s'écrit sous la 
forme 


T1 (w, g=\{o— 282 [(g— po)° + (Ip — —q1—21} EE 
(35,7) 


Introduisons les nouvelles variables d'intégration g:, gs selon la 
définition 


Yx= (Po sin 0+ q6) cos p, 
y = (Po Sin 8 + g,) sin y, 
9= Po cos 0 +q2, 
l'axe des z étant dirigé suivant p et l’angle 6 étant défini par l’éga- 
lité 2p, cos 8 = p. Près du seuil, g:, g, sont petits et à une appro- 
ximation suffisante on peut écrire 
GE Po+gsin8+gcos8, [p—q| Æ po+gosin8—gcos8, 


da = posin 6 dg, da; dy. 
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L'expression entre accolades dans (35,7) s'écrit maintenant 
D 1 Lau . an LA 
{o 24 — x (gp Sin? 0 + q:° cos* e)} 


et après un second changement de variables 
gpsin0=} m#pcosy, gcos0— Vo sin, 
on obtient après intégration sur 


nn. m*Po p dp 
To, p}= —77 035 | —o+24+Ep : 


Pour les grandes valeurs de p la divergence de cette intégrale 
n'est liée qu'aux approximations utilisées et ne présente pas d’im- 
portance ; la coupure de l'intégrale pour une valeur de p® > | 2A — 
—@ | ne fournira une contribution qu’à la partie régulière de IE. 
Quant à la partie singulière, qui est celle qui nous intéresse, elle 
proue naissance près de la borne d'intégration inférieure et a pour 
valeur 


1 è 


Pour les petites valeurs de 2A — « ce logarithme est grand; 
en portant (35,8) dans (35,6) et en développant en série suivant 
les puissances inverses on obtient 


a 
24—0@ ” 


G't(w, p}=b+cln"i 


où a, b, c sont de nouvelles fonctions régulières de © et p. Au point 
de seuil (p — p.) l'énergie de la quasi-particule qui se désintègre 
est égale à 2A. Comme l’énergie des quasi-particules est déterminée 
par les zéros de la fonction G-!, cela implique que G-! (24, p.) = 0, 
et pour cela on doit avoir b (2A, p.) = 0. Mais la fonction régulié- 
re b (w, p) se laisse développer suivant les puissances entières des 
- différences p — p. et © — 2A; en remplaçant également les fonc- 
tions régulières a (w, p) et c (w, p) par leurs valeurs au seuil on 
obtient l'expression suivante de la fonction de Green dans la région 
près du seuil: 


Œ1(w, p}=B[p—p+aint |, (35,9) 


où «a, «, f sont des constantes. 

En égalant cette expression à zéro nous trouverons la forme 
du spectre e (p) près du seuil. Si la région de non-désintégration 
correspond à p << pe, & << 24, alors les constantes & et a doivent 
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être positives et l'équation G-! = 0 possède ici une solution non 
amortie 


VA — L = a = 
e—2A aexp | pr JÈ (35,10) 
Ce résultat montre que près du point de seuil la courbe du spectre 
possède une tangente horizontale d'ordre infini. Pour le domaine 
p > pe l'équation G-! — 0 ne possède aucune solution réelle ou 
complexe avec & & 2A pour p & p.. Cela permet de dire que la 
courbe du spectre ne s'étend pas au-delà du point de seuil mais 
s'y termine !). 

b) Seuil de désintégration en deux quasi-particules possédant des 
impulsions parallèles 

Puisque au point de seuil, pour p = p., l'expression e (g) + 
+ e(|p—q 1) en tant que fonction de q doit présenter un mini- 
mum, près du seuil elle s'écrit comme suit: 


e(g)+e(lp—aql)=e+re(p— pe) + (q— 40) +8(4— do Pc), 
(35,11) 

où «&, B sont des constantes; v. est la vitesse de chacune des quasi- 
particules formées par désintégration au point de seuil et q, l’impui- 
sion de l’une de ces quasi-particules. En portant (35,11) dans (35,3) 
et en introduisant de nouvelles variables d'intégration définies par 

P=q—Go  PPe—= PP. COS 1}. 
on obtient 

pla Qu e . : Propd se =: 
I, P= Î E— ee — Ve (P— Pe) — ap° — Bp°pé Cos® Ÿ ” 

Cette intégration présente au point de seuil une singularité concer- 
nant les racines 

Hœv.(p—pe)—(e—e.)l"*. (35,12) 


En portant (35,12) dans {(35,6) on obtient la fonction de Green 
dans la région proche du seuil 


G-1(o, p) = À (o, p) + B (wo, pllue (p — pe) — (® — e.)l'A. 


Comme G”1(e., pe) = 0, et À et B sont des fonctions régulières, 
le développement de ces dernières suivant les puissances de p — p. 
et o — e. permet de trouver finalement 


G”1 co [ve (p — pe) — (@ — e)/2+ [a (p — pe) + b (® — e.)l, 
(35,13) 
où a et b sont des constantes. 
1) Nous avons déjà signalé dans la note au bas de la p. 168 que pour l’hé- 


lium liquide le spectre se termine par un point du type décrit (la courbe de- 
la figure 2 s'approche de la droite à = 2A avec une tangente horizontale). 
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La forme du spectre est déterminée par l'équation G-! (e, p) = 0. 
Cherchons sa solution sous la forme € — e, = v, (p — pe) + 
+ const (p — p.)°; pour que cette solution existe pour p << p, on 
doit avoir a + bu. > 0 et par suite 


ee. +ve(p — pe) — (a + bu.) (p — pe}. (3514) 


Avec la même condition dans la région où p > p. l'équation G-! = 0 
ne possède aucune solution avec & & €. pour p & p.. Cela signifie 
que dans ce cas aussi le spectre se termine au point de seuil. 


CHAPITRE IV 


LES FONCTIONS DE GREEN 
AUX TEMPÉRATURES FINIES 


$ 36. Les fonctions de Green aux températures finies !) 


La définition de la fonction de Green d’un système macroscopi- 
que aux températures différentes de zéro ne se distingue de la défi- 
nition au zéro absolu qu’en ce que le calcul de la moyenne sur l'état 
fondamental d’un système fermé est remplacé par la moyenne sur la 
distribution de Gibbs: le symbole (... ) signifiera maintenant 


{...)= > Lntnl...]n), UÆn—=exp (=) : (36.1) 
n 


où la sommation s'effectue sur tous les états du système (se distin- 
guant les uns des autres par l'énergie E, et par le nombre W, de par- 
ticules), En = E, — pN,, tandis que (r |.../|n) est l'élément 
matriciel diagonal pour le n-ième état. Les valeurs moyennes ainsi 
définies sont des fonctions des variables thermodynamiques T,u, V. 

Pour procéder à l'étude des propriétés analytiques des fonctions 
de Green aux températures finies (L. Landau, 1958), il convient 
d'utiliser les fonctions de Green dites retardées et avancées dont les 
propriétés analytiques sont plus simples ?). Pour être concrets nous 
considérerons d’abord les systèmes de Fermi. 

La fonction retardée de Green est définie conformément à 


Pa CA) PE (Xe) + VX) PR} > ter 
CB, X)= =" A F5 (&) + Ÿ5 (A) a (X 0) ee: 
‘ 4 2° 


Pour un système microscopique homogène et non ferromagnétique, 
en champ extérieur nul cette fonction (de même que la fonction 
Gap ordinaire) se réduit à une fonction scalaire ne dépendant que de 
la différence X = X, — X.: 


Gap (X y Xe) = OoGF(X), C= =+ GE. (36,3) 


(36.2) 


1) Dans les $$ 36 à 38 on utilise un système d'unités avec  — 1. 
2) Ces fonctions sont désignées par les indices R et À (de l' anglais: retarded 
et advanced). . 


12—-01124 
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Pour passer à la représentation en impulsions on utilise le procédé 
usuel, mais comme GA(t, r) = O pour t << 0, l'intégration par rap- 
port à & dans la définition 


Go. p}= | {eitet-nGF (+, r) dt di (36,4) 


0 


s'effectue de 0 à co. Le déplacement de la variable w dans le demi- 
plan supérieur ne peut qu’améliorer la convergence de l'intégrale. 
C’est pour cette raison que l'intégrale (36,4) définit dans le demi- 
plan supérieur de w une fonction analytique ne présentant aucune sin- 
gularité !). Dans le demi-plan inférieur où la fonction GP est évaluée 
à l’aide d’un prolongement analytique, elle possède des pôles (voir 
plus loin). 

Cherchons à développer en série la fonction GF de façon analo- 
gue au développement (8,7) de la fonction G à T — 0. 

En explicitant l'élément matriciel (7 |...|nr) du produit 
des opérateurs 1 à l’aide de la règle de multiplication matricielle et 
écrivant les éléments matriciels sous la forme (8,4) nous obtenons 


iGP (t, r)= 
2 + D 0, {e76mnt-Kmn° (n] fa (0)1m) (mé (0) 1 + 
| + eftémnt-kmn® (né (O)1m) (mel Pa (0)12)}, 
ou : 
Onn =Em— En kKnn=Pm— Pa. 


Les sommations sur r et m des deux termes placés entre les accolades 
ont des significations différentes : dans le premier terme les nombres 
de particules se trouvant dans les états » et m sont liés par la rela- 
tion N, = N, + 1, et dans le second terme par la relation N,, — 
= MN —1. Afin d'éliminer cette différence effectuons dans la 
seconde somme un changement des indices m et n. En remarquant 
encore que 


Ge (O)1m) (m1 a (0)1n) = Ina (01m) = Ans 
l'expression ci-dessus se laisse ramenée à la forme 
GP (t,r)= LS are mnt mn 4, (44e °mn/T), 150. (36,5) 


1) Comparer Jes raisonnements analogues concernant la fonction « (w) 
dans V, $ 123. La ressemblance des propriétés analytiques des fonctions GR 
et & n'est pas fortuite: selon V, (126,8), la fonction « se laisse exprimer elle 
aussi à l'aide d'un commutateur opératoriel déterminé. 
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Enfin, pour calculer l'intégrale (36,4) on procède à la substitution 
&©— © + i0 (comme au $ 8) et on obtient finalement 


27) AmnÔ (P—kmn 0 
Eu, p}= ÉD a, Émnèle mn) (4 4e mn/T). (36,6) 


mn 


On notera que tous les pôles de cette expression se situent (comme 
indiqué ci-dessus) au-dessous de l'axe réel dans le demi-plan 
inférieur de ©. 

Cette dernière propriété suffit pour établir une relation détermi- 
née entre les parties réelle et imaginaire de la fonction — relation 
dite de Kramers-Kronig ou relation de dispersion: 


L 


1 ÿ ImGR(u, — 
ReG” (w, p}=— X PER du (36,7) 


(voir l'établissement d’une relation analogue pour «& (w) dans V, 
$ 123). On peut s'assurer directement de sa validité en séparant 
à l’aide de (8,11) les parties réelle et imaginaire de (36,6). On notera 
aussi qu’à l’aide de cette même formule on peut récrire (36,7) sous 
la forme 


{ ; % 
Go, p=+ | LÉ du, (36,8) 


où 


p (u, p)= a à WnA mn (U— Gmn) Ê(P—Kmn) (1 + °mn/7). 


mn 


Pour des o réels on a p — Im G®. 

La représentation (36,8) prend toute sa signification en passant 
à la « limite macroscopique » V —>o (pour une valeur donnée du 
rapport N/V). A cette limite les pôles w,, se confondent et la fonc- 
tion p (u) devient différente de zéro pour toutes les valeurs de v (au lieu 
d’être égale à la somme des fonctions 6 en certains points discrets). 
Dans ces conditions la formule (36,8) détermine directement GA(o) 
dans le demi-plan supérieur de © et sur l'axe réel. Pour déterminer 
GR(&) dans le demi-plan inférieur de © il faut procéder à un prolon- 
gement analytique de l'intégrale en faisant subir au contour d'’inté- 
gration une déformation telle que celui-ci contourne toujours par 
en bas le point u = &. La fonction GR (w) peut alors présenter des 
singularités dans le demi-plan inférieur (à distance finie de l’axe 
réel) lorsque le contour est « comprimé » entre le pôle u = w et la 
singularité du numérateur. 


12% 
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FLa fonction avancée de Green est introduite de façon analogue selon 
lay définition 
iGép (X4 X 2) . 


0, > 
-{ : a (36,9) 
—(Y, (X:) VE(X 2) + Yé (Xe) LE (Xi) ti Clg 


La fonction GA(w, p) dans la représentation en impulsions est une 
fonction analytique de la variable w ne présentant aucune singularité 
dans le demi-plan inférieur. Son développement en série diffère de 
(36,6) par le signe devant i0 dans les dénominateurs. Cela signifie 
que sur l'axe réel G4 (w) = GR* (o) et dans tout le plan de w: 


GA (w*) =GP* (o). (36,10) 


Lorsque « —> les fonctions GR et G4 tendent vers zéro selon 
la même loi que la fonction G: 


G, GÂ—+ 1/o pour |w|—+ oo. (36,11) 


Rappelons (cf. (8,15)) que le coefficient (unité) dans cette expression 
asymptotique dépend de la hauteur du saut de la fonction pour 
to = 1; ce saut est indépendant de la température et est le même 
pour GR, G4, G, conformément aux définitions de ces fonctions. 

Pour établir une relation entre les fonctions GR et G4 que nous 
venons de définir et la fonction de Green ordinaire 


iGon (As Xe) = (Ta (Xs) PE (Xe) (36,12) 


on obtient pour cette dernière un développement analogue à (36,5). 
Des calculs en tous points analogues à ceux effectués plus haut 
fournissent le résultat suivant !): 


G(o, p}= — CE D 1x Amn8 (P — Km) X 


mn 
x {4e mn) +6 (ù—0,,)(1—e"°mn/7)}. (86,13) 
En comparant (36,13) et (36,6) il vient 


ae à = ReG(o, p) + icoth 7 7 Im G(w, p).- (36.14) 
G#(o, p) | 
On tire de (36,13): 
sign Im G (w, p) = — sign w. (36,15) 


7 3) En pa En pe à la représentation en impulsions l'intégrale par rapport 
à t se scinde en deux parties: de — à 0 et de O0 à ; dans l'une d'elles on 
change les notations des indices de sommation m et n. 


$ 36] LES FONCTIONS DE GREEN AUX TEMPÉRATURES FINIES 181 


On notera qu’à la différence de GR et GA la fonction G n'est pas une 
fonction analytique de à. 
Lorsque 7 0, on a coth (w/27T) —+ sign w et de (36,14) il s'ensuit 


que sur l'axe réel 
; { Gi, ©>0, 


és wo <0. 


A T = 0 la fonction G (w) représente sur les deux demi-axes réels 
de © des valeurs limites (pour | Im © |—-0) de deux fonctions 
analytiques différentes: GÆ(w) sur le demi-axe de droite et G4(w) 
sur le demi-axe de gauche. 

On trouve facilement les expressions des fonctions GR, G4 pour 
le gaz de Fermi parfait. Il suffit de remarquer que ces fonctions 
vérifient l’équation (9,6) qui a été établie en utilisant uniquement 
le saut de la fonction pour t, = 1.. Le parcours à suivre pour con- 
tourner le pôle est connu puisque le pôle G%R doit se trouver au-des- 
sous et le pôle G®4 au-dessus de l'axe réel. On en tire l'expression 


GR. A (w, p=[o—+u+ 0] | (36,17) 


qui est valable aussi bien au zéro absolu qu’à une température finie. 
D'après (36,14) la fonction G() est donnée par l'expression 
1 5 Q S € 
G\9) (w, P) = nn —inth 37 Ô (o— + p) à (36,18) 
Lorsque 7 +0 nous retrouvons la formule (9,7) qui se distingue 
de (36,17) par la substitution de i0-sign © à + iQ. 
Indiquons des formules analogues pour un système de Bose. 
Les fonctions de Green retardée et avancée sont définies par 


GX, X) = { PC) ŸtRD)— XDŸEN, H> ts 
0, LR TT 


2 


(36,16) 


(36,19) 


: z de . : Ut 
—(Y(X;) Li (X2) —Ÿ* (X2) Y(X,)), ty ts. 


Si l’on envisage une température au-dessus du point à, ces définitions 
contiennent les opérateurs ÿ complets, tandis qu'aux températures 
au-dessous du point À la définition ne concerne que les opérateurs 
hors condensat. A la place de (36,6) on a maintenant 


iG# (Xs, X:2) un { 


Amnô (P—kmn 0 
GF(w, p)= (2x) Ÿ Un Dre °mnT). (36,20) 


Cette dernière fonction est liée à G par la formule 


GF(w, p=ReG(o, p+ith=-ImG(w, p}, (86,21) 
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et sur l'axe réel on a 
Im G (w, p) <0 (36,22) 


(la fonction G est définie conformément à (31,1) avec calcul de la 
moyenne sur la distribution de Gibbs et non sur l’état fondamental). 
Pour un gaz de Bose parfait la fonction GR est donnée par la formu- 
le (36,17), tandis que la fonction G est donnée par la formule 


Î 3 / 2 
GO (w. p) == Pen 4 coth 57 Ô (o—#+u) ; (36,23) 


La signification de la fonction de Green aux températures diffé- 
rentes de zéro se confond pour l'essentiel avec leur signification 
à T = 0. Restent valables les formules reliant la fonction de Green G 
avec la distribution des particules suivant les impulsions (7,23) et, 
d'une manière générale, avec la matrice masse volumique (7,18), 
(31,4). 

Restent également valables les assertions essentielles sur la 
coïncidence des pôles de la fonction de Green avec l'énergie des 
excitations élémentaires (mais comme la fonction G elle-même 
n’est pas analytique, il est préférable de parler des pôles de la fonc- 
tion analytique GP qui se situent dans le demi-plan inférieur de o 
ou des pôles de la fonction G4 dans le demi-plan supérieur). Comme 
au $ 8, cette proposition se fonde sur le développement (36,6). 
Quoique les différents termes de ce développement contiennent 
maintenant les fréquences w,,, des transitions entre deux états quel- 
conques du système, après passage à la limite macroscopique, seuls 
subsistent les pôles correspondant aux transitions de l’état fonda- 
mental aux états caractérisés par une excitation élémentaire. Les 
transitions entre deux états excités ne conduisent pas à l'apparition 
d'un pôle dans une fonction de Green macroscopique à une parti- 
cule pour la même raison que dans le cas des transitions de l'état 
fondamental à des états comportant plus d’une particule (cf. $ 8): 
la différence des énergies de ces états n'est pas univoquement déter- 
minée par la différence de leurs impulsions. 

On notera encore qu'aux températures différentes de zéro la 
durée de vie des quasi-particules est liée non seulement à leur propre 
instabilité mais encore à leurs collisions mutuelles. L'amortissement 
dû à ces deux cas doit être faible pour que la notion de quasi-parti- 
cule soit valable. 


$ 37. Fonctions de Green thermiques 


Pour appliquer la technique des diagrammes au calcul des 
fonctions de Green à des températures finies il faudrait passer de la 
représentation de Heisenberg des opérateurs 1: à la représentation 
d'interaction, comme nous l'avons fait au $ 12. Dans ce cas, nous 
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obtendrions de nouveau une expression ne se distinguant de (12,12) 
qu’en ce que la moyenne n'est pas évaluée sur l’état fondamental. 
Or cette différence est essentielle puisqu'on ne peut plus séparer le 


calcul de la moyenne de l'opérateur S-! de celui des autres facteurs, 
comme nous l'avons fait pour passer de (12,12) à (12,14); en effet, 


sous l’action de l'opérateur S-!, un état non fondamental est trans- 
formé non pas en lui-même, mais dans une certaine superposition 
d'états excités possédant la même énergie (incorporant les résultats 
de toutes sortes de processus de diffusion mutuelle des quasi- 
particules). Ce fait complique grandement la technique des diagram- 
mes en ce qu'apparaissent de nouveaux termes dus aux convolutions 


auxquelles participent aussi les opérateurs y provenant de S-!. 

On peut cependant modifier la définition de la fonction de Green 
afin d'éliminer ces complications. L'appareil’ mathématique fondé 
sur cette définition a été élaboré par T. Matsubara en 1955 et con- 
vient particulièrement bien au calcul des grandeurs thermodynamiques 
des systèmes macroscopiques. 

LES les opérateurs ÿ dits de Matsubara selon la défini- 
tion 


Wa (tr, r)=edlp, (rhe-th”, 
ZA! a," .., (37,1) 
Va (r, r) = en Va (r) ALLER 

où Test une variable auxiliaire réelle ; formellement ces opérateurs 


se distinguent des opérateurs de Heisenberg par ce que la variable 
réelle £ de ces derniers est remplacée par la quantité imaginaire —it?). 


En effectuant une telle substitution (W—WM, Y+ WA, i9/0t + 
— — 0/à*), dans (7,8) par exemple, on obtient des équations que 
vérifient les opérateurs (37,1). Ces opérateurs permettent de déter- 
miner la nouvelle fonction de Green # en procédant comme on le 
fait pour déterminer la fonction de Green ordinaire G à l’aide des 
opérateurs y de Heisenberg: 


Bag (Ts 5 Tite) = — (Tea (ua. ri) PRATe. r2)), (37,2 


où le symbole T, désigne l’ordre chronologique en 7, i.e. la dispo- 
sition des opérateurs dans l’ordre de croissance de 7 de droite à gauche 


1) Dans ce paragraphe nous écrirons les formules simultanément pour 
les systèmes de Fermi et de Bose (au-dessus du point À). Lorsque les signes 
sont différents, les signes supérieurs concernent les systèmes de Fermi et les 
signes inférieurs, les systèmes de Bose: pour ces derniers on doit encore sup- 
primer les indices de spin. a 

2) Par suite de cette différence l'opérateur PM ne coïncide pas avec l'opé- 
raleur VM+, 
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(avec inversion du signe lors de la permutation des opérateurs des 
systèmes de Fermi}; les chevrons (. ..) indiquent qu'il s'agit de 
moyennes sur la distribution de Gibbs. On peut expliciter cette 
dernière en écrivant la définition (37,2) sous la forme 


eu }; (73) 


où Tr désigne la somme de tous les éléments matriciels diagonaux. 
La fonction de Green ainsi définie est dite thermique pour la distin- 
guer de la fonction de Green ordinaire que l’on appelle temporelle. 

Tout comme Geg, la fonction %,8 d’un système non ferromagné- 
tique en champ magnétique extérieur nul se réduit à un scalaire: 
Sas — 648. Pour un système spatialement homogène la dépen- 
dance de cette fonction par rapport à r,et r., se ramène es nouveau 
à la dépendance par rapport à la différence r = r, — 

On vérifie aisément que conformément à la définition” (87, 3) la 
fonction & ne dépend que de la différence t = T,— 7.. Supposons, 
par . que T, << TT; on a alors 1) 


G=+—- _. ea Tr {e-H'/Terh, (r,) et) (r)e- ni} 


Gas= —Tr {TN (tar) PR (Ta re}, w = €XP ( 


ou en effectuant sous le signe Tr une permutation cyclique des fac- 
teurs: 


ses t 


ce qui prouve notre assertion. 
La variable + ne parcourt en fait que les valeurs contenues dans 
l'intervalle fini 


2) e/TTr{e” CIT+0Ë "3 (r2) "a (rs)}, T<0, (37,4) 


—ATSTEAT. (37,5) 


Les valeurs de la fonction & (x) pour t << 0 et t > 0 sont liées 
entre elles par une relation simple. Pour t = 1, — t. >> 0 on trouve 
par analogie avec la démonstration de (37,4) 


Ga — 7 0 Trée-Wr-oû"$ (r,)e-vË fe (r.)} = 


ds 75 UT Tr{e-th" hé (r,)e-U/T-DÉnp, (r)}, T>0, 


et en identifiant cette expression avec (37,4) on trouve 
S(H=rS(r++), +<0 (37,6) 
(compte tenu de (37,5) l'argument de la fonction dans le second 


membre est positif pour t < 0). 


1) Le facteur 2 placé entre parenthèses concerne les systèmes de Fermi et 
doit être remplacé par l'unité s'il s'agit d'un système de Bose. 
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Développons maintenant la fonction Ÿ (x, r) en une intégrale de 
Fourier suivant les coordonnées et en une série de Fourier suivant t 
(dans l'intervalle (37,5)) ?): 


: © a 
SGneT D (even, po. (877 
Pour un système de Fermi on a 
Es = (2s+1)xT, (37,8a) 
et pour un système de Bose 
Ce = 2snT (37,8b). 


(s = 0, +1, “+2, ...). La condition (37,6) se trouve automati- 
quement vérifiée. La transformation inverse par rapport à (37,7) 
est de la forme 
SIT 
SE p= À Ve-tr-uog(s, nardr (379 


0 


(l'intégrale sur l'intervalle — 1/7 t< 1/T est transformée en 
une intégrale sur l'intervalle de O à 1/7 compte tenu de (37,6) et 
(37,8). 

Des calculs analogues à ceux effectués dans le $ 36 permettent 
d'exprimer # (&,, p) en fonction des éléments matriciels des opéra- 
teurs 1 de Schrüdinger. Ces calculs fournissent le résultat suivant : 


: Û Annô (P—kmn 2e 
5 En pe Du, Ém EE Emn cenT) (87,10) 


(2) ls — mn 


Ce résultat montre tout d'abord que 
ÿ (— Ces p) = ÿ* (Ge p)- (37,11) 
En identifiant (37,10) aux développements (36,6) et (36,20) de GR 
on trouve que 
5 (Gr p)= GR (its p), &>0 (37,12) 
et par analogie 
ÿ (£s p)=G4 (its, P), 6, <0. 
La condition 6, > 0 tient à ce que les expressions (36,6) et (36,20) 
ne sont directement valables que dans le demi-plan supérieur de w, 


comme nous l'avons expliqué p. 179. Nous voyons que la fonction 
de Green thermique, donnée en composantes de Fourier, coïncide 


1) Cet artifice a été suggéré par À. Abrikossov, L. Gorkor, I. Dzialochinski 
(1959) et a été utilisé par E. Fradkine (1959). 
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avec la fonction de Green retardée prise en ces points discrets de 
l'axe imaginaire ow. Ce résultat permet notamment d'écrire aussitôt 
l'expression de la fonction de Green thermique du gaz parfait; en 
effectuant la substitution w—it, on tire de (36,17) 


go, p=[it— +]. (37,13) 


Dans le paragraphe suivant nous exposerons la technique des 
diagrammes servant au calcul de la fonction # (&,, p). Pour déter- 
miner la fonction GF(w, p) (par exemple en vue de déterminer le 
spectre énergétique d'un système), on doit construire une fonction 
analytique coïncidant avec # (£,, p) aux points w = it, et ne 
possédant aucune singularité dans le demi-plan supérieur de w. 
Cette procédure est univoque si l’on exige que GF(w, p) —+ 0 
lorsque | © [—>o (cf. (36,11)). Cependant, dans certains cas, ce 
prolongement analytique se heurte à des difficultés, mais pour cal- 
culer les grandeurs thermodynamiques il est superflu. 

Par, exemple, pour calculer le potentiel Q, on peut partir de 
l'expression de la valeur moyenne de la matrice densité évaluée sur 
la distribution de Gibbs 


Nas (ru re) = + Sas M5 +0: nr) (37,14) 


(qui est évidente de la définition (37,2); cf. (7,17)). En posant r, = 


= r, (et en sommant sur & = f) on trouve que la densité du sys- 
tème est ‘ 


N Ce x d , 
Fer D fs@nets SE]. 6745) 


(2x) + .$ 0 


Cette expression permet d’abord de trouver NW en fonction de u, 7, V, 
après quoi on calcule Q{u, T, V) en intégrant l'égalité N — 


$ 38. Calcul des fonctions de Green thermiques 
par la technique des diagrammes 


On construit la technique des diagrammes servant au calcul de 
la fonction de Green thermique % d’une façon analogue à la méthode 
utilisée aux $$ 12, 13 pour le calcul de la fonction temporelle G. 
Comme la définition des opérateurs 4 de Matsubara (37,1) ne diffère 
de la définition des opérateurs de Heisenberg que par la substitution 
formelle it > t, on peut procéder par analogie. 

Tout d'abord, nous allons introduire les opérateurs de Matsu- 
bara donnés dans la représentation d'interaction, lesquels diffè- 
rent de (37,1) par la substitution de l’hamiltonien des particules 
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libres H° à l'hamiltonien exact H': 
(x, +) —exp (cH;) Va (r)exp (—<h.). (38,1) 


La relation entre les opérateurs Li et ya s'établit à l’aide de la 
matrice S de Matsubara construite par analogie à (12,8): 


G (te T)= Te exp {— [ Ÿ (x) dr} ; (38,2) 
où | 


P(x)= exp(tA;) Vexp (—tH,) (38,3) 
est l'opérateur d'interaction dans la même représentation. Mais 


tandis qu’au $ 12 la relation entre Ÿ et Ÿ, a été établie en imposant 
la condition initiale de l’e inclusion » de l'interaction pour t = 
= —o, ici le rôle de condition « initiale » doit être attribué à la 


coïncidence de ŸM et Ÿu pour t = 0. À la place de (12,11) nous 
avons maintenant 


VM(x)= ot (x, OJÉÉ (x) 6 (x, 0). (38,4) 


Portons cette expression dans la définition de la fonction de 
Green (37,3); en posant, pour fixer les idées, t, > T. on a 


Gas (U: T)= 
= —Tr{wo-t(r, 0) SEL(x,) ot, 0) o1(%., 0) Pt) or, 0)} 


(les arguments r,, r, ne sont pas indiqués). En remarquant que 
pour Ti > Te > Ts 


O (Ts T3) = O (Ti, T2) (Te, Ts), 


O(te. T1) O7 (ts T1) = OC (T2, Ta), 


on récrit l'expression ci-dessus sous la forme 
nn 1 
Bag Ve) = —Tr {wo (+ ; 0) X 


x[o (+. ME (x) GG) PA (x) o (x, 0)]}. 


Les facteurs placés entre crochets sont déjà disposés dans l’ordre de 
croissance allant de droite à gauche, ce qui permet d'écrire 


Barre To) = — Tr {ot IT (Pop (2) 01}, (88,5) 
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C=0 ( _. ; 0) : 

On vérifie facilement it sous cette forme l'expression (38,5) reste 
valable pour t << T 

A la différence de #42, 12) l'expression (38,5) contient un facteur 
supplémentaire et la moyenne est évaluée encore sur les états du 
système de particules interagissantes. Nous allons montrer que ces 
deux différences s'estompent mutuellement, ce qui rétablit l'analo- 
gie complète avec (12,14). A cet effet utilisons la formule 


e-Th"— e-thog (x, 0), (38.6) 
que l'on obtient en portant (38,1) dans (38,4) et en identifiant le 
résultat obtenu avec la définition (37,1) de ŸM, A l'aide de cette 
formule on effectue dans (38,5) la substitution suivante: 

e-Rroi(+, 0)=e-ÂT. 


Déplaçons le facteur e?/T du numérateur dans le dénominateur afin 
qu'il ne se trouve plus sous le signe Tr, ce qui revient à l'écrire sous 
la forme 


e-2T=Tre-AT =Tre-AUT 6 (+ ; 0) ; 
En multipliant ensuite le numérateur et le dénominateur par 
exp (Q,/T) (où Q, est le potentiel thermodynamique du gaz parfait 
pour les mêmes valeurs de Fe T, 1 nous trouvons finalement 


(38.7) 


Gap (Tu T2) = 


la moyenne étant calculée sur je états du système de particules 
indépendantes : 


{= Tru, ...}. 
L'analogie de ce résultat avec (12,14) est évidente. 
Pour passer aux diagrammes de la théorie des perturbations, 
nous développons (38,7) suivant les puissances de l’opérateur d’in- 


teraction , (t) (comme au $ 13). Pour un système à interaction paire 
des particules cet opérateur ne diffère de (13,2) que par la substi- 


tution des YM, WM de Matsubara aux Y,, WS de Heisenberg. On 
applique à nouveau le théorème de Wick aux valeurs moyennes des 
produits des opérateurs 1 (on procédera aux choix par tous les pro- 
cédés possibles de convolutions par paires des opérateurs). La possi- 
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bilité d'utiliser ce théorème à la limite macroscopique se laisse 
démontrer dans le cas considéré par les mêmes raisonnements qu’au 
$ 13. 

Les règles de la technique des diagrammes que l’on établit ainsi 
sont analogues aux règles établies au $ 13 pour la technique à T = 0. 
La représentation graphique des diagrammes reste exactement la 
même, seules les règles de leur interprétation analytique sont quelque 
peu modifiées. 

Dans la représentation en coordonnées, à toute ligne en trait 
continu menée du point 2 vers le point 1 on fait correspondre le 
facteur — SU (T, M1; Te, r.) (avec le signe moins). À toute ligne 
en pointillé reliant les points 1 et 2 on fait correspondre le fac- 
teur — U (r, — re) Ô (T1— T2). Par rapport à toutes les variables +, r 
des points intérieurs d'un diagramme on intègre sur dÿxr dans tout 
l'espace et sur dt de 0 à 1/7. 

Pour passer à la représentation en impulsions on doit développer 
toutes les fonctions ‘;(® sous la forme (37,7). Après intégration sur 
toutes les variables intérieures r à chaque nœud du diagramme 
apparaît une fonction ô exprimant la loi de la conservation de 
l'impulsion (Zp = 0). En outre à chaque nœud apparaît une inté- 
grale de la forme 


a/T 


T À exp{—ir (tb +t,+t)} dr. 


0 


Cette intégrale (compte tenu de (37,8)) n’est différente de zéro que si 
ZE, = 0,et dans ce dernier cas l'intégrale est égale à 1. Ainsi à cha- 
que nœud est également vérifiée la loi de la conservation des fré- 
quences discrètes. Maintenant on fait correspondre à chaque ligne en 
trait continu le facteur — &% (&,, p) (à une ligne continue se 
fermant sur elle-même correspond de nouveau le facteur n)(u, T) 
qui est la densité du gaz parfait pour , T donnés). À chaque ligne 
en pointillé on fait correspondre le facteur — U (q). On procède 
à une intégration et à une sommation de la forme 


sur toutes les impulsions et toutes les fréquences qui restent indé- 
terminées (après avoir tenu compte de toutes les lois de conserva- 
tion en tous les nœuds). Le coefficient général avec lequel le dia- 
gramme figure dans — S,8 est égal à (— 1)£ pour, les systèmes 
de Fermi, L\ étant le nombre de séquences fermées de lignes conti- 
nues dans le diagramme. Dans le cas des systèmes de Bose ce coeffi- 
cient est égal à 1. 
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Bien entendu, selon cette technique (comme dans celle ulilisée 
à T — 0) on peut effectuer une sommation partielle et introduire 
différents « blocs » de diagrammes. On peut notamment déterminer 
la partie nodale s'exprimant à l’aide de la fonction de Green à deux 
particules. Cette partie nodale est liée à la fonction & par l'équation 
de Dyson, analogue à (15,14). Nous n'’écrirons pas les formules 
correspondantes dont la démonstration est analogue à celle à T — 0. 

Lorsqu'on passe à 7 — 0 les sommes sur s dans les diagrammes 
de Matsubara se transforment en intégrales par rapport à 6 et la 
technique de Matsubara se transforme en une technique rappelant 
la technique ordinaire exposée au ch. II. La différence réside en ce 
que pour des & réels les fonctions de Matsubara coïncident avec les 
valeurs de GF et G4 sur les demi-axes correspondants de l'axe 
imaginaire (cf. (37,11), (37,12)). Pour passer à la technique ordinaire 
à T — 0 il faut encore faire tourner le contour d'intégration jusqu'à 
coïncidence avec l’axe réel ©. 


CHAPITRE V 


SUPRACONDUCTIBILITÉ 


$ 39. Gaz de Fermi superfluide. Spectre énergétique 


La théorie de Landau exposée au chapitre I ne concerne qu'une 
seule catégorie de liquides de Fermi, ceux qui possèdent un spectre 
énergétique ne conduisant pas à l'apparition de l'état superfluide. 
Ce type de spectre n’est pas la seule possibilité pour un liquide de 
Fermi quantique et nous passerons maintenant à l'étude de systè- 
mes de Fermi possédant des spectres d’un autre type. Un modèle 
simple permet d'expliquer l'origine de ce type de spectre énergé- 
tique et ses principales propriétés et d’en faire une étude théorique 
complète; il s'agit du gaz de Fermi quasi parfait dégénéré dans 
lequel les particules s'attirent mutuellement !). 

Un gaz de Fermi présentant un faible écart par rapport à l’état 
parfait et entre les particules duquel s'exercent des forces de répul- 
sion a été examiné au $ 6. A première vue les calculs qui y ont été 
exposés devraient être également valables pour le cas de la répulsion 
et celui de l'attraction mutuelle entre les particules, i.e. pour le 
cas d’une longueur de diffusion a positive et négative. En fait, 
dans le cas de l’attraction mutuelle (a << 0) l’état fondamental cal- 
culé par ce procédé est cependant instable par rapport à une certaine 
modification de son caractère et entraînant une décroissance de 
l’énergie. 

La nature physique de cette instabilité résulte de la tendance des 
particules à « s’apparier »: les paires de particules qui se trouvent 
(dans l’espace p) près de la surface de Fermi et possèdent des im- 
pulsions égales mais de sens opposés et des spins antiparallèles 
forment des états liés; c’est l'effet dit de Cooper (L. N. Cooper, 1957). 
Jl est remarquable que cet effet se manifeste dans le gaz de Fermi 
même si l'attraction mutuelle des particules est infiniment faible. 

C’est justement à cause de cet effet que l’on ne peut plus adopter 
comme approximation initiale correcte de la théorie des perturba- 


tions le système d'opérateurs a,., aÿ Correspondant aux états libres 


1) Ce problème est à la base de la théorie de la supraconductivité élaborée 


par J. Bardeen, L. N. Cooper, J. R. Schrieffer (1957). La solution exposée dans 
ce qui suit est due à N. Bogolioubor (1958). 
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des particules individuelles du gaz, qui a été utilisé dans le proble- 
me du gaz de Fermi dont les particules se repoussent mutuelle- 
ment !). On doit les remplacer par d’autres opérateurs, que nous 
chercherons sous la forme des combinaisons linéaires 
bp- = Upüp= + Upa À 

" De La he P, + (39,1) 
bp+ = Upap+ —Vpa ip. - 

établissant une relation entre les opérateurs des particules possédant 
des impulsions et des spins de sens opposés (les indices ; et _ se rap- 
portent aux deux valeurs du spin); en raison de l’isotropie du gaz, 
les coefficients u,, v, ne peuvent dépendre que de la valeur absolue 
de l'impulsion p. Afin que ces nouveaux opérateurs correspondent 
à la création et à l’annihilation de quasi-particules, ils doivent 
satisfaire aux règles de commutation de Fermi qui régissaient les 
anciens opérateurs : 


babe + bsabpa = (39,2) 


toutes les autres paires d'opérateurs étant anticommutatives (l'in- 
dice & désigne deux valeurs de la projection du spin). Il faut pour 
cela que les coefficients de transformation vérifient la condition 


us +vr = 1 (39,3) 


{u». tv peuvent être rendus réels par un choix convenable du. fac- 
teur de phase). La transformation inverse (par rapport à (39,1)) est. 
de la forme | | 
a +=u d + + UV b+ 4 

p p°p LA p (39,4) 


Re = n + : 
ap = Upbp- —Vpbp, +. 


Pour les mêmes raisons (rôle déterminant des interactions entre 
les paires de particules caractérisées par des impulsions et des spins 
opposés) dans la deuxième somme de l’hamiltonien (6,7) nous ne 


<onserverons que les termes dans lesquels p, = —p, = p, p, = 
, , 
= —p,=P': 
= p? ae £ A. à a x 
H=— > 9m Apallpe — y > ap+atp", -d-p, -Ap+) (39,5) 
pa pp 


1) Le fait que la théorie des perturbations est inapplicable (sous la forme 
adoptée au $ 6) à l'étude de particules appariée dont les profections des spins 
sont égales à + 1/2 et possédant des imprisions p, Æ — p, apparaît déjà de 
la singularité pour 8 = x présenntée par la fonction d'interaction (6,16) des 
quasi-particules obtenue à l'aide de cetse théorie; cette singularité n'existe 
que si les spins sont antiparallèles; dans se dernier cas la valeur propre de 
l'opérateur c0, est égale à —3. 
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où on utilise à nouveau la & constante de liaison » g — 4nhk° | a | /m 
(la longueur de diffusion a << 0). 

Dans les calculs ultérieurs il sera judicieux d'utiliser l'artifice 
usuel permettant d’obvier à la nécessité de tenir explicitement comp- 
te de la constance du nombre de particules dans le système ; comme 


nouvel hamiltonien on introduit la différence H' — H — uN, où 


V= > Gap 
pa 


est l'opérateur du nombre de particules ; on äétermine ensuite le po- 
tentiel chimique, tout au moins en principe, en imposant la condi- 
tion que le nombre moyen W soit égal au nombre donné de particules 
contenues dans le système. 

Introduisons la notation 


2 


— P 
NP — 9m 


— (39,6) 
Comme u = p}2m, près de la surface de Fermi 
np = VF (P — Pr), (39,7) 
où vr — prim. En retranchant uNŸ de (39,5) on écrira l’hamiltonien 
initial sous la forme 
#'= > Np@alpa — É- » ajrat pr, 20: apte (39,8) 
pa pr’ 


Appliquons à cet hamiltonien la transformation (39,4). En utili- 
sant les relations (39,2), (39,3) ainsi que la possibilité de remplacer 
l'indice de sommation p par l'indice —p, il vient 


#'=2 > Nn0p + > Np (Up — V3) (CHAR +5 bp) + 
p p 


+2 X nptnvp (68401 p, - +0-p, p+)—Æ DB Bon 
Pp pp° 
By nb s, pr — v5b$4 btp, - + Vpup (ep, btp, - —dfsbpt). (89,9) 


Nous choisirons les coefficients u», v} en nous fondant sur la 
condition du minimum de l'énergie Æ du système pour une valeur 
donnée de l'entropie. Cette dernière est donnée par l'expression com- 
binatoire 


S= —È (pa In pa + (1 — pa) 1n (1 — Npx)]. 


13—01124 


194 SUPRACONDUCTIBILITÉ (CH. V 


Par conséquent la condition ci-dessus équivaut à exiger que l’énergie 
soit minimale pour des valeurs données des nombres d'occupation 


npa des quasi-particules. 
Dans l’hamiltonien (39,9) les éléments matriciels diagonaux ne 


comportent que les termes contenant les produits 
béabpe = pcs bpabèe = 1 — pe. 
On obtient ainsi l'expression 
E=2 En + D np (U5— 05) (Np+ + 
p p 


+np-)— ETS vs (A—nss—n-)]. (89,10) 
Pp 


En faisant varier celle expression par rapport aux paramètres 
u? (en tenant compte de (39,3)) on trouve la condition du minimum 


d'énergie 
ÔE 
Ôup 


2 
= The (1— np+—7p-) [Ent pdp — 
. (uv) À updp (1 — np+ — ry-)] =0, 
me 
et on en déduit l’équation 
IMpupvp = A (ur — vi), (39,11) 
où À désigne la somme: 
AE TS upbp(1—np+— np). (39,12) 
p 
A l'aide de (39,11) et (39,3) on exprime u,, v, en fonction de n, et 


LA TB 
n)=3 (rs). (39,13) 


En portant ces valeurs dans (39,12) on obtient une équation servant 
au calcul de A 


RS 
A Van 


A l'équilibre les nombres de remplissage des quasi-particules ne 
dépendent pas de l'orientation du spin et sont donnés par la formule 
de la distribution de Fermi (avec un potentiel chimique égal à zéro, 
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cf. note au bas de la p. 16): 
lp+ = Np- = np =[e/T+ApI. (39.14) 


En passant de la sommation à l’intégration dans l’espace p, on récrit 
cette équation sous la forme 


1—2n ds 
Ep Cp 5 
z | VER Guy © 1. (89,45) 

Discutons maintenant les relations ci-dessus. Nous verrons alors 
que la quantité À joue un rôle fondamental dans la théorie des spec- 
tres du type considéré. Calculons la valeur de cette quantité à 
T = O0 (on la notera À,). 

AT=O0il n’y a pas de quasi-particules et nr, = 0; l'équation 
(39.15) s'écrira donc 

£ 4ap° dp : 
On notera tout spécialement que cette équation ne saurait avoir de 
solution (pour A,) si g< 0, i.e. dans le cas de la répulsion (les si- 
gnes des deux membres de l'équation seraient alors sûrement contrai- 
res). 

La principale contribution à l'intégrale figurant dans (39.16) 
est fournie par le domaine des impulsions où A,< vp |pr—p|<& 
& vrpr u et l'intégrale présente une allure logarithmique (A, 
est petit devant u, ce que confirme le résultat final). En coupant l'in- 


tégrale pour une certaine valeur n = e— u, nous avons !): 


\ LAS (pr— pie ve À (A+ ne vp à * 
On en tire 
gmPp e 
SR In En =1, [(39,17) 
d'où 
, ARS À 7 ___ah 
= eexp(— 2) =eexp ( Sp tell en) (39,18) 
On peut récrire cette expression sous la forme 
Ay=Eexp(—2/8vr), (39,19) 


1) Pour pæ pr la quantité n, © p*, et l'intégrale (39,16) dans la forme 
indiquée diverge comme p. En réalité cette divergence est fictive et peut être 
éliminée en renormalisant la liaison entre la constante g (i.e. la longueur de 
diffusion a) et le potentiel d'interaction, comme nous l'avons fait aux S$ 6 
et 25. Ce calcul assez compliqué permet de déterminer aussi le coefficient de 


proportionnalité entre le paramètre # et le potentiel chimique pu: e = leY Pu = 
= 0,49u (cf. L. Gorkov, T. Melik-Barkhoudarov, JETF 40, 1452 (1961)). 


15* 
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où vFr — mpr/nh° est la densité énergétique du nombre d'états de 
la particule sur la surface de Fermi (v de est le nombre d'états con- 
tenus dans l'intervalle de). 

C'est la forme du spectre énergétique du système, i.e. l'énergie 
des excitations élémentaires ep+ = ep- = e(p), qui présente le 
plus d’intérêt. On la détermine d’après la variation que subit l’éner- 
gie du système tout entier lorsque varient les nombres de remplissa- 
ge des quasi-particules, ce qui revient à étudier la variation de E, 
défini par (39,10), en fonction de r,,. Etant donné que les valeurs 
de u,, vh sont déjà fixées par la condition que les dérivées de £ par 
rapport à u» et v, Soient égales à zéro, la variation de E en nn 
peut être effectuée pour des valeurs constantes de u,, v,. Ainsi 


ôE 
* = | ôn 1h CS 
Le calcul de la dérivée fondé sur (39,41) à (39,13) fournit un résultat 
simple: 
e(p)=V A+. (39,20) 


Ce résultat montre que l'énergie de la quasi-particule ne saurait 
être inférieure à la valeur de A correspondant à p — p#. Autrement 
dit les états excités du système sont séparés de l'état fondamental 
par une fente énergétique. Comme les quasi-particules possèdent un 
spin demi-entier, elles ne peuvent apparaître que par paires. Cela 
permet de dire que la largeur de la fente est égale à 2A. On notera que 
cette quantité est exponentiellement petite; en effet, comme 
pr lal/ñi& 1, À, est exponentiellement petit devant u. On notera 
aussi que l'expression (39,18) ne peut être développée suivant les 
puissances d’un petit paramètre — la constante de liaison g; cette 
dernière figure dans le dénominateur de l’exponentielle, de sorte 
que la valeur g — 0 est un point essentiellement singulier de la fonc- 
tion À, (£). 

Le spectre (39,20) satisfait à la condition de superfluidité établie 
au $ 23: la valeur minimale de e/p est différente de zéro. Il en résul- 
te qu'un gaz de Fermi dont les particules s’attirent mutuellement 
doit jouir de la propriété d’être superfluide !). 

La figure 5 illustre la différence entre les lois de dispersion des 
quasi-particules dans le système de Fermi superfluide (courbe du 


1) On notera cependant que la signification du critère de Landau est diffé- 
rente pour les spectres de type Fermi et de type Bose. Pour ce dernier l'inva- 
lidation de la condition entraîne une formation illimitée d’excitations, ce qui 
rend impossible le mouvement d'équilibre de la partie normale par rapport à la 
partie superfluide. Dans le cas du spectre de Fermi la formation illimitée des 
excitations est impossible en vertu du principe de Pauli; dans ce dernier cas 
la violation de la condition de Landau 2 implique pas nécessairement l'absence 
de superfluidité, mais seulement l'existence de la partie normale du fluide 
à T=0. 
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haut) et dans le système de Fermi normal. Dans ce dernier cette loi 
est représentée par deux droites e = © | p — pr | (conformément 
à l'interprétation donnée à la fin du $ {). 

La largeur A de la fente dépend de la température, ce qui signi- 
fie que la forme du spectre dépend de la distribution statistique des 
quasi-particules, situation analogue à celle 
qui existe dans un liquide de Fermi normal. 
Etant donné que les nombres de remplissage 
des quasi-particules augmentent avec la 
température (en tendant vers 1), l'équation 4 
(39.15) montre déjà que cela entraîne une 
diminution de A qui s’annule à une certaine 
température T',.: à cette température le sys- PF 
tème passe de l’état superfluide à l’état nor- Fi 

= s ig. 5 
mal. Ce point correspond à une transfor- 
mation de phase du second ordre (ana- 
logue à la transition À dans un liquide de Bose superfluide). 

L'existence d’une fente énergétique dans le spectre du gaz de 
Fermi dégénéré lémoigne de l'effet d’« appariement » dont il a été 
question au début de ce paragraphe. La quantité 2A peut être assi- 
milée à l'énergie de couplage d’une paire de Cooper, i.e. à l'énergie 
qu'il faut fournir pour la rompre. 

L'hamiltonien (39,5) ne tient compte que de l'interaction entre 
les paires de particules se trouvant à l’état de signulet s: le moment 
orbital du mouvement relatif des particules est égal à zéro et leurs 
spins sont antiparallèles. Possédant un spin total nul, les paires se 
comportent comme des bosons et peuvent s’accumuler en nombre fini 
sur le niveau d’énergie minimale (correspondant au mouvement de 
la paire) et d'impulsion totale nulle. Cette interprétation suggestive 
permet de considérer que l’effet en question est analogue à l’accumu- 
lation de particules dans l'état d'énergie nulle (condensation de Bose- 
Einstein) ; dans le cas donné le condensat est constitué par l’ensem- 
ble des particules associées en paires. 

Il est bien évident qu'il ne faut pas prendre à la lettre le concept 
de paires liées. Il convient plutôt de parler de l’existence d’une cor- 
rélation entre les états des particules d’une paire dans l’espace p 
grâce à laquelle la probabilité pour que la somme des impulsions des 
particules soit égale à zéro devient finie. La dispersion ôp des valeurs 
de l'impulsion dans le domaine de corrélation correspond à une éner- 
gie de l’ordre de À, i.e. ôp— A/vxr. La longueur correspondante 
E— h/ôp — fivri A représente l’ordre de grandeur de la distance entre 
les particules dont les impulsions sont corrélées. À T — 0 cette 
longueur (dite longueur de cohérence) est égale à 


€ 


A hr oh a : 
Fo A0 pr °*P (5 Ta] j (39,21) 
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Comme dans un gaz de Fermi dégénéré ä/p- est de l’ordre des distan- 
ces interatomiques, on voit que &, est beaucoup plus grand que ces 
dernières. Ce résultat illustre le caractère conventionnel de la no- 
tion de paires liées. 

L'origine de l'effet Cooper est intimement liée à l'existence d’une 
surface de Fermi délimitant (dans l’espace p) une région finie d'états 
occupés (à T = 0); ce qui importe surtout est que la densité énergé- 
tique du nombre d'états sur cette surface est différente de zéro. C'est 
ce que montre la formule (39,19) pour la largeur A, de la fente, cet- 
te dernière s’annulant lorsque vr —+ 0. 


$ 40. Gaz de Fermi superfluide. 
Ses propriétés thermodynamiques 


Nous commencerons l'étude des propriétés thermodynamiques du 
gaz de Fermi superfluide par le calcul de la variation de la largeur 
de la fente énergétique en fonction de la température. En récrivant 
l'équation (39,15) sous la forme 

. £ Ep ni n, d&p 
1+4 | Cu = 6, ECrAp 
on remarque que l'intégrale dans le premier membre ne diffère 
de l'intégrale à T —0 que par la substitution de À à AÀ,. Compte 
tenu de (39,17) nous voyons que le premier membre est égal à 
SPFm 
2nth* 
donnée par (39,14) et intégrons sur dp = dr/vr: 


In =. Portons dans le second membre l'expression de n, 


Le 2 Ÿ _ën  _oyfA 
In Vers =21(+), (40,1) 
où 
a dr 
FU Vu (exp Vatust) 


(comme l'intégrale converge rapidement, on peut étendre les limites 
d'intégration jusqu'à + oo). 

Aux basses températures (T < A,) le calcul de l'intégrale est fa- 
cile à effectuer ‘)et on trouve 


A=A, [1 1 VV e-sur | , (40,2) 


1) Lorsque u est grand, le premier terme du développement de J (n) sui- 
vant {/u est égal à 


T(u)= DEPAE (4) (Eee 
0 
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Près du point de transition, A est petit et les premiers termes du 
développement de l'intégrale 7 (A/T) fournissent le résultat sui- 
vant !): 

do 19 A7 7: (3) Ai 
In 7 =i yà TB 72: (40,3) 
On en déduit tout d’abord que A s’annule à une température donnée 
par la formule 


Te = VAo/z = 0, .57 4, (40,4) 


qui est petite devant la température de dégénérescence T,— pu 
Disposant de ce résultat on trouve au premier ordre en T.— T: 


ar (1 —+)]"=3067. 1-7. (40,5) 


1) Pour ht développer l'intégrale Z (u) lorsque w—> 0 on ajoute et on 
retranche l'intégrale 


Le. 1 


1 1 1 z 
h=7 = Ep zh 3) 
On a alors I=1; +1 


14 Ci z 1 Vz+u 
= \ th th ——— |) 15. 
2 ( z 2 V s°+u® ) 


Dans J, on intègre aussitôt le premier terme, puis on intègre par parties 
le second terme et on obtient ainsi 


œ 
u 4 j lhz 
2i=-l + \ ch? (2/2) 97 
0 


L'intégrale est égale à : 2 In fun (où 1n y = C = 0,577 est la constante d'Euler), 


de Re Pate = ln (x/yu). 


L'in grale Ï 25 ue pour u = 0. Le premier terme de son développement 
suivant u? est égal à 


En y portant le développement 


th += 4z S La° (2n+ 1) +2 
næ0 
(pour la démonstration voir note au bas de la p. 212) on obtient 


— 


dz 2 _ 7t (3 
2a=hut N | TELE ILE CAS Lin D (n+1)-=ut LEO : 
n=0 0 n=0 
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11 nous reste à calculer les grandeurs thermodynamiques du gaz. 
Considérons d’abord le domaine des basses températures. 

Pour calculer la chaleur massique dans ce domaine, le plus simple 
est de partir de la formule 


$E = D e (6np+ + ônp=) = 2 D eôny 
P P 


exprimant la variation de l'énergie totale lorsqu'on fait varier les 
nombres de remplissage des quasi-particules. En divisant par ÔT 
et en passant de la sommation à l’intégration, on obtient la chaleur 
massique : 
mpr el ôn 
CVS \ ESF dn. 


Pour T À la fonction de distribution des quasi-particules nr = 
= e”t!T, et leur énergie e Æ A, + n°”/2A,. Après intégration on 
trouve : 
2mprAËS!? 

c=v mel eat, (40,6) 
Ainsi, lorsque 7 —+ 0, la chaleur massique décroît selon une loi ex- 
ponentielle, ce qui est une conséquence directe de l'existence d’une 
fente dans le spectre énergétique. 

Dans les calculs ultérieurs il sera préférable de partir du potentiel 
thermodynamique Q@ puisque notre étude s'effectue pour une valeur 
donnée du potentiel chimique du système (et non pas du nombre de 
particules qu'il contient !). Utilisons la formule 


Q CII 

(revue) (40,7) 
où À est un paramètre caractérisant le système (cf. V, (11,4), (15,11)); 
dans le cas donné nous choisirons pour un tel paramètre la constante 
de liaison g figurant dans le deuxième terme de l’hamiltonien (39,8). 
La valeur moyenne de ce terme est donnée par le dernier terme de la 
formule (39,10), lequel est égal à —VA°/g « g selon (39,12). On a 
donc 


2 _ va 
Œœ & ° 


Lorsque g —+ 0 la fente énergétique A tend vers zéro. Par conséquent, 
en intégrant cette égalité sur dg entre les limites 0 et g, on obtient 
la différence entre le potentiel thermodynamique © à l'état superflui- 


1) Ne pe confondre le potentiel chimique du gaz proprement dit avec le 
potentiel chimique (qui est égal à zéro) du gaz des quasi-particules ! 
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de et la valeur qu'il aurait à l’état normal (A — 0) à la même tem- 
pérature !) 


Q,—Qn= —V \ _ dg. (40,8) 


Selon le théorème général sur les petites additions (cf. V, (24,16)) 
la correction (40,8) exprimée en fonction de variables adéquates est 
la même pour tous les potentiels thermodynamiques. 
Au zéro absolu À — À,, et d’après (39,18) nous avons 
dho _ 2rth°As 
dg  mpré° 
En passant dans (40.8) de l'intégration sur dg à l'intégration sur 
dAs, on obtient l'expression suivante pour la différence entre les 
énergies des niveaux fondamentaux des systèmes superfluide et nor- 
mal: 


E—En= —V 5 A. (40,9) 
Le signe négatif de cette différence témoigne de l'instabilité de l'état 
fondamental « normal », dont il a été question au début du paragra- 
phe dans le cas de l'attraction mutuelle des particules de gaz. Rap- 
portée à une particule, la différence (40.9) est de l’ordre de — Af/u. 
Considérons le cas contraire où T + T,. En dérivant l'égalité 

(40.3) par rapport à g il vient 

76 (3) dis 2n°h9 dg 

AniTs À mpe 
En portant l'expression de dg/g° dans la formule (40,8) et en l’inter- 
prétant comme la différence des énergies libres, on trouve que 


4 
L TG)mpr (. 
FF —V pre \ A° dA 
et compte tenu de (40,5) on obtient finalement 
= —y2mprTé [4_T_\° 4 
Fa -V RE (4 F- ) . (40,10) 


1) Il convient de faire une remarque liée aux simplifications que nous 
avons introduites dès le début. Pour g = 0 il ne subsiste aucune interaction 
entre les particules dans l'hamiltonien (39,8) et on pourrait penser que l'on 

arvient ainsi à un gaz de Fermi parfait et non à un gaz « normal » non par- 
ait. En fait, dans l’hamiltonien (39,8) on a déjà fait des simplifications à la 
suite desquelles il ne peut être question de calculer la valeur absolue de l'éner- 
ge. On y a supprimé les termes d'interaction dont l'absence n'affecte ni la 
orme du spectre ni la différence Q, — Q,, mais qui apportent à l'énergie 
une contribution importante par rapport à a quantité (40,8) qui est exponen- 
tiellement petite (c'est justement cette contribution proportionnelle à Mg, 
qui est donnée par la formule (6,13)). 
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On en déduit la différence des entropies 


= y SmPrle [4 _T 
Sa—Sa= —V TE (3) %° (1 Te }: 
Lorsque T — T, la différence des chaleurs massiques tend vers une 
valeur finie 


= 4mprTe 
C,—C, =VrGr . (40,11) 
ce qui montre qu'au point de transition elle varie par saut et C, > 
> Can. La chaleur massique de l’état normal est donnée (en premiè- 
re approximation) par la formule du gaz parfait (cf. V, (58,6)) ; expri- 
mée en fonction de pr, elle est de la forme C, — VmprT/3h. Au 
point de transition le RE des chaleurs massiques est égal à 


Cire) 
Catre) CE Fo +1=24. (40,12) 


Quant à sa superfluidité, le gaz peut être caractérisé par la division 
de sa masse volumique p en une partie normale et une partie super- 
fluide. Selon (23,6) la partie normale de la masse volumique est éga- 
le à 


00 
8x dn PF ‘_ dn 
Pa — Zn | p° "de HE PT— EPTETS \ æ N- 


La masse volumique totale du gaz est liée à pF par la relation 


__mN _ Sarrm 
RE ETES TL 
On en tire 
Pn = 9 (am 
=-2 (Tan. (40,13) 


Il est inutile de calculer cette intégrale car on peut la ramener à la 
fonction A (T) que nous connaissons déjà. Après dérivation de l’équa- 
tion (40,1) par rapport à T, l'identification de l'intégrale ainsi ob- 
tenue avec (40,13) permet de s'assurer que 


Pipe 
7 =. (40,14) 
En y portant les formules limites (40,2), (40,5), on obtient 
n 2nA, \1/2 
T0: 2 = (+ ) e-AuT, (40,15) 
. Ps __ : Le | 
THT.:£e=2 (1 -)- (40,16) 
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Il convient de faire deux autres remarques concernant le domaine 
de validité des formules obtenues quant à la température. 

À mesure que l’on s'approche du point de transition 7. les proces- 
sus d'interaction mutuelle des quasi-particules (dont la théorie ex- 
posée ne tient aucun compte) commencent à jouer un rôle essentiel; 
ce sont précisément ces processus qui déterminent dans le cas consi- 
déré les singularités des grandeurs thermodynamiques caractéris- 
tiques du point de transformation de phase du second ordre. A proxi- 
mité de ce point les formules obtenues ci-dessus doivent finalement 
devenir inapplicables. En raison de la présence d’un petit paramètre 
(la constante de liaison g) dans le modèle considéré ceci n'arrive que 
pour des valeurs extrêmement faibles de 7, — T ; nous reviendrons 
sur cette question plus en détail au $ 45. 

Comme dans le liquide de Bose superfluide, dans le gaz de Fer- 
mi considéré (à l'opposé du gaz de Fermi avec répulsion mutuelle des 
particules, cf. $ 4) le son peut se propager (avec une vitesse u — 
— pr/m qui est déterminée, comme d’habitude, par la compressibi- 
lité du milieu). Cela signifie qu’outre le spectre d’excitation de type 
Fermi considéré ici, ilexiste dans le spectre de ce gaz une branche 
d'excitation phononique (bosonique). La chaleur massique détermi- 
née par les phonons est proportionnelle à T® avec un petit coefficient, 
mais pour T —+ Oelle doit prédominer sur la chaleur massique 
(40,6). qui décroît suivant une loi exponentielle. 


$ 41. Fonctions de Green du gaz de Fermi superfluide 


Passons à la construction de la technique mathématique des fonc- 
tions de Green appliquée aux systèmes de Fermi superfluides 1). 

Nous avons montré au $ 26 qu’en termes des opérateurs w la con- 
densation de Bose-Einstein dans un système de Bose s'exprime par 
l'existence de valeurs limites différentes de zéro (lorsque le nombre 
de particules N —+ co) des éléments matriciels liant les états qui ne 
diffèrent que par une variation de NV d'une unité. La signification 
physique de cette assertion consiste en ce que l'éloignement d'une 
particule du condensat ou son introduction ne modifie pas l’état du 
système macroscopique. 

Dans le cas d'un système de Fermi superfluide les mêmes conclu- 
sions concernent le condensat de paires de Cooper: l'état du système 
ne doit pas changer lorsque le nombre de paires dans le condensat va- 
rie d'une unité. En termes de mathématiques cela implique l'exis- 
tence de valeurs limites (Ÿ — co) différentes de zéro des éléments 


matriciels du produit Ÿ; (X:) Ÿ,. (X;). qui est l'opérateur d’annihi- 
lation de deux particules, et de sa conjuguée hermitique de création 


1) La technique exposée dans ce paragraphe est due à L. Gorkov (1958). 
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d'une paire de particules Ÿi (X;) Ÿ (X2). Ces éléments matriciels 
établissent un lien entre les états « identiques » des systèmes ne dif- 
férant que par l’éloignement ou l'introduction d'une paire de parti- 
cules : 


din m, NI EX) Pa(Xnim, N+2= 


=lim @m, N+21ŸE(X,) Ÿi(X)lm, N°0. (41,1) 


N—-x 


Dans ce qui suit nous omettrons le symbole indiquant le calcul de la 
limite ; pour alléger l'écriture nous omettrons aussi l'indice matriciel 
diagonal m servant à numéroter les états « identiques » de systèmes 
comportant des nombres différents de particules. 

Tout comme pour les systèmes de Bose ($ 31), dans l'appareil 
mathématique des fonctions de Green des systèmes de Fermi super- 
fluides figurent plusieurs fonctions différentes. A côté de la fonction 
de Green ordinaire 


GX Xe) = (NV | Ta (X) VE (A2) IN) (41,2 


il est nécessaire d'introduire des fonctions « anomales » définies par 


F8 (Lys Xe) = N | Te (Xi) Pa) IN +), 


: : (41.3) 
Fos (Xi, A2) = (N+2] TSX) Wé(X2) | N). 


Comme chacune des fonctions F,$ et F&g est construite à l'aide de 
deux opérateurs identiques, on a 


FX Xe) = — Fpo (X2r À), Fas(Xss X2) = — Fia(Xzs X5). (41.4) 


Rappelons que conformément aux principes fondamentaux de la sta- 
tistique. le résultat du calcul d’une moyenne statistique est le mè- 
me, que l’on utilise la fonction d'onde exacte de l’état stationnaire 
d’un système fermé ou la distribution de Gibbs. La seule différence 
réside en ce que dans le premier cas la moyenne s'exprime en fonc- 
tion de l'énergie Æ et du nombre W de particules et dans le second, en 
fonction de 7 et u. Pour les considérations de ce paragraphe il est pré- 
férable d'utiliser le premier procédé. 

Dans le modèle du gaz de Fermi décrit au $ 39 les paires liées 
se trouvent à l’état de singulet. La dépendance des éléments matri- 
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ciels des opérateurs de création et d'annihilation de ces paires par 
rapport au spin se ramène à un spineur antisymétrique unitaire 


0 1 
Fab — 1 0) (41,5) 
On peut donc écrire les fonctions (41,3) sous la forme 1) 


Fos = £osF (X4 Xe), 88 = L£asF + (X,, X2); (41,6) 


en vertu de (41,4), Fet F* sont symétriques par rapport à X, et X.. La 
dépendance par rapport au spin de la fonction de Green G,$ d'un systè- 
me non ferromagnétique se réduit à G;8 = 648G. Dans un système 
homogène et immobile à l'échelle macroscopique, les fonctions de 
Green G, F et F* ne dépendent que des différences des coordonnées 
des points et de la différence des instants de temps (cf. note au bas 
de la p. 154). 

Nous avons introduit au $ 26 la fonction £( X) qui possède la si- 
gnification de fonction d'onde des particules du condensat; on peut 
de même considérer la fonction iF(t,r,; t,r.) comme la fonction 
d'onde des particules liées en paires de Cooper dans le condensat. 
Dans ces conditions la fonction 


E(X)=iF (X, X) (41,7) 


est la fonction d'onde du mouvement de ces paires comme un tout. 
Les définitions (41,3) et (41,5) montrent que dans ce cas F* (X, X) — 
— iE*(X). Dans un système stationnaire immobile à l'échelle ma- 
croscopique, la fonction E (X) se réduit à une constante; par un choix 
convenable des phases des opérateurs Ÿ on peut rendre cette cons- 
tante réelle. 

Calculons maintenant les fonctions de Green ainsi définies pour 
un modèle du gaz de Fermi entre les particules duquel s'exerce une 
faible attraction. 

L'opérateur 4 de Heisenberg vérifie l'équation (7,8). En raison 
du faible rayon d'action des forces s’exerçant entre les particules dans 
le gaz considéré, on peut prendre dans le terme intégral de cette équa- 


tion les valeurs des facteurs Ÿ (t, r’) au point r’ — ret les faire sor- 
tir de sous le signe d'intégration; l'équation s'écrira alors sous la 


1) Cf. note au bas de la p. 46. Tandis que d'après sa structure de spin Go8 
est un spineur mixte de second rang, les fonctions F,$ et Fêg sont respective- 


ment des spineurs contra- et covariant. 
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forme !) 
NA v2 % st à 
ie (tu) Veste. (41,8) 


Par conjugaison hermitique de tous les termes de cette équation 


on obtient une équation analogue pour l'opérateur Y*: 


. Ya v2 , 
(or tu) a+ edit. (41,9) 

En portant (41,8) dans l'expression (9,5) de la dérivée 6G, A/0t 
on obtient l'équation 


(++ u) Gas (X —X')— 


—ig (N TES (X) Ÿ, (2) Pa (X) Ya (X) IN) = 6anô9 (X — X°) (41,10) 


(cf. (15,12)). L'élément matriciel diagonal du produit de quatre opé- 
rateurs Ÿ peut être récrit à l’aide de la règle de multiplication des 
matrices sous la forme de la somme des produits des éléments matri- 
ciels de deux paires d'opérateurs. De tous ces produits nous ne garde- 
rons que le produit contenant les éléments matriciels concernant les 
transitions avec variation du nombre de particules V <> N +2 en 
omettant tous les autres termes: 


(NITÉEE EE IN) — | 
UNITÉ INHODN +2] TUE |N)= 
= —Fru(X, X)Fis(X, X')= —805F (0) FF(X—ÀX") (41,11) 


(dans la dernière transformation on a utilisé les expressions (41,5)). 
Physiquement ce terme correspond à l’appariement des particules et 
d’après son ordre de grandeur il coïncide avec la densité du conden- 
sat. 

On notera la différence de principe avec le cas d’un gaz de Bose 
présentant un faible écart par rapport au gaz parfait où l’on a admis 
des simplifications. Dans ce gaz de Bose à T = 0 presque toutes les 
particules se trouvent dans le condensat, le nombre de particules 
hors condensat qui apparaissent en raison de la faible interaction 
mutuelle des particules étant relativement petit. Dans le cas consi- 
déré, le condensat lui-même se forme en raison de la faible interaction 


1) Comme au $ 39 on utilisera la notation g pour désigner la constante de 
liaison qui coïncide avec la constante — U, = — \ Udÿr. L'opérateur de 


Laplace sera noté V2 afin d'éviter toute confusion avec la fente A. On posera 
ici et dans le paragraphe suivant % = 1. 
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et ne comporte donc qu'un petit nombre de particules. Cela signifie 
que les termes rejetés dans la substitution (41,11) ne sont pas petits 
mais grands par rapport aux termes retenus. Or ces derniers détermi- 
nent l’apparition d’un effet qualitativement nouveau consistant en 
une modification du caractère même du spectre, tandis que les ter- 
mes omis ne seraient utiles que pour le calcul de la correction à ap- 
porter au niveau fondamental du système, ce qui ne nous intéresse 
pas ici (voir à ce sujet la note au bas de la p. 201). 

: Après la substitution (41.11) l'équation (41,10) s'écrit sous la 
orme 


(ia +u)G(X)+88F+(X)= 60 (X) (41,12) 


(l'argument X — X' de la fonction a été remplacé par X et la cons- 

tante iF (0) a été désignée par €. conformément à la définition 

(&1,7)). L'équation (41.12) contient deux fonctions inconnues G (X) 

et F+(X). ce qui signifie qu’il nous faut encore une autre équation. 
On trouve cette équation en calculant la dérivée 


FOX (y aÎT Lt] HOQIEDE 


le terme contenant la fonction delta (ce terme est semblable au second 
terme de (9,5)) n "apparaît pas ici. car la fonction Fég (X — X’) est 
continue pour { — {’ ?) (contrairement à la fonction Es (X — X')). 
En substituant (41.9) et en isolant à nouveau le terme caractérisant 
le condensat (qui est analogue à (41,11)) on obtient l'équation 


(ie —u) F+(X) + 88% (X)= 0. (41,13) 

Comme cette équation contient les deux mèmes fonctions Get F* que 
celles qui figurent dans (41.12). les deux dernières équations suffi- 
sent pour calculer ces fonctions (pour trouver la fonction Fil faudrait 
cependant trouver encore une équation par un procédé analogue). 
Ecrivons ces équations dans la représentation en impulsions en 
introduisant par le procédé ordinaire les composantes de Fourier 


G (P) et F* (P): 
(@ — np) G (P) + gEF* (P) = 1. 
(wo + np) F* (P) + gE*G (P) = 0, 


(41.14) 


1) On le vérifie aisément en calculant le saut de la fonction F£,, comme 
nous l'avons fait au $ 9 pour G,£ et en remarquant que les opérateurs ÿe G, r) 


et Ÿs (t, r’) sont anticommutatifs. 
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où P = (w,p) et n, = p°/2m — u. On notera qu'en raison de la 
parité de la fonction F* (X), ses composantes de Fourier sont paires 
elles aussi: F+ (P) = F+(—P). 

En éliminant la fonction F*+ entre ces deux équations on trouve 
pour G l’équation 


(@® — n, — À?) G(P) = © + nn (41,15) 
où on a introduit la notation 
A=glEl]. (41,16) 


La solution formelle de l'équation (41,15) est 


__o+np _ 4 D 

GOV= EE G — o—eo t o+em 
où e(p) = VA + ni, u, et v, étant donnés par les formules 
(39,13). Ce dernier résultat montre déjà que le spectre des excitations 
élémentaires, déterminé par le pôle positif de la fonction de Green, 
est décrit par la fonction e (p), i.e. on retrouve le résultat (39,20). 
Nous voyons aussi que la fente énergétique A et le module de la fonc- 
tion d'onde du condensat décrivant le mouvement des paires elles- 
mêmes sont proportionnels l'un à l’autre. 

Mais l'expression (41,17) de G (P) est cependant incomplète 
puisqu'on n’y a pas précisé le sens du parcours autour des pôles. 
Autrement dit, la partie imaginaire de la fonction G est restée indé- 
terminée ; cette partie contient la fonction delta 8 (w + e) et c’est 
pour cela qu'elle disparaît lorsqu'on la multiplie par ©? — e° dans 
(41,15). 

À T = 0 la règle de parcours autour des pôles découle de l’iden- 
tification de l'expression (41,17) avec le développement (8,7): 
dans les termes comportant des pôles positifs et négatifs on doit subs- 
tituer à la variable respectivement © + i0 et w — i0; (41,17) s'écri- 
ra sous la forme 


G(w, p) = 


(41,47) 


uÿ vi 
D ®+np 
: MEET SE ST ILE @+e(p}—i0 — (w—Ee+10)(o+e—{w) : (41,18) 


En tirant F+ de la seconde équation (41,14) on obtient 


= nr 1 
F*(o, = wie ù (41,19) 


D'autre part on a par définition 
it = F+(X=0)= | \ p+(py Er. (41,20) 


"(a 
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Portons (41,19) dans cette expression; l'intégration par rapport à 
do s'effectue en fermant le contour par un demi-cercle infiniment éloi- 
gné contenu dans le demi-plan supérieur; après cela l'intégrale 
s'exprime par le résidu au pôle w — €. Après division par & * on 
retrouve l'égalité (39,16) définissant A. 

AT 0 la détermination de la partie imaginaire des fonctions de 
Green n’est pas aussi facile. Pour construire la fonction G(w, p) avec des 
propriétés analytiques correctes par rapport à la variable & écrivons 
d'abord la fonction retardée GR(w, p); comme cette dernière doit 
être analytique dans le demi-plan supérieur, on la tire de (41,17) 
en y effectuant la substitution © — w + i0. La partie imaginaire de 
cette fonction s'écrit: 


Im GR = —n [ut Ô (@—e) + v?6 (w + e)]. 


On en déduit la partie imaginaire de la fonction cherchée G en appli- 
quant la formule (36,14) selon laquelle 


Im G(w, p=th + 57 Im GR (o, p) = 
= —(1—2n,)n[urô(o—e) —v5ô(w+Ee)], 


où n#, est la fonction de distribution de Fermi (39,14) (en utilisant 
cette formule nous passons simultanément de la moyenne sur un état 
stationnaire donné du système à la moyenne sur la distribution de 
Gibbs). La fonction G avec cette partie imaginaire s'écrit comme 
suit : 


G(w, p)= 6 5 + 2ninp [050 (© — e) — vE6 (w +e)]. 
(41,21) 


On trouve maintenant pour la fonction F+* (w, p): 


Fo, p=F+(o, p) ro EE [6(—e)+5(w+e)], (41,22) 


où le premier terme est la fonction (41,19) relative à T7 — 0. En por- 
tant cette expression dans (41,20) et en l’intégrant on retrouve l'équa- 
tion (39,15) déterminant A (7). 

On peut représenter les équations (41,14) sous forme de diagram- 
mes, comme on l’a fait avec les équations (33.7) décrivant le sys- 
tème de Bose à l'état superfluide. Les fonctions G, F, F* sont repré- 
sentées par les mêmes éléments graphiques (33,6), i.e. par des flè- 
ches unilatérales et bilatérales. Les deux équations (41,14) s’écrivent 


14—01124 
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comme suil: 


; (41.23) 


-P  P -p P 


A Ja flèche mince correspond le facteur iG(® (P). où G() (P) est la 
fonction de Green du gaz de Fermi parfait. Aux lignes ondulées s'ap- 
prochant ou s’éloignant du nœud correspondent respectivement les 
facteurs igE et —ig£*. En identifiant (41,23) et (33,7) on constate 
que ces facteurs correspondent aux fonctions énergétiques propres 
iZ 5e et iZ»9 et sont les premières approximations de ces quantités. 
On notera que par les nouveaux éléments, les flèches bilatérales et 
les lignes ondulées, sont limitées les particularités de la technique 
des diagrammes appliquée aux systèmes de Fermi superfluides ; 
à la différence du système de Bose, les nœuds « triples » n’y apparais- 
sent pas, et la technique des diagrammes est plus simple et ressemble 
plus aux cas ordinaires qu’à celui des systèmes de Bose superfluides. 


$ 42. Fonctions de Green thermiques 
du gaz de Fermi superfluide 


Au $ 41 nous avons déterminé le spectre énergétique du gaz de 
Fermi superfluide à l’aide des fonctions de Green ordinaires. i.e. 
« temporelles ». Néanmoins, dans le cas de problèmes plus compli- 
qués (notamment l’étude des propriétés des systèmes soumis à l’action 
de champs extérieurs), l'appareil mathématique des fonctions de Green 
thermiques est mieux adapté (4. Abrikossov, L. Gorkov, 1958). 

La fonction thermique &,4 est définie par la même formule 
(37,3) que celle utilisée pour le gaz de Fermi normal. Nous défini- 


rons les fonctions thermiques F,8 et #48 (qui correspondent aux 
fonctions temporelles F,, et F£s) par des formules analogues 
F af (Tir F5 To 2)= D {m, N] 14 VA Le LN 1m, N +2), 
m : 
Fap(to 3 To )= dm, N+2|uT. Va WE |m, N). 
mm 


La dépendance de ces fonctions par rapport au spin peut être expli- 
citée (à l'instar de (41,5)) sous forme de facteurs g, 1 ): 


Fab= Las Fr Fab = — Lan F- (42,2) 


1) Les signes différents dans les définitions de # et # (contrairement 
à (41,5) où les signes sont les mêmes) conviennent bien pour la raison que les 
définitions (42,1) ne contiennent pas le facteur à qui figure dans (41,3). 
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De même que #, les fonctions F et # ne dépendent que de la 
différence + — t, — 7, et vérifient les relations (37,6) (prises avec 
le signe supérieur) : 


Fo=-f(i+t+), F(O=-F(r++). (423) 


Les séries de Fourier de ces fonctions suivant + ne contiennent donc 
que les « fréquences » impaires (37,8a): &, — (2s + 1) x7. 

Pour t = 0 les opérateurs 1 de Matsubara se confondent avec 
les opérateurs de Heisenberg pour t — 0: 


DM (x=0, r)=Ÿ(t=0, r). 
En comparant les définitions de F, F à celles de F, F* on trouve en 
conséquence 


F(0, ri 0, r)=E(r), (0, ri 0, r)=E*(r), (42,4) 


où l’on doit entendre par & la fonction d'onde du condensat mo yennée 
selon Gibbs, i.e. exprimée à l’aide de la température du système. 
Nous allons montrer que la mise en œuvre des fonctions de Green 
thermiques permet de retrouver le spectre énergétique du gaz de Fer- 
mi superfluide aux températures différentes de zéro. 
L'établissement des équations pour les fonctions thermi- 
ques #, F, $ est en tous points analogue à celui des équations (41,12), 
(41,13), la dérivation par rapport à £ étant remplacée par une dériva- 
tion par rapport à Tt, et à la place des équations (41,8), (41,9) on 
utilise des équations qui s’en distinguent par la substitution it + 
— T. Tout comme dans le cas de (41,11), dans l'expression de la va- 
leur moyenne des produits des quatre opérateurs 1 de Matsubara on 
isole les termes contenant les éléments matriciels pour les transitions 
avec variation du nombre de particules de deux unités. On obtient 
ainsi les équations 


(—i+e +u)8(, not, r)+ 
+HeEF (x, r; té r)=ô(tT—71)ô(r—r), (42,5) 
(++ p)F (x, r, v,r)—gE*S (tr, niv) =0. 


Après passage aux composantes de Fourier, ces équations s'écri- 
vent sous la forme 


(Ëbs — np) £ (ss, p)+£8EF (Gs p)=1, (42,6) 
—(it,+n) F (Ge, p)—g=*$ (&s p)=0. 


[US 
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Ces équations ont pour solutions 


SG p= EEE. (42,7 
F (Gs D= x er = F+ (its, p) (42,8) 


où on a de nouveau €° = À° + 13. À = g£ (cette solution est défi- 
nie univoquement et ne contient aucune fonction 6, comme ce fut 
le cas pour les fonctions G et F*). 

La condition définissant la fente énergétique dans le spectre se 
déduit maintenant de l'égalité 


SeF(r=0, r=0=7 D | FE Po: 


ss — 00 


ou après substitution de a 8): 


GS. D rm = +. Cl 


La sommation sur ss FR à l’aide de la formule!) 


S L(2s + 1)° 72 + «2j! => th+ (42,10) 


$= — 0 


et conduit à l'égalité 


=1, (42,11) 
qui coïncide avec (39, 15). 


$ 43. Supraconductivité des métaux 


Le phénomène de la supraconductivité des métaux consiste en 
ce que le fluide électronique de Fermi se comporte comme un 
superfluide, i.e. comme le gaz de Fermi dégénéré que nous avons 
étudié dans les paragraphes précédents. Bien entendu, à de nom- 
breux points de vue le fluide électronique et le gaz de Fermi sont 


1) On obtient cette formule en écrivant 
re 
(2s+1)2nitas 22 L a+in(2s+1) a—inx(25s+1) | 


_— ( eax fe tnt De En28+ 1) ] ge 
0 


et en sommant la progression géométrique placée sous le signe d'intégration. 
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des systèmes physiques essentiellement différents. Néanmoins les 
principaux aspects physiques du spectre énergétique sont identiques 
dans les deux cas. Nous allons présenter une analyse qualitative 
afin de mettre en évidence quels aspects du modèle précédemment 
étudié peuvent être appliqués aux électrons d'un métal et dans quel- 
le mesure. 

Une propriété importante des métaux est l’anisotropie du spectre 
énergétique des électrons, contrairement à l’isotropie du spectre du 
gaz de Fermi. Cela ne s'oppose cependant pas à l'apparition du phé- 
nomène de Cooper ; ce dernier exige l'existence d’une surface de Fer- 
mi bien nette (quelle que soit sa forme) et une densité finie du nombre 
d'états sur celle-ci. 11 faut aussi que les électrons possédant des im- 
pulsions et des spins opposés aient la même énergie, ce qui implique 
que ces électrons se trouvent sur la surface de Fermi. Cette exigence 
esl assurée automatiquement par la symétrie par rapport à une inver- 
sion du temps. On peut dire que les électrons qui s’apparient se 
trouvent dans des états qui se déduisent l’un de l’autre par inversion 
du temps. 

Vient ensuite la question du signe de l'interaction mutuelle des 
électrons dans le métal. En simplifiant beaucoup, on peut dire que 
cette interaction se compose d’une part de la répulsion coulombienne, 
qui est limitée aux distances interatomiques, et d'autre part d’une 
interaction par l'intermédiaire du réseau. Cette dernière est décrite 
comme un résultat de l'échange de phonons virtuels et donne lieu à 
un effet d’attraction ($ 64). Si cette dernière interaction est la plus 
forte, le métal devient supraconducteur aux basses températures. 

]1 importe beaucoup que dans l'interaction par échange de pho- 
nons ne participent que les électrons contenus près de la surface de 
Fermi dans une couche relativement étroite de l'espace p; l'épaisseur 
de cette couche, qui est — liw,, est petite devant le potentiel chimi- 
que pu des électrons (w, est la fréquence de Debye du cristal). Il 
s'ensuit que si l'on utilise le modèle d’un gaz de Fermi proche du gaz 
parfait pour décrire la supraconductivité, par paramètre de coupure 


£& dans (39,19) on doit entendre la quantité !) 


PAT. (43.1) 


(au lieu de Eu). 
En ce qui concerne l'hypothèse de la faiblesse de l'interaction. 
on a pour tous les supraconducteurs 


T.<hop<& pu. (43.2) 


L'hypothèse avancée au $ 39 implique en outre la petitesse de la 
constante de liaison g déterminant une valeur élevée de l’exposant 


1) Cela lève la question de la den de l'intégrale (39,16) aux gran- 
des impulsions (voir note au bas de la p. 195). 
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sans dimension de l’exponentielle dans (39,19). Dans le cas étudié 
cette condition s'exprime par l'inégalité 


In (iop/T.) > 1 (43,3) 


qui exige que non seulement le rapport fiwn/T. mais aussi son loga- 
rithme soient grands. Cette condition est nettement moins bien vé- 
rifiée !). 

Compte tenu de toutes les différences que présente le fluide élec- 
tronique dans les métaux par rapport au modèle du gaz de Fermi 
faiblement non parfait, la théorie de la supraconductivité devient 
fort compliquée. Mais il apparaît aussi qu’une théorie simple fondée 
sur le modèle décrit donne une description assez adéquate des pro- 
priétés des supraconducteurs, description non seulement qualitative 
mais aussi quantitative. Une telle théorie a été élaborée par Bar- 
deen, Cooper et Schrieffer et c'est pour cela que le modèle du gaz de 
Fermi entre les particules duquel s'exerce une faible attraction mu- 
tuelle est appelé modèle BCS. 


$ 44. Le courant supraconducteur 


Aux deux types de mouvement dans un superfluide électrique- 
ment neutre (hélium liquide) correspondent dans le cas d'un métal 
supraconducteur deux types de courants électriques pouvant circu- 
ler simultanément. Le courant supraconducteur ne transporte aucune 
chaleur, son passage ne s’ accompagne d'aucune dissipation d’éner- 
gie et peut avoir lieu dans un système se trouvant dans un état d'équi- 
libre thermodynamique. Le courant dit normal est lié au dégage- 
ment de la chaleur de Joule. Nous noterons j, et j, les densités des 
courants supraconducteur et normal; la densité de courant totale 
est égale à j — ji, + jh. 

On peut faire plusieurs conclusions importantes concernant les 
propriétés du courant supraconducteur sans se référer à un quelcon- 
que modèle, à partir du fait même de l'apparition d'une nouvelle 
grandeur macroscopique — la fonction d'onde du condensat 
E (tr). 

Comme au $ 26 nous introduirons la phase ® de cette fonction: 


E(t, r)=1E Te. (44,1) 


Nous avons montré que dans l’hélium liquide le gradient de la pha- 
se D détermine selon (26,12) la vitesse v, de l'écoulement superflui- 
de; dans un supraconducteur le gradient de la phase détermine la 
grandeur observable — la densité du courant supraconducteur. En 
raison de l’anisotropie des métaux, dans le cas général la direction 
de j, ne coïncide pas avec celle de Y®. et le lien entre les composan- 


1) Le rapport kwp/T, varie entre 10 pour Pb et 300 pour Al et Cd. 
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tes de ces vecteurs est décrit par un tenseur de second rang. Afin 
d'éviter des difficultés inutiles, nous ne considérerons que le cas 
d'un métal à symétrie cubique. 

Dans ce cas le tenseur de second rang se réduit à un scalaire et 
le lien entre j, et VD s'exprime par une relation de proportionnalité. 
Ecrivons cette dernière sous la forme 

= ue VO, (41.2) 
où, par définition. e — — |e | est la charge de l’électron et m sa 
masse réelle. La quantité » , ainsi définie (fonction de la températu- 
re) est appelée densité du nombre d'électrons supraconducteurs. Cette 
quantité joue ici un rôle analogue à celui que joue dans l'hélium li- 
quide la densité de la composante superfluide. On notera qu’elle ne 
coïncide pas avec la densité du condensat de paires de Cooper, de 
même que dans l'hélium liquide p, ne coïncide pas avec la densité du 
nombre d'atomes du condensat !). 

La formule (44.2) (tout comme la formule (26,12) pour l'hélium 
liquide) suppose que la variation spatiale de la phase est assez lente, 
mais tandis que pour le liquide de Bose on n’imposait une faible 
variation de ® que sur une distance interatomique, la condition dans 
le cas considéré est beaucoup plus forte. Pour le liquide de Fermi su- 
perfluide le rôle de dimension caractéristique est assumé par la lon- 
gueur de cohérence E, — fivp/A,, et la variation de la phase D doit 
être faible sur cette distance (qui est grande par rapport aux dis- 
tances interatomiques ?). 

Le lien entre j, et © devient plus compliqué si le supracon- 
ducteur est placé dans un champ magnétique extérieur; nous consi- 
dérerons ici le cas d’un champ constant (dans le temps). Les modi- 
fications qu’il faut apporter alors à la formule (44,2) peuvent être 
précisées en s'appuyant sur la condition de l’invariance de jauge 
de la théorie. 

Cette condition signifie que toutes les grandeurs physiques ob- 
servables doivent rester invariables lors de la transformation de 
jauge du vecteur potentiel du champ magnétique: 


A— A+VY (r), (44.3) 


1) Le coefficient dans (44.2) est écrit de manière que dans le gaz de Fermi 
superfluide libre (modèle BCS) mn, coïncide avec la quantité p, que nous avons 
calculée au $ 40. Cette dernière est définie de telle sorte que le courant j, doit 
s'exprimer par j, = en3 Vsr Vs étant la vitesse de l'écoulement superfluide. 
A son tour v, est lié au gradient de la phase par l'égalité v, = (%/2m)V®; on 
fait figurer dans (44,2) le double de la masse 2m (au lieu de m dans (26,12)) 
pour tenir compte que le condensat est formé de paires de particules. 

2) On notera que dans cette formule figure un paramètre de longueur Ë, 
constant (indépendant de la température): nous donnerons plus loin ($ 51) 
une justification rigoureuse de ce critère. 
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où Z (r) est une fonction arbitraire des coordonnées. Simultanément, 
les opérateurs Ÿ se transforment selon une loi analogue à la loi de 
transformation des fonctions d'onde: 
gp. ÿ es P+— Ÿ+ exp ( — © ; 44.4 
ywru exp (+ 2), pr y exp Fe x), (44.4) 
où e est la charge des particules décrites par l'opérateur + (cf. IEI, 
(141,9)) ?). Les fonctions de Green G (X, X') et F (X, X’) étant des 


éléments matriciels des produits WW” + ou WW”. elles se transforment 
comme 


GX, X')— exp {HE IX (n)—% «} G(X. X°), 


; (44.5) 
F(X, X°)— exp {IX (x) +4 (r)} FIX. x"). 
Dans ce cas 
E=iF(X, X)—exp (FE 4) Es 
i.e. la phase de la fonction d'onde du condensat 
D D+ x (r). (44.6) 


La relation (44,2) n’est pas invariante par rapport à une telle 
transformation de la phase. Pour assurer l'invariance requise. il 
faut ajouter à cette relation un terme contenant le vecteur potentiel 
du champ magnétique: 

ji=ge n, (vo—# A). (44,7) 
La multiplication par deux de la charge (dans le deuxième terme entre 
parenthèses) exprime l'appariement des électrons dans les supracon- 
ducteurs. 

Cette formule suffit déjà pour expliquer la principale propriété 
macroscopique des supraconducteurs — l'expulsion du champ magné- 
tique (effet Meissner) ?). 

Considérons un supraconducteur homogène placé dans un champ 
magnétique faible dont l'intensité est petite devant le champ criti- 
que H,.. lequel détruit la supraconductivité. Cette condition exclut 
l'influence notable du champ magnétique sur la quantité r.. Posons 


1) Comme les opérateurs 4 apparaissent par paires W (X) et Y* (X) dans 
l'hamiltonien de seconde quantification (7,7) lors de la substitution (44,3), 
(4,4), celui-ci se transforme comme le ferait un hamiltonien ordinaire lors 

‘une transformation des fonctions d'onde ordinaires (non opératorielles). 
Une transformation de la forme (44,3), (44,4) a en fait été utilisée au $& 19. 

2) L'électrodynamique en L DEUTS des supraconducteurs est exposée 

dans un autre tome de ce cours, cf. VIII, ch. VI. 
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que Je corps se trouve dans un état d'équilibre thermodynamique, 
ce qui implique que le courant normal est nul, i.e. j, — j‘). En sou- 
mettant les deux membres de l'égalité (44,7) à l’opération rot et en 
remarquant que rot À = Best l'induction magnétique dans le corps, 
on obtient l'équation des London 


rotj=— << B (44,8) 


(F. London, H. London, 1935) *). 
Cette équation est spécifique pour les supraconducteurs. Utili- 
sons aussi les équations générales de Maxwell 


rot B— Æ j, (44,9} 
div B = 0. (44,10) 
Eu portant j de (44.9) dans (44.8) et en remarquant qu'en vertu de 
(44,10) rot rot B — — AB, on obtient l'équation du champ magnéti- 
que dans le supraconducteur 
AB = 6-"B, (44,11} 
où on a utilisé la notation 
6° — mc*/4nen,. (44,12) 


Utilisons cette équation pour trouver la distribution du champ 
dans le supraconducteur près de sa surface, que nous supposerons 
plane; adoptons ce plan pour plan yz et orientons l’axe des x vers 
l'intérieur du corps. Dans ces conditions la distribution du champ ne 
dépend que de la seule coordonnée zx, et de (44,10) on tire dB,/dxr — 
= 0; il résulte automatiquement de (44,11) que B, =: 0. L'équation 
(44,11) s'écrit maintenant d*B/dr° — B/6°. d'où 


B (x) = ge-"#. (44,13) 


où le vecteur & est parallèle à la surface. 

Nous voyons que le champ magnétique s’affaiblit exponentielle- 
ment vers l'intérieur du supraconducteur et n’y pénètre qu'à une- 
profondeur — ô. Cette longueur est macroscopique, quoique petite 
devant les dimensions ordinaires des échantillons massifs (ô — 
— 4078 à 10-5 cm), de sorte que le champ ne pénètre en fait que dans. 
une mince couche superficielle. La longueur & est appelée profondeur 
de pénétration des London. C'est une grandeur directement mesurable 
dont la signification est claire, contrairement à Ja signification toute 
conventionnelle du paramètre nr. 


1) C'est ee que nous supposerons partout dans ce chapitre, de sorte que j: 
désignera partout la densité du courant supraconducteur. 
?) La démonstration de l'équation (44,8) est due à L. Landau (1941). 
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La démonstration ci-dessus est valable sous réserve. La formule 
initiale (44,7) n’est applicable que si la variation spatiale de toutes 
les grandeurs est suffisamment lente: les distances caractéristiques 
sur lesquelles les grandeurs varient de façon notable doivent être 
grandes par rapport à la longueur de cohérence £, !). Dans le cas con- 
sidéré, cela signifie que l'on doit avoir 


ô > Eo- (44,14) 


Cette condition n'’invalide naturellement pas la démonstration 
selon laquelle le champ est expulsé du supraconducteur ; si l’on sup- 
posait que le champ n'est pas expulsé, cela donnerait lieu à contradic- 
tion, puisque sa variation serait alors à priori lente et l'équation 
(44,11) serait valable. Or l'équation concrète (44,11) et la loi d’affai- 
blissement du champ (44,13) qui en découle ne sont valables que si 
la condition (44,14) est vérifiée. 

Le cas où l'inégalité 8 > E, est vérifiée dans un supraconducteur 
est appelé cas des London. Le cas inverse où ô< E&, est appelé cas 
de Pippard (la loi d'affaiblissement du champ dans le supraconduc- 
teur sera examinée au $ 52). Lorsque T —+ T, la densité des électrons 
supraconducteurs n,—-0, ce qui implique que ô —+ co. Il s'ensuit 
qu’à proximité du point de transition on se trouve toujours dans le 
cas des London, tandis que pour 7 —+ 0 la relation entre 6 et E, dé- 
pend des propriétés du métal étudié ?). 

Signalons encore une conséquence de l'expression (44,7) qui ne 
dépend pas du rapport entre 6 et &,. 

Conformément aux données de l’électrodynamique macroscopique 
des supraconducteurs, si un flux magnétique passe à travers la partie 
centrale (vide) d’un tore supraconducteur, ce flux reste constant, quel- 
les que soient les variations de l’état du corps (n’affectant pas sa 
supraconductivité); on suppose qu'il s’agit d'un tore massif en ce 
sens que son diamètre et son épaisseur sont grands par rapport à la 
longueur de cohérence et à la profondeur de pénétration du champ. 
Nous allons montrer que la valeur du flux magnétique « gelé » dans 
l'ouverture du tore ne peut être égale qu’à un multiple entier d'un 
« quantum de flux » élémentaire (F. London, 1954). 

Dans la masse du corps (hors de la région de pénétration du 
champ) la densité du courant j — 0, tandis que le potentiel vecteur 


1) Rappelons que l'induction B est l'intensité microscopique vraie du 
champ magnétique, qui est la moyenne sur des éléments de volume physique- 
ment infiniment petits, mais dont les dimensions sont grandes par rapport au 
paramètre du réseau cristallin. 

2) Le cas des London s'étend à tout le domaine des températures dans le 
<as des métaux de transition purs ainsi que dans certains composés intermé- 
talliques. Le cas de Pppand se rencontre (loin de T,) dans les métaux purs 
cs ppsnnt à aucun des groupes de transition du système périodique des 
éléments. 
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est différent de zéro; seul son rotationnel est égal à zéro, ce qui si- 
gnifie que l'induction magnétique B est nulle. Considérons un contour 
fermé C arbitrairement choisi qui embrasse l'ouverture du tore et pé- 
nètre dans le corps loin de sa surface ; ce choix crée les conditions re- 
quises pour que la formule (44,7) soit vérifiée, à savoir: variation 
suffisamment lente de la phase © et du potentiel A dans l'espace. La 
circulation du vecteur A le long du contour C coïncide avec le flux 
de l'induction magnétique à travers la surface s'appuyant sur le con- 
tour. i.e. avec le flux $ à travers l’ouverture du tore: 


fadi={\rotA.dt=\Bd=#. 


D'autre part, en égalant à zéro l'expression (44.7) et en l'intégrant 
le long du contour. on obtient 


faa=ré VO. d1= + 60, 


où ô® est la variation de la phase de la fonction d'onde lors du par- 
cours du contour. Mais comme cette fonction doit être univoque, la 
variation de la phase ne peut être qu'un multiple entier de 2x. Nous 
obtenons ainsi le résultat suivant: 


=nbn = _ = 2.10-7gf.cm?, (44,15) 


où n» est un nombre entier. La quantité $, est le quantum élémentai- 
re du flux magnétique. 

La quantification du flux magnétique entraîne aussi que le cou- 
rant total J pouvant circuler dans un tore supraconducteur (en l'ab- 
sence de champ magnétique extérieur) doit avoir des valeurs discrè- 
tes. En effet le courant J crée un flux magnétique à travers l’ouver- 
ture du tore égal à LJ/c, L étant le coefficient de self-induction. En 
égalant ce flux à 2$, nous trouvons que le courant peut avoir des 
valeurs données par 


cp nhc2 : 
J= TH PrSTIL (44,16) 


Contrairement au quantum du flux magnétique, « le quantum du cou- 
rant total » dépend (de même que la self-induction L) de la forme et 
de la dimension du tore. 


Problème 


Déterminer le moment magnétique d’une bille supraconductrice de rayon 
R placée dans un champ magnétique lorsque la condition des London est 
valable. 

Solution. Pour R< 6 on peut poser que le champ à l'interieur de 
la bille est constant et égal au champ extérieur @. Si l'on adopte un potentiel 
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vecteur de la forme À = 1/, ($ X r), on peut poser tout simplement 
j = —(nse’/mc) A 


(ce qui revient à poser ® — 0 dans (44,7)); la condition aux limites pour la 
np On de la composante normale du courant (nj = 0) à la surface de la 
bille est alors automatiquement vérifiée. Le moment magnétique est donné 
par l'intégrale étendue au volume de la bille 


4 | | 
M= \ (rXj) av 


et on trouve après intégration 
R5 


M= —-55r 6. 


$ 45. Equations de Ginzburg-Landau 


La théorie exhaustive décrivant le comportement du supraconduc- 
teur dans un champ magnétique est fort compliquée. La situation se 
simplifie grandement aux températures proches du point de transi- 
tion où on arrive à établir un système d'équations relativement sim- 
ples utilisables aussi bien dans un champ faible que dans un champ 
fort !). 

Dans la théorie générale de Landau des transformations de phase 
du second ordre, pour distinguer les phases « non symétrique » et 
« symétrique » on introduit un paramètre d'ordre qui s’annule au 
point de transition (cf. V. $ 142). Pour la phase supraconductrice le 
paramètre d'ordre qui s'impose fout naturellement est la fonction 
d'onde Æ du condensat. Afin d'éviter des difficultés inutiles, nous 
considérerons un métal de symétrie cubique; nous avons déjà indi- 
qué au $ 44 que dans ce cas l’état supraconducteur est caractérisé 
par la quantité scalaire n, — la densité des électrons supraconducteurs. 
Il est particulièrement commode dans ce cas d’adopter comme para- 
mètre d'ordre une quantité (que nous noterons 4) proportionnelle à 
E mais normalisée par la condition {14 |°— #./2. La phase de la 
quantité 4 coïncide avec celle de la fonction E: 


= y a. (45,1) 
La densité du courant supraconducteur (44,2) exprimée en fonction 
de + s'écrit comme suit: 
eh ieh 


IP VO = — (EVE EVE). (45,2) 


ja = 


1) La théorie es ci-dessous a été conçue en 1950 par V. Ginzburg et 
L. Landau. Cette théorie a été construite sur une base phénoménologique bien 
avant la création de la théorie microscopique de la supraconductivité. 
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Le point de départ de la théorie est l'expression de l'énergie libre 
du supraconducteur donnée comme fonctionnelle de la fonction 
+ (r). Conformément aux propositions de base de la théorie de Lan- 
dau. elle s'obtient en développant la densité de l'énergie libre sui- 
vant les puissances du paramètre d'ordre 1 (qui est petit près du 
point de transition) et de ses dérivées par rapport aux coordonnées. 
Nous considérerons d’abord le comportement du supraconducteur 
en l'absence de champ magnétique. 

En tant que grandeur proportionnelle à la fonction de Green 
F(X, X)= — i£ (X) le paramètre d'ordre + est une quantité non 
univoque. et ce pour la raison suivante. La fonction F (X,. X) étant 


composée de deux opérateurs Ÿ, une variation arbitraire de la phase 


de ces opérateurs Ÿ —+ Weix/? entraîne une variation de & de la phase 
de la fonction F. Il est bien évident que les grandeurs physiques ne 
doivent pas dépendre de ce choix arbitraire mais doivent être inva- 
riantes par rapport à la transformation du paramètre d'ordre com- 
plexe : 1 —1wÿeiz. Si cette condition est vérifiée, le développement de 
l'énergie libre ne comportera aucun terme de puissance impaire en 


Lau forme concrète de ce développement est établie à l'aide des 
mêmes considérations que celles utilisées dans la théorie générale des 
transformations de phase du second ordre (cf. V. $ 146). Sans les re- 
prendre ici, nous écrirons le développement suivant de l'énergie libre 
totale du corps supraconducteur !): 


F= Fat | {HE vbP+alpe++ blé) av. (45,3) 


Ici F, est l'énergie libre à l'état normal (i.e. pour 1 = 0); bun coef- 
ficient positif ne dépendant que de la masse volumique du métal 
{et non de la température); la quantité a dépend de la température 
selon la loi 


a=(T—T;)a, (45,4) 


et s'aunule au point de transition; le coefficient « > 0 implique 
qu'à la phase supraconductrice correspond la région T <T!,; le 
coefficient auprès de | V1 [* dans (45,3) a été choisi de manière que 
le courant s'exprime par la formule (45,2) (voir plus loin) ?). Le fait 
que dans (45,3) on ne trouve que les dérivées premières de + résulte 
de l'hypothèse de la lente variation de 1 dans l’espace. 


1) Rappelons que la forme du terme contenant le ration est liée à l'hypo- 
thèse de la symétrie cubique du cristal. Dans le cas d'une symétrie plus basse 
ce en aurait une forme quadratique plus générale formée à partir des déri- 
vées Gf/07:. 

2) Ce choix (y compris l'identification de m avec la masse réelle de l’élec- 
tron) n'a aucune signification JEoiRee et est une pure convention, tout com- 
me la définition de nr, dans (44,2). 
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Dans un supraconducteur homogène, en l’absence de champ exté- 
rieur le paramètre 1 ne dépend pas des coordonnées. Dans ce cas l'ex- 
pression (45,3) se réduit à 


F= Fn+aV | + vie. (45.5) 


La valeur d'équilibre de |#1° (pour T << T.) est déterminée par 
la condition que cette expression est minimale: 


ee <= (Te T); (45.6) 


la densité des électrons supraconducteurs en fonction de latempératu- 
re s'annule au point de transition selon une loi linéaire. 

En réinsérant (45,6) dans (45,5) on trouve la différence des éner- 
gies libres des états supraconducteur et normal: 


F—Fne — VS (Te Ty. (45,7) 


En dérivant par rapport à la température on trouve la différence 
des entropies, puis le saut de la chaleur massique au point de transi- 
tion 1): 


CC er, (45.8) 


Près du point de transition la différence (45,7) ne représente qu'une 
petite addition à l'énergie libre. Selon le théorème des petites 
additions (V, $ 15) cette même quantité (exprimée en fonction de la 
température et de la pression au lieu de la température et du volume) 
représente la différence des potentiels thermodynamiques ®, — «,. 
D'autre part, selon la formule générale de la thermodynamique des 
supraconducteurs (cf. VIII, (55,7)) cette différence coïncide avec la 
quantité — VH?/8n, où H, est le champ critique détruisant la supra- 
conductivité. Ainsi, nous trouvons pour ce dernier la loi suivante de 


1) En comparant les formules (45,6) et (45,8) pour | à |? = p4/2m et pour 
le saut de la chaleur pense avec les formules (40,16) et (40,11) pour les 
mêmes quantités dans le modèle BCS, on arrive à trouver les valeurs des coeffi- 
cients a et b dans ce modèle (L. Gorkov, 1959): 


a—6n?7./76(3)u=7,04-T/p, b-=aTe/n; 


on a utilisé le lien entre la densité du nombre de parteules n = p/m et le po- 
one chimique pp (à T = 0) avec la même impulsion limite que pour un gaz 
parfait: 


n=p}/3nh, u=p}/2m. 
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la dépendance par rapport à la température près du point de transi- 
tion !): 
a? \1/2 Ana? \1/2 
H=(<e) (SE) Ter). (45,9) 
En présence d’un champ magnétique l'expression (45,3) de l’éner- 
gie libre doit être modifiée à deux points de vue. Premièrement, à 
l'expression sous le signe d’intégration il faut ajouter la densité 
d'énergie du champ magnétique B°/8x (où B = rot A est l'induction 
magnétique dans le corps). Deuxièmement, on doit modifier le ter- 
me à gradient afin de satisfaire à la condition de l’invariance de jau- 
ge. Nous avons montré au paragraphe précédent que cette condition 
rend nécessaire le remplacement du gradient de la phase VO de la 
fonction d'onde du condensat par la différence Y® — 2eA/fc. Dans. 
notre cas il faut procéder à la substitution suivante: 


Vh = 10 Jp] + VO —+ Vi — Av. 


On obtient ainsi l'expression fondamentale 
B° k3 2i 2 
Fe Pro + | {+ (ve a) of +alee+ 
b 
++ lbs} dV (45,10) 


(Fho est l'énergie libre du corps à l’état normal en l’absence de champ 
magnétique). On notera que le coefficient 2ie/ñc dans cette expression 
est inconditionnel (à la différence du coefficient #?/4m dont le choix, 
comme nous l'avons indiqué plus haut, est affaire de convention). 
La multiplication par deux de la charge de l’électron est une consé- 
quence de l'effet Cooper (L. Gorkov, 1959). Il est bien évident que ce 
coefficient ne saurait être trouvé par voie phénoménologique. 

Pour trouver les équations différentielles décrivant les distribu- 
tions de la fonction d'onde 1 et du champ magnétique dans le supra- 
conducteur, on doit minimiser l’énergie libre en tant que fonctionnel- 
le de trois fonctions indépendantes : 4, * et A. 

Comme la quantité complexe est formée de deux quantités réel- 
les, lors du calcul variationnel on doit considérer + et #* comme des 
fonctions indépendantes. En faisant varier l'intégrale par rapport à 
v* et en transformant l'intégrale du terme (Vip — 2ieA/he) Vôyp* 


1) Dans le modèle BCS: 
He=2,44(mpr/RS) PR (T.—T) pour T — T.. 
Donnons également la valeur de H, dans ce modèle pour T = 0: 
He=0,997, (mpr/R3)2 
(cette valeur s'obtient en égalant — VH2/8n à la différence des énergies (40,9)).. 
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à l'aide d’une intégration par parties, on obtient 
SF = {5 (ve À) ++ 14ie pr} 6 a + 

+7 D (vo Say) bar: (5,11) 


la deuxième intégrale est étendue à la surface du corps. En posant 
$F — 0 on trouve en qualité de la condition d'égalité à zéro de l'in- 
tégrale de volume pour àp* arbitraire l'équation suivante: 


(inv A) p+ap+olpee=0 (45,12) 


{si l’on fait varier l'intégrale par rapport à on obtient une équation 
<onjuguée complexe qui ne fournit aucun nouveau renseignement). 

D'autre part la variation de l'intégrale par rapport à À conduit 
à l'équation de Maxwell 


4x . 
rotB=——;, (45,13) 
la densité de courant étant donnée par l'expression 
: ieh 2e? ; 
= CV — pt) — EE IE A, (45,14) 


qui coïncide avec (44,7) (nous écrivons j au lieu de j,, car à l'état 
d'équilibre thermodynamique le courant normal est nul). On notera 
-que de (45,13) découle l'équation de continuité div j — 0; on peut 
obtenir cette même équation en dérivant directement l'expression 
45.14) compte tenu de (45,12). 

Les équations (45,12) à (45,14) forment le système complet des 
équations de Ginzburg-Landau. 

Les conditions aux limites pour ces équations sont déduites à par- 
tir de la condition de l'égalité à zéro des intégrales de surface dans la 
variation ÔF. De (45,11) on tire par conséquent la condition aux li- 
mites 


n(—iñvy——< Aÿ)=0, 145,15) 
où n est le vecteur de la normale à la surface du corps. On notera 


qu'en vertu de cette condition la composante normale du courant 
-(45,14) s'annule également: nj = 0!). 


‘} Lorsque la condition aux limites (45,15) est vérifiée, ÿ ne s'annule pas, 
-contrairement à ce que l’on pourrait supposer puisqu'il s’agit de la fonction 
d'onde à la frontière du corps. Cela résulte de ce que ne décroît jusqu'à zéro 
qu’à des distances — E, de la surface du corps; or, dans la théorie de Ginzburg- 
Landau, les distances de cet ordre sont considérées comme négligeables. 

La condition (45,15) a été établie ici pour la frontière supraconducteur- 
-vide ; elle reste valable pour la frontière avec un diélectrique, mais s'il s'agit 
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En ce qui concerne les conditions aux limites pour le champ, te- 
nant compte de ce que j est fini dans tout l'espace (jusqu'à la surfa- 
ce du corps), l'équation (45,13) implique que la composante tangen- 
tielle de l'induction B, est continue. D'autre part, de l'équation 


div B = 0 


découle la continuité de la composante normale B, de l'induction. 
Autrement dit, les conditions aux limites imposent la continuité du 
vecteur B tout entier. 

Dans un champ magnétique faible on peut négliger son influence 
sur |w{*et poser que || est égal à la valeur constante (45,6) 
tout le long du corps. Dans ces conditions la substitution de (45,14) 
dans (45,13) (en soumettant les deux membres de l'équation obtenue 
à l'opération rot) fournit l'équation des London (44,11) avec la pro- 
fondeur de pénétration 


mc°®b 4/2 mc°®b 1/2 : 
(er) =lame-n] + (46516 


En outre les équations de Ginzburg-Landau contiennent une autre 
longueur caractéristique : le rayon de corrélation des fluctuations du 
paramètre d'ordre 1 (en l'absence de champ}, que nous noterons 
E (T). Conformément aux formules connues de la théorie des fluctua- 
tions (cf. V, $ 146), ce rayon s'exprime à l’aide des coefficients dans 
l'énergie libre (45,3) selon 


ñ ñ = 
FOIE on ee 2er ten (1 


Les longueurs caractéristiques (45,16), (45,17) déterminent l'or- 
dre de grandeur des distances sur lesquelles varient notablement le 
paramètre d'ordre + et le champ magnétique décrits par les équations 
de Ginzburg-Landau. La longueur & caractérise surtout le champ 
magnétique et la longueur & (7) la distribution de +. Ces deux lon- 
gueurs doivent être grandes par rapport aux « dimensions de la paire » 
Ë, afin que soit vérifiée l'hypothèse d'une variation lente de toutes 
les grandeurs dans l’espace. Etant donné que les deux longueurs aug- 
mentent à mesure que l'on s'approche du point de transition (selon 


de la surface de séparation de deux métaux différents, dont l'un est supraconduc- 
teur et l'autre normal, elle ne s'applique plus, car elle ne tient pas compte 
de l'effet de la pénétration d'un certain nombre d'électrons supraconducteurs 
dans le métal normal. Dans ce cas on remplace (45,15) par une condition plus 
générale compatible avec la condition nj = 0: 


à (—invy—# ay) =+, (45,15a) 


où À est une constante réelle (homogène à une longueur); pour évaluer cette 
constante il faut procéder à une étude microscopique plus fine. 


15-01124 
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la loi (T. — T) 1/2), près de ce point cette condition est générale- 
ment vérifiée (voir plus loin). 

Dans cette théorie un rôle important revient au paramètre de 
Ginzburg-Landau défini comme le rapport constant (indépendant de 
la température) des deux longueurs citées: 
js (T) ___ mcbi/? 

ui — Qn)AÆlelñ * 


ô 
| (45,18) 


D'après l’ordre de grandeur x — 64/60, &0 étant la longueur de cohé- 
rence (39,21) et 6, la profondeur de pénétration de London au zéro 
absolu. Signalons encore la formule 

x=2V 3 LL x (T6 (7), (45,19) 
que l’on obtient à partir de (45,9) et (45,16) et qui donne xen fonc- 
tion de quantités observables. 

Disposant des équations il convient de préciser leur domaine de 
validité. 

Du côté des basses températures, ce domaine est borné par la con- 
dition T,. — T< T..ce qui permet de poser que le paramètre d'ordre 
est assez petit pour être à la base du développement de l'énergie libre 
que nous avons réalisé. La même condition assure que l'inégalité 
ë (7) > E est vérifiée ; mais pour que soit assurée l'inégalité Ô (T) > 
> £o la condition doit être plus sévère pour les supraconducteurs 
ayant un petit paramètre x!). Dans ce dernier cas l'inégalité ô > 


> & implique que 
Te— TE KT. (45,20) 


Du côté de T + T. la validité des équations n’est limitée que 
par la condition générale de la validité de la théorie de Landau des 
transformations de phase liée à la croissance des fluctuations du pa- 
ramètre d'ordre. Mais dans le cas étudié cette condition est fort lä- 
che puisqu'elle s'exprime à l’aide des coefficients du développement 
(45,3) par l'inégalité 


2T£ 

Te TP am 
(cf. V (146, 15)). Si l’on évalue l'expression du second membre à l'ai- 
de des valeurs de a et b dans le modèle BCS on obtient 


(Te— TT.» (Tu). (45,21) 
Du fait de l’extrème petitesse du rapport T./u = 107% à 10-# on peut 
admettre que cette condition est pratiquement vérifiée jusqu’au 
point de transition. Pour la transformation du second ordre des pha- 


ses supraconductrice et normale le domaine des fluctuations est pra- 
tiquement inexistant. 


1) Indiquons les valeurs de x pour quelques métaux purs: Al — 0,01, 
Sn — 0,13, Hg—0,16, Pb — 0,23. 
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Problème 


Trouver la valeur critique du champ magnétique dirigé parallèlement à la 
surface d'une pellicule plane d'épaisseur d<« E, 6 et détruisant la supraconduc- 
tivité (V. Ginzburg, L. Landau, 1950) 1). 


Solution. Faisons coïncider le plan zz avec le plan médian de la pelli- 
cule, l’axe des x étant orienté suivant le champ magnétique. Dans l'équation 
du champ (45,13) B ma B, (y) qui varie suivant l'axe des y dirigé transversale- 
ment par rapport à la Selle e) on peut admettre que 1 = const. Dans ces 
conditions le premier terme de l'expression du courant (45,14) disparaît et l'ap- 
plication de l'opérateur rot à (45,13) fournit l'équation B° = 62B/6? avec 8 — 
= 4/p,, p£ = | a |/b. La solution de cette équation qui est symétrique par 
rapport à y est 

ch (0/6) 


” 4 (fo 
BU=$ TE a0p5) = Ÿ [+ 8 ] 


($ étant le champ extérieur). A ce champ correspond la distribution du cou- 
rant suivante: 


Dans l'équation (45,12) on ne peut pas négliger complètement la dépendan- 
ce de + par rapport à y: la petite dérivée 9*b/0y° y est pratiquement multipliée 
par #?/mla| = E? et se trouve ainsi multipliée par un grand facteur (E/d)° 
(par suite de la condition d< E); mais on peut négliger dans cette équation le 
potentiel À = 4, (y) qui conduit à l'apparition de termes d'ordres de petitesse 
supérieurs en d/E. Afin d'éviter l'étude de la variation de 1 en fonction de y, 
nous calculerons la moyenne de l'équation (45,12) sur l'épaisseur de la pelli- 
cule ; les dérivées par rapport à y s'en éliminent en raison de la condition aux 
limites dp/0y = 0 à la surface de la pellicule. En remarquant encore que 


2% mi } 
+ ( lelñlwpl? Ÿ 
du fait que la phase de la fonction 1 dépend de z (et que son gradient est lié au 
courant), on trouve après réduction par 4: 


mj® 


ivre lal+bl%1?=0, 


En utilisant encore les expressions (45,9) et (45,16) on obtient l'équation 
AEd\2_,_ lv 
24 (55 ) F1 VE 

qui fournit la valeur de 4 pour une pellicule placée dans un champ magnéti- 


que. La valeur critique Æ (Pl) de la pellicule est celle pour laquelle ÿ s'annule. 
Elle est liée au champ critique H, du supraconducteur massif . l'égalité 


H(Pel) = 3/24 H la. 


1) Voir au $ 47 un problème analogue pour une petite bille. 
15* 
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Dans les conditions considérées la destruction de la supraconductivité 
par le champ implique une transformation de phase du second ordre : ÿ s'annule 


lorsque @ croît de façon continue. Ce résultat est bien naturel puisque pour 
d<& Ô le champ pénètre dans la pellicule supraconductrice et il n'y a donc 
aucune raison pour que la transformation soit du premier ordre, qui corres- 
pondrait à une pénétration subite du champ dans la pellicule. 


$ 46. Tension superficielle à la surface de séparation 
des phases supraconductrice et normale 


Les équations de Ginzburg-Landau permettent, entre autres, de 
calculer la tension superficielle à l'interface de la phase su- 
praconductrice (s) et de la phase normale (7) (dans un échantillon don- 
né) en établissant une relation entre la tension superficielle et les 
grandeurs caractérisant les propriétés volumiques du corps (V. Ginz- 
burg, L. Landau, 1950). Rappelons que ce type d’interfaces existe 
dans des échantillons métalliques se trouvant dans l’état intermédiai- 
re lorsqu'ils sont soumis à l’action d’un champ magnétique. Comme 
toute la différence entre les phases se réduit à ce que dans l'une 
Ÿ 0 et dans l’autre ÿ — 0, la transition entre elles s'effectue de 
façon continue dans une certaine couche et est décrite par les équa- 
tions de Ginzburg-Landau avec les conditions aux limites imposées 
à grande distance de part et d'autre de cette couche. 

Considérons une surface de séparation plane entre les phases » et 
s du métal. En l’adoptant pour plan yz, orientons l'axe des zx 
vers l’intérieur de la phase s. Dans les deux phases la distribution de 
toutes les grandeurs ne dépend que de la coordonnée r. Imposons au 
potentiel vecteur du champ, dont le choix n’est pas encore univoque, 
une jauge dans laquelle div A = 0; dans notre cas cela fournit 
dA,ldr — 0, ce qui montre que l’on peut poser À, — 0. Par raison 
de symétrie le vecteur A est contenu partout dans un même plan; 
en posant que ce soit le plan zy, on a 4, = À et le vecteur induction 
est contenu dans le plan xz avec 


B = B, = À’ (46,1) 


(le prime désigne la dérivation par rapport à x). 

Récrivons maintenant l'équation (45,13) sous la forme utilisée 
en électrodynamique macroscopique rot H — 0 en définissant l'in- 
tensité H du champ selon !) 


H=B—41M, crot M — ji. 


1) Rappelons, afin d'éviter tout malentendu, que la note dans VIII, $ 53 
affirmant qu'il était inutile d'introduire la grandeur H concernait l’électro- 
dynamique des supraconducteurs où la zone de pénétration du champ magné- 
tique était considérée comme infiniment mince. Les équations de Ginzburg- 
Landau s'appliquent justement à la structure de cette zone. 
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Dans notre cas cette équation implique que H = const. Loin de la 
surface de séparation dans la masse de la phase normale l'induction 
et l'intensité coïncident et sont égales à la valeur critique: B = H = 
— H, (nous négligeons la susceptibilité magnétique de la phase nor- 
male). En conséquence on a dans tout l'espace H = AH, = H. 

En négligeant la variation de la masse volumique du métal ac- 
compagnant la transition à l’état supraconducteur on posera qu’elle 
est constante (ainsi que la température) partout dans le corps !). 
Notons f l'énergie libre de l'unité de volume (pour la distinguer de 
l'énergie libre F du corps tout entier). À température et masse volu- 
mique constantes et en négligeant les effets de surface la différentiel- 
le 


dj =} dB (46,2) 


(cf. VIII, $ 31). Imposer que B soit constant équivaudrait dans ces 
conditions à exiger que la quantité 


= (46,3) 


soit constante. Il s'ensuit que la contribution qu'apporte la partie 
variable F à l'intégrale F — \ f dV est due uniquement à l’existen- 
ce d’une interface. En rapportant cette contribution à l’unité d'aire 


de l'interface on peut évaluer le coefficient de tension superficielle 
comme l'intégrale 
ns = \ G—Ÿ) dz, (46,4) 


—©œ 


où la constante fe est la valeur de Î loin de l'interface, par exemple 
dans les profondeurs de la phase normale. 
Comme l'énergie libre de la phase normale est égale à f, = fn0 + 
+ B'/8n=f,9+ H4/8n, on a 
_ H? H£ 2 
fn =tn— RE fn0— RES fn0 — 5 


(dans la dernière égalité il a été tenu compte de (45,9)). La valeur de 


Î en un point arbitraire s'exprime à l’aide de la densité de l'énergie 
libre f par 


7_4_ H.B 
Î =f 4 * 

1) En toute rigueur, à l'équilibre des phases, c'est le potentiel chimique 
(et non pas la masse M ne qui est partout constant. Compte tenu de la 


variation de cette dernière on devrait considérer non pas l'énergie libre mais 
le potentiel thermodynamique 
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En utilisant l'expression (45,10) on obtient la formule suivante de la 
tension superficielle : 


ns = ï te (191 ++ Te Alpe) + 


+alpe+ pi HE +) ds. (46,5) 


L'expression sous le signe d'intégration s’annule aussi bien dans la 
phase normale (x —> — oo), où ÿ = 0, B = H., que dans la phase 
supraconductrice (zx —> 00), où | É — — a/b, B = 0. 

On notera que dans a intégrée (46,5) le terme iAVwY 
s'élimine parce que À, — 0. Un terme semblable s’élimine de (45,12) 
et l'équation qui reste possède des coefficients réels; il s'ensuit que 
l'on peut choisir une solution réelle, et c'est ce que l’on supposera 
dans ce qui suit.Dans l'expression de la densité de courant (45,14) 
disparaît alors le premier terme et il reste 


— 1% ya. (46,6) 


Introduisons à la place de la variable z et des fonctions À (x), Ÿ (x) 
les quantités sans dimension 


A D D. A ñ_ dÂ ___B 
T=—; V=vY AZ Be. (46,7) 


Dans la suite de ce paragraphe on n’utilisera que ces quantités en 
omettant les traits au-dessus des symboles. Avec ces variables l’équa- 
tion (45,12) s'écrit sous la forme 


” A° | 
y =#[($-1)v+6]. (46,8) 
L'équation (45,13) où l’on substitue à j l'expression (46,6) se met 
sous la forme 
A" = Aÿ°’. (46,9) 
Les conditions aux limites pour ces équations dans le problème 


étudié (correspondant aux phases n et s pour x > — oo et x —+ co) 


sont les suivantes: 
p—0, B—4"—=1 pour z—= —oo, 
v=1, 4’=0 pour z= 00 (35:40) 


On vérifie aisément que les équations (46,8), (46,9) ont l'intégrale 
première 
2x724"2+ (2 — 42) 2 — 1 + 42 = const — 1 ; (46,11) 
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la valeur de la constante est déterminée à l’aide des conditions aux 
limites !). 
Enfin l'expression (46,5) prend la forme 


SH? € 
ange À [Hve+a4-n ++ (41e 


= ([Hpe+aca-1]as (46,12 


(lors du passage à la seconde égalité le terme ‘est déduit de (46,11)). 

Passons à l'étude des équations ci-dessus. Considérons d’abord le 
cas x & 1 (qui est généralement réalisé dans les métaux supraconduc- 
teurs purs). Cette inégalité im- 
plique que 6 (T)<& E (T), ce qui 
signifie que le champ magnétique 
varie notablement sur des distan- 
ces qui sont petites devant la 
distance caractéristique de varia- 
tion de la fonction 1 (x). 

On a représenté sur la figure 6 
l'allure de la distribution du 
champ et de ÿ dans ce cas. Dans 
la région où le champ est impor- Fig. 6 
tant on a Ÿ Æ 0, après quoi le 
champ diminue brusquement tandis que la fonction + (x) commence 
à varier lentement (sur des distances z— 1/x) en l'absence de 
champ. En posant À = 0 dans (46,11) on obtient l'équation 


1,4 
RER MES 1— 2 : 
V5 (1— >) 
qui doit être résolue à la condition que = 0 au point x = 0 choisi 
quelque part dans la région où le champ décroît. Cette solution est 
la suivante: 


p=th(xz/V 2), (46,13) 
et le calcul de l'intégrale (46,12) avec cette fonction (et À = O0) 
donne 


2 
CR (46,14) 


L'erreur de cette valeur tient à ce que l’on a négligé la contribu- 
tion qu’apporte à l'intégrale la région de décroissance du champ. 


1) De la condition (46,10) il s'ensuit que pour z—>+o on a ÿ’ = 0 et 
de ces conditions et de l'équation (46,9) il s'ensuit que pour z—> © 4” = 0 
et À = 0 (une valeur déterminée de À (oo) résulte du choix d'un w réel). 
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Pour évaluer la largeur 6, de cette région !) on notera d'une part 
que, selon l'équation (46,9), 6° — #°. D'autre part la formule (46,13) 
doit rester valable, quant à l’ordre de grandeur, à la frontière de la 
région x — ô,, d'où ÿ — xô,. Ontire de ces deux relations 6, — x”!/°. 
La contribution de cette région à la tension superficielle est 
— H?ôx"!/°, autrement dit petite devant (46,14) seulement dans un 
rapport — x!/? (ce qui signifie que la précision de (46,14) est relati- 
vement faible). 

Lorsque le paramètre x augmente, le coefficient de la tension 
superficielle passe par zéro puis devient négatif. On s’en rend bien 
compte en remarquant que l'inégalité &,, << 0 est assurée lorsque 
x a une valeur suffisamment grande. En effet, les distances caracté- 
ristiques de variation de la fonction 1 (x) ne peuvent être dans ce 
problème plus petites que celles sur lesquelles varie À (x) puisque 
la variation de À entraîne celle de 4; par conséquent, lorsque x 
est grand, on peut négliger dans l'intégrale (46,12) le terme 4'°/x° 
et comme 0 << 4’ <1 (i.e. 0 < B << H, avec les unités usuelles) 
l'expression sous le signe d’intégration est alors négative. Nous allons 
montrer que l'annulation de «&,, a lieu pour 


x=1/V 2. (46,15) 

Pour le prouver récrivons l'expression de &,, sous la forme 
Hop se 

Gns= pe | [(4'—1}— I ér (46,16) 


(cette expression s'obtient de la première intégrale (46,12) en inté- 
grant par parties le terme 4° et en substituant ensuite ” de (46,8)). 
L'intégrale s’annulera sûrement si l'expression à intégrer est identi- 
quement nulle, i.e. 

A —1 = — (46,17) 
(cette égalité ne peut avoir le signe opposé car le champ B = 4” 
doit décroître lorsque x augmente). En éliminant entre (46,17) et 
(46,9) on obtient l'équation 


A" = A (1 — 4’), (46,18) 
dont la solution (avec les conditions aux limites À’ = 1 pour 
z = — © et À — 0 pour x — œæ) décrit la distribution du champ; 


en vertu de (46,17), les conditions aux limites pour 14 (46, 10) sont 
alors automatiquement vérifiées. Sans avoir à résoudre l'équation 
(46,18), il suffit de s'assurer que pour x° — 1/2 sera également véri- 


1) La largeur de cette région ne coïncide pas avec la profondeur de péné- 
tration du champ dans le supraconducteur placé dans le vide. Dans ce dernier 
cas dans la région de pénétration du champ # — 1, tandis que si le champ 
vient d’une phase n et pénètre dans le supraconducteur le champ décroît dans 
la région où est petit. 
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fiée l'équation (46,8) que nous n'avons pas encore utilisée ou, ce 
qui revient au même, son intégrale première (46,11). En portant 
(46,17) dans (46,9) on trouve Ÿ' — — Aw/2; cette valeur de W’, 
conjointement avec À’ de (46,17), vérifie identiquement l'égalité 
(46,11) avec x? — 1/2. 


Problème 


Etant donné un supraconducteur dont le paramètre x< 1, calculer la 
première correction par rapport au champ à apporter à la profondeur de péné- 
tration dans les champs faibles. 


Solution. Confondons le plan yz avec la surface du supraconducteur, 


l'axe des z étant orienté suivant le champ extérieur Get l'axe des x vers l’in- 
térieur du corps. Les distributions du champ et de ÿ dans le supraconducteur 
sont décrites par les équations (46,8), (46,9) que l’on doit résoudre avec les 
conditions aux limites 


Ÿ’=0, B—A'=@ pour zr=0, 
Y’=1, A4=0 pour x=0 

(la première est la condition (45,15)). Cherchons une solution sous la forme 
p=i+p), A4=—$ex+A4;(x), 


où Ÿ. et À, sont de petites corrections à apporter à la solution pour x = 0 cor- 
respondant à l’affaiblissement du champ suivant la loi des London (44,13). 
Pour la correction Ÿ, on a l'équation 


Vi = Papa + à Dies, 


d'où compte tenu des conditions aux limites, 


1 =+ xIGe-2x — n 3 age V3 Ka” (4} 


Ecrivons maintenant l'équation en 4,: 
AÏ= A1 — 26e ph 5 
à la place de, on ne doit substituer que le second terme de (4) qui est du pre- 
mier ordre en x. Compte tenu de la condition aux limites (4, = 0 pour z = 0) 


et en négligeant chaque fois que c'est possible les termes d'ordres supérieurs- 
en *, on obtient 


Ai=— _ $ ((4+% y) exe +2], (2) 


On a trouvé ainsi les corrections à apporter à la loi de décroissance du champ 
pénétrant dans le supraconducteur. Introduisons la profondeur de pénétration 
efficace ôerr selon la définition 
Gôerr= | B(z) à2= —4(0)=$—41 (0). 
0 
En revenant aux unités usuelles on tire de (2) 


Gur=6[1+ (&)] : 
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$ 47. Les deux espèces de supraconducteurs 


Le signe de la tension superficielle &,, exerce une influence no- 
table sur les propriétés des supraconducteurs et sert de base pour la 
classification de tous les supraconducteurs en deux groupes: les 
supraconducteurs de première espèce avec «,, > 0 et les supraconduc- 
teurs de seconde espèce avec &,. << 0. Etant donné que le signe de 
&n. dépend de la valeur du paramètre de Ginzburg-Landau x aux 
supraconducteurs de première espèce correspondent (près de T7) 
les valeurs x << 1/ V/2 et à ceux de seconde espèce, les valeurs x > 
> 1/V2)). 

Considérons un supraconducteur massif de forme cylindrique 
placé dans un champ magnétique longitudinal extérieur G. S'il s agit 
d'un supraconducteur de première espèce, avec l'accroissement du 
champ il subira une transformation de phase de premier ordre lors- 
que ie champ appliqué atteint la valeur critique H.. Le rôle de la 
tension superficielle se réduit à s'opposer à la formation des premiers 
germes de la nouvelle phase (comme dans toutes les transformations 
de phase du premier ordre), ce qui contribue à la conservation de la 
phase s à l’état métastable dans des champs quelque peu supérieurs 
à H.. 
Dans le cas d'un supraconducteur de seconde espèce, dès avant 
que le champ atteigne la valeur H,, il peut être thermodynamique- 
ment avantageux qu'apparaissent des « inclusions » de la phase 
n; dans ce cas l'accroissement de l’énergie volumique se trouve com- 
pensé par l'énergie négative de la surface de ce germe. La limite infé- 
rieure des valeurs du champ où commence à se manifester cet effet 
est désignée par H,,; c’est le champ critique inférieur. De même, si 
l'on part d'un métal à l’état normal soumis à l’action d'un champ 
extérieur important, nous pourrons trouver une valeur H4 > H+ 
(champ critique supérieur) au-delà de laquelle l'apparition d’« inclu- 
sions » de la phase s devient thermodynamiquement avantageuse, à 
nouveau à cause du gain en énergie négative des frontières. Par con- 
séquent, dans un intervalle déterminé des champs, H4 << G< H4, 
le supraconducteur se trouve à l’état mixte ?). Dans cet état ses pro- 
priétés varient progressivement depuis les propriétés purement supra- 
conductrices dans le champ H,, jusqu'aux propriétés normales dans 
le champ H,,. Simultanément on observe une pénétration progressi- 


1) Au groupe des supraconducteurs de première espèce appartiennent les 
éléments métalliques purs et au groupe des supraconducteurs de seconde espèce 
appartiennent les alliages supraconducteurs. L'hypothèse selon laquelle x > 
> 1/12 pour les alliages a été avancée par L. Landau. 

2) Ne pas onde avec l'état intermédiaire des supraconducteurs de 
rer ière espèce qui apparaît pour certaines configurations de l'échantillon et 

u champ magnétique extérieur ! 
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ve du champ magnétique dans le supraconducteur. Quant à la valeur 
H, déterminée par le rapport des énergies volumiques des phases » 
et s elle ne présente aucune particularité. 

Bien entendu, les deux champs critiques dépendent de la tempé- 
rature et s'annulent tous deux à T = T.. Onobtient ainsi un diagram- 
me de phase des supraconducteurs de seconde espèce de la forme illus- 
trée par la figure 7 (voir plus loin les expli- 
cations concernant la ligne en pointillé). 

Dans le cadre de la théorie de Ginzburg- 
Landau on peut déterminer le champ critique 
supérieur même sans se soucier de la struc- 
ture de l’état mixte. Il suffit de remarquer 
que dans des champs quelque peu inférieurs 
à H,, les germes de la phase s ne peuvent 
présenter qu’une faible valeur du paramètre 
d'ordre 1 (de toute évidence ÿ —+ 0 lorsque 
9 — Ha). Par conséquent, l’état de ces ger- 
mes peut être décrit par les équations de 
Ginzburg-Landau linéarisées par rapport à y. 
En omettant dans (45,12) le terme non li- 
néaire on obtient l'équation 


(iv A) p=lap (47,1) 


où par À on peut entendre le potentiel vecteur du champ homogène 
@ correspondant à ÿ = 0, lorsque le corps se trouve à l’état normal, 
i.e. quand le champ extérieur pénètre en totalité dans le corps. 

Or (47,1) est, d’après sa forme, l'équation de Schrôdinger d’une 
particule de masse 2m et de charge 2e placée dans un champ magnéti- 
que, |a | jouant le rôle de niveau d'énergie; les conditions aux li- 
mites coïncident aussi dans ces deux problèmes, à savoir ÿ = 0 à 
l'infini. On sait (cf. III, $ 112) que la valeur minimale de l'énergie 
d'une particule se déplaçant dans un champ magnétique homogène 
est égale à E, = hoy/2, où ox = 2 |e | G/2mc (à partir de cette 
valeur de l’énergie commence le spectre continu). En s'appuyant sur 
l’analogie entre ces deux problèmes, on peut conclure que les germes 
de la phase s décrits par l’équation (47,1) ne peuvent exister que lors- 
que 


Fig. 7 


la > 6, 


2mc 


ce qui signifie que le champ critique H,, = 2mc|al|/|el|h. En 
utilisant (45,9), (45,17), (45,18) cette formule peut s’écrire sous la 
forme suivante : 

Hs=V2%xH, (47,2) 
(A. Abrikossov, 1952). 
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La solution de l'équation (47,1) avec la condition aux limites 
+ = 0 à l'infini correspond à la formation d'un germe de la phase s 
dans la masse de l’échantillon, loin de sa surface. Nous allons mon- 
trer que l'existence d’une surface favorise la formation de germes de 
la phase s qui peuvent se former alors dans une mince couche super- 
ficielle même lorsque GS > H+ 
UE) (D. Saint-James, P.G. De Gennes, 1963). 
La solution de l'équation (47.1) 
décrivant les germes de la phase s se 
\ formant près de la surface du corps 
\ (que l’on supposera plane) doit véri- 
fier sur celle-ci la condition aux limites 
dÿ/0x = 0, x étant la coordonnée dans 
-X, TL Z le sens de la normale à la surface (con- 
Fig. 8 dition (45,15) pour A, — 0). Afin de 
: trouver une analogie quantomécanique 
convenable, rappelons que le problème, 
utilisé ci-dessus, concernant le mouvement des particules dans un 
champ magnétique homogène, est à son tour équivalent au problème 
concernant le mouvement dans un puits de potentiel parabolique 
unidimensionnel 
Ü = 2 où (z—%)°, 
où zx, est la constante correspondant au « centre de l'orbite » (cf. 
III, $ 412). Considérons maintenant un double puits comportant 
deux puits paraboliques identiques disposés de façon symétrique 
par rapport au plan x=0 (fig. 8). Dans un tel champ, à l’état fonda- 
mental de la particule correspond une fonction d'onde +4 (x) qui est 
paire en x et qui n’a pas de zéros; une telle fonction vérifie auto- 
matiquement la condition ÿ’ — 0 pour x = 0. Le niveau fondamental 
de la particule se situe dans le puits double au-dessous du niveau 
dans un puits simple !); ce résultat appliqué au problème du germe 
prouve que leur formation est facilitée à proximité d’une surface. 
Le calcul numérique du niveau dans un puits double montre que 
sa valeur minimale (dépendant du paramètre x,) est égale à 0.,59£,. 
En reprenant les raisonnements qui ont servi à établir la formule 
(47,2) on trouve que la limite supérieure des champs dans lesquels 
se forment en surface des germes de la phase sse situe à Æ,3 — 
— H,2/0,59, i.e. 
Hes = 1,7H4 = 2,4xH+. (47,3) 


Dans l'intervalle entre H,, et H,, se manifeste l'effet de la su- 
praconductivité superficielle ; sur la figure 7 la frontière de cette ré- 
1) Cela tient à la diminution de l'énergie potentielle dans le demi-espace 


z < Ô par rapport à celle qui existerait dans un puits simple (ligne en poin- 
tillé sur la figure 8); voir par exemple 111, $ 50, problème 3. 
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gion est repérée par une ligne en pointillé. L'épaisseur de la couche 
supraconductrice qui se forme à la surface de la phase normale est 
de l’ordre de la quantité E (7). Cette estimation se déduit de la mê- 
me analogie quantomécanique : la fonction d'onde d’une particule 
se trouvant dans un puits de potentiel (sur le niveau £,) est concen- 


trée dans une région z— k/V m£,; la dimension correspondante du 
germe s'obtient en remplaçant E, par |a|et coïncide avec & (T) 
(conformément à (45,17)). 

Ces considérations ne concernent que les supraconducteurs de 
seconde espèce. Mais les champs critiques H,, H,, ainsi introduits 
peuvent avoir une signification physique pour les supraconducteurs 
de première espèce. 

Si x est compris dans l'intervalle 4/2 = 0,71 > x > 0,59/V 2=— 

= 0,42, on a H4 << H,, mais H,3 > H,. Quoiqu'il ne se forme pas 
de phase mixte dans ce cas, la supraconductivité superficielle existe 
entre H. et Ha. 

Enfin, il apparaît de ce qui précède que la valeur (47,2) de H,, 
détermine (pour toutes les valeurs de x) la limite supérieure des 
champs dans lesquels peuvent se former des germes de la phase s 
avec les 4 aussi petits que l’on veut. Il s'ensuit que dans un supra- 
conducteur de première espèce (où H,, << H,) dans les champs 
G< H4 la phase normale, qui est thermodynamiquement désa- 
vantageuse, est absolument instable. Dans l'intervalle AH, << 
< G< H, la phase normale peut subsister à l’état métastable : 
la transformation de phase du premier ordre de la phase n à la phase 
s ne peut se produire dans ce domaine que par la formation de germes 
de la phase s possédant une valeur finie de 4; cette formation est dé- 
savantagée par la tension superficielle positive à l'interface s-n 
(V. Ginzburg, 1956). 


Problème 


Calculer le champ critique d’une bille supraconductrice de petit rayon 
R < 6 (V. Ginzburg, 1958). 


Solution. Dans ce cas (comme dans celui d’une pellicule mince, 
voir problème au $ 45) la destruction de la supraconductivité s'effectue par une 
transformation de phase de second ordre. Le chap critique de la bille peut 
être calculé comme la valeur au-dessous de laquelle la phase r perd sa stabilité 
par rapport à la formation de germes de la phase s. Tout comme dans le texte, 
cela se ramène à l'évaluation de la plus petite valeur propre de l'équation de 
Schrôüdinger (47,1). Lorsque R & 6 on peut chercher la valeur propre de cette 
équation à l’aide de la théorie des perturbations par rapport au champ extérieur, 
la fonction d'onde non perturbée = const (le germe occupe tout le volume de 
la bille). On détermine alors la valeur propre comme la valeur moyenne de 
l'opérateur de perturbation (2eA/c)*/4m (la valeur moyenne de l'opérateur 
(ieh/me) (AV) pour ÿ = const est égale à zéro). Le potentiel vecteur d'un champ 
homogène doit être choisi sous la forme À = (@ X r)/2: c'est pour cette trans- 
formation de jauge que la solution 1 = const vérifie à la surface de la bille la 
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condition aux limites (45,15) qui se réduit à la condition nA = 0. Après le 
calcul de la moyenne on trouve 


e 2 — eÿ?Rt 
0 LÉ gipe = LOT 
Eo— 4mc® 3 VE 40mc2 ° 


On définit le champ critique (comme dans le texte) par la condition £, = 
= |a |, ce qui fournit le résultat suivant: 


H@IUe) = 7/20 H.6/R. 


Le bien-fondé de la mise en œuvre de la théorie des perturbations est con- 
firmé par ce que la valeur trouvée de Æ, (pour @ = A{ille)) bour R & 6 est 
effectivement petite par rapport à la valeur propre suivante qui correspondrait 
. tas FOREHOR d'onde variable dans le volume de la bille et serait de l’ordre 

e k°/mR®. 


$ 48. Structure de l’état mixte 


Considérons à nouveau (i.e. comme dans le $ 47) un échantillon 
cylindrique d’un supraconducteur de seconde espèce placé dans un 
champ magnétique longitudinal &. Cherchons à préciser la structure 
de l’état mixte dans lequel se trouve le corps lorsque le champ ap- 
pliqué est légèrement supérieur au champ critique inférieur H,, !). 

Dans ce cas, dans la phase supraconductrice qui prédomine sont 
disséminés des germes de la phase normale. Pour que les conditions 
thermodynamiques soient les plus favorables, ces germes (pour une 
tension superficielle négative!) doivent présenter une surface aussi 
grande que possible. Il est donc naturel d'envisager une structure où 
les germes de la phase » se présentent sous la forme de vortex alli- 
gnés suivant le champ. Près de ces vortex se trouve concentrés le 
champ magnétique qui a pénétré dans le corps ainsi que les courants 
supraconducteurs circulaires embrassant les vortex. 

Plus le champ appliqué est proche de H,,, moins il y a de vortex 
et plus grande est leur séparation. Lorsque la distance entre les vor- 
tex devient suffisamment grande, on peut appliquer aux vortex in- 
dividuels les considérations développées à la fin du $ 44 selon les- 
quelles le flux magnétique localisé près des vortex doit être égal à un 
multiple entier du quantum de flux élémentaire $, = näc/|e | ; 
nous verrons dans ce qui suit que ce sont les vortex portant le flux 
minimal {un #,) qui sont thermodynamiquement les plus avanta- 
geux. C’est précisément la valeur finie de $, qui impose une limite à 
la subdivision ultérieure des germes de la phase normale. 

Lorsque l’on fait croître le champ extérieur depuis les petites va- 
leurs jusqu’à Æ,,, on voit apparaître dans le cylindre un seul vortex. 
Cherchons les conditions thermodynamiques correspondantes, sans 
chercher à élucider la structure du vortex lui-même, mais en remar- 
quant qu'à ce vortex est attachée une certaine énergie positive. Cette 


1) Les résultats exposés dans ce paragraphe sont dus à A. À brikossov (1957). 
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énergie rapportée à l'unité de longueur du vortex sera notée & (dans 
ce qui suit nous calculerons sa valeur). 

Il est évident que dans un corps cylindrique placé dans un champ 
extérieur longitudinal, l'induction B doit être dirigée partout paral- 
lèlement à l’axe du cylindre; il en est de même pour l'intensité ma- 
croscopique du champ H — B — 4xM que nous avons définie au 
$ 46. Il résulte alors de l'équation rot H — 0 que H est constant le 
long de la section du cylindre et, partant, dans tout le volume. En 
vertu de la condition aux limites selon laquelle la composante tan- 
gentielle de H est continue, cette valeur constante coïncide avec le 
champ extérieur : H = G. [1 s'ensuit que nous devons étudier l'équi- 
libre thermodynamique du corps lorsque son volume, sa températu- 
re et l'intensité H du champ extérieur sont donnés. La condition de 
cet équilibre s'exprime par le minimum du potentiel thermodynami- 


que F par rapport aux variables indiquées (cf. VIII, $ 31). Soit 
F, le potentiel du cylindre supraconducteur (puisque dans la phase 
supraconductrice B = O0, Ê, coïncide avec l'énergie libre F,). Le 
potentiel F du cylindre comportant un seul vortex est alors égal à 


CE HB y + 

F=F,+le— (| dV=F,+Le—È | Bay. 

Le terme Le est l'énergie libre du vortex (L est sa longueur qui est 
celle du cylindre); le dernier terme fait toute la différence entre le 
potentiel F et l'énergie libre F. Comme l'induction B dans le corps 


est concentrée toute entière près du vortex, \ B dV = Léo, po étant 
le flux d’induction à travers la section du vortex. On a donc 


F-F,+Le- 29. (48,1) 


La formation des vortex devient thermodynamiquement avantageu- 
se lorsque l'addition à F, devient négative. En l’égalant à zéro on 
trouve la valeur critique du champ extérieur 
He = Ane/hs. (48,2) 
Considérons maintenant la structure du vortex unique. Nous 
nous limitons au cas important où 
#>5 1, (48,3) 


i.e. Ô5 &. La longueur E fixe l’ordre de grandeur du rayon du 
« cœur » du vortex où | |? varie de zéro (correspondant à l'état 
normal sur l'axe du vortex) jusqu’à la valeur finie correspondant à 
la phase s qui prédomine. A grande distance r de l’axe du vortex 
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| [2 reste constant !). L'induction B (r) varie beaucoup plus len- 
tement et ne s’estompe qu'à une distance r — ô > £. Autrement dit, 
tout le flux magnétique passe essentiellement à travers une zone se 
2 trouvant en dehors du cœur du vortex 

(pl où ||? = const (fig. 9). 

Cette dernière circonstance permet 
d'utiliser l'équation des London pour 
calculer la distribution du champ (rap- 
pelons que la possibilité d'utiliser cet- 
te équation n'implique pas que la 
température soit proche de T.). Pour 
conférer à cette équation la forme ap- 
ë propriée au cas étudié récrivons avant 

tout la formule (44,7) liant la densité 
du courant supraconducteur à la phase 
8tr) de la fonction d'onde: 


A+ërotB= VO, (48,4) 


| 


en y introduisant la profondeur de pé- 
nétration ô et en exprimant jen fonc- 


eu 


For. tion de l'induction selon j=c rot B/41r. 
L'approximation des London implique 
Fig. 9 que Ô — const. Intégrons l'égalité 


(48,4) le long du contour fermé C 
embrassant le vortex et passant à une distance r > E de l’axe de ce 
dernier. En transformant à l’aide du théorème de Stokes l'intégrale 
de A en une intégrale sur une surface s'appuyant sur le contour C 
on obtient 


\ B df +62 À rot B dl = fo. (48,5) 


En appliquant la même transformation à la deuxième intégrale on 
trouve que 


\ (B+ & rot rot B) df = d,; (48,6) 


on trouve dans le second membre la plus petite valeur possible (dif- 
férente de zéro) correspondant à un accroissement de la phase de 2x 
seulement. Si le contour C passe à une distance r > 6 du vortex, où 
on peut poser que le champ et les courants sont nuls, on peut négli- 
ger la deuxième intégrale de (48,5) et on constate alors que # 
se confond avec le flux d’induction total concentré autour d’un vortex 
isolé. L'axe du vortex constitue une ligne singulière caractérisée par 


1) Dans ce paragraphe la lettre r désigne la coordonnée cylindrique, i.e. la 
distance jusqu'à l'axe. 
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ce que la phase de la fonction d'onde varie lorsqu'on en fait le tour. 
Comme l'égalité (48,6) doit être vérifiée quel que soit le contour 
C, satisfaisant aux conditions indiquées plus haut, on doit avoir 


B + 6? rot rot B — B — 5’AB — 6 (r), (48,7) 


où r est un rayon vecteur bidimensionnel contenu dans le plan de la 
section droite du vortex. Le fait que le second membre de cette équa- 
tion inclut la fonction ô implique que les distances — E sont consi- 
dérées comme nulles. Dans tout l'espace, hormis la ligne r = 0, 
l'équation (48,7) coïncide avec l'équation (44,11) des London, mais 
pour décrire le vortex il faut disposer d’une solution présentant une 
singularité pour r = 0. 

La distribution du champ à une distance r de l’axe comprise dans 
l'intervalle 8 > r> E peut être déduite de (48,5). Choisissons pour 
contour C une circonférence de rayon r appartenant à l'intervalle in- 
diqué. Le flux d’induction à travers ce contour (le premier terme du 
premier membre de (48,5)) ne représente qu'une petite partie 
= (r/6)* du flux magnétique total; nous la négligerons. Dans le 
deuxième terme dl est l'élément de longueur de la circonférence et 
comme le vecteur B est dirigé suivant l’axe des z (d'un système de 
coordonnées cylindriques dont l’axe est confondu avec l'axe du vor- 
tex) et ne dépend donc que der,ona 


L(WxXB)=(1x v)B—— 2: 28 


(Lest le vecteur unitaire de la tangente à la circonférence). On ob- 
tient ainsi l’équation 


IrotB— Si, (48,8) 
d'où | 
B(n=rinS, ere. (48,9) 


Du fait du caractère logarithmique de cette dépendance on peut po- 
ser que la borne supérieure de l'intégration (où l’on doitavoir B & 
Æ 0) coïncide avec la limite supérieure du domaine de variation de 
r. 

Pour pouvoir prolonger la distribution trouvée dans la région 
r > Ô nous utiliserons l'équation (48,7) qui est valable pour r > E. 
En développant l'opérateur de Laplace en coordonnées cylindriques 
(compte tenu de ce que B = B, (r)) récrivons l'équation (pour 
r 0) sous la forme 


Br++B'+52B—0. 
La solution de cette équation, qui décroît lorsque r — , est 


B (r) = const-K, (r/6), 
16—01124 
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où X, est la fonction de Macdonald (fonction de Hankel d’un argu- 
ment imaginaire). Le coefficient constant est défini par « raccorde- 
ment » avec la solution (48,9) et ce en utilisant l'expression limite 


connue K, (z) & In (2/zy) pour z &1 (y = eC — 1,78). On trouve 
finalement 


B(r)= Ki (+), rDE. (48,10) 


En utilisant l'expression asymptotique connue X, (z) Æ (x/2z)"/*e-: 
pour z — oo on en tire notamment la loi d’affaiblissement du champ 
loin de l’axe du vortex: 


B(r)= us e-rl8, (48,11) 


On notera l’analogie évidente entre les propriétés des vortex 
dans les supraconducteurs et dans l'hélium liquide ($ 29). Dans les 
deux cas il s’agit de lignes singulières en ce sens qu’un parcours au- 
tour de ces lignes fait varier la phase de la fonction d'onde du conden- 
sat. Aux trajectoires circulaires de l’écoulement superfluide autour 
des vortex dans l’hélium liquide correspondent les courants circulai- 
res dans les supraconducteurs; dans le premier cas c’est la vitesse 
v, de l'écoulement superfluide qui décroît selon une loi en 1/r et 
dans le second cas cette même loi décrit la diminution de la densité 
du courant supraconducteur 


cho 


. [4 
i= 7 rotBl= 


. (48,12) 


Cette coïncidence n’est nullement fortuite puisque dans les deux cas 
ces lois reflètent l'existence de lignes singulières. Mais tandis que 
dans l’hélium liquide la dépendance v, (r) s'étend à n'importe quelle 
distance, dans les supraconducteurs la décroissance de j (r) est expo- 
nentielle pour r > 6. Cette différence est due à ce que le fluide élec- 
tronique porte une charge et que le mouvement des charges électri- 
ques crée un champ magnétique qui, à son tour, fait écran vis-à-vis 
du champ (si l’on fait tendre la charge e de la particule vers zéro, 
la profondeur de pénétration ô —+ co). 

Nous pouvons évaluer maintenant l'énergie libre d’un vortex. 
La contribution de la région de l’espace située en dehors du cœur du 
vortex (r> E) est donnée par les intégrales prises dans cette région 


Fyonex = ge (8 av+ \ (rot B}° dY. (48,13) 
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En effet, si l’on fait varier cette expression en B (à une température 
donnée et donc pour un ô donné), nous retrouvons l'équation (48,7) 
des London (pour r -0)!). La deuxième intégrale de (48,13) qui 
diverge selon une loi logarithmique sur les deux bornes de l’interval- 
le Ô > r > E est grande par rapport à la première intégrale. En y por- 
tant |rot B| de (48,8) on trouve l'énergie par unité de longueur 
du vortex Là 
Po \* 

e=() In +. (48,14) 
Cette expression a une précision logarithmique, ce qui signifie que 
l’on suppose non seulement que ô/E ©Â, mais également que 
In (6/E) ©1; c'est donc à ce degré d’approximation que l'on peut 
négliger la contribution du cœur du vortex à la valeur de &. 

Le résultat (48,14) permet notamment de justifier l’assertion se- 
lon laquelle l’apparition du vortex portant un flux magnétique mi- 
nimal est thermodynamiquement avantageuse. En effet, comme 
l'énergie libre d’un vortex est proportionnelle au carré du flux magné- 
tique qui lui est lié, dans le cas d’un vortex traversé par un flux égal 
à n#, l'énergie comporterait le facteur n°; la décomposition d’un 
tel vortex en nr vortex traversés par les flux &, conduit à un gain 
d'énergie de n fois. 

En portant (48,14) dans (48,2) on trouve pour le champ critique 
inférieur ; 

Ha= ee In. (48,15) 


Pour T7 —> T, on peut récrire cette expression, compte tenu de 
(45,19), sous la forme ?) 


In x 
Ha=H, ass (48,16) 

À mesure qu'augmente le champ extérieur, le nombre de vortex 
croît et, partant, s'accroît la pénétration du champ magnétique dans 
le supraconducteur. Compte tenu des interactions mutuelles des vor- 


1) En exprimant le second terme de (48,13) en fonction du courant j on 
trouve 
a La Psvs 
2nc?6° \ sav=( —g dv; 

dans la seconde expression on a effectué la substitution 6° = mc?/Ane?n, et 
on y a introduit la masse volumique et la vitesse de la composante superfluide 
à l’aide de la relation j = ep,v,/m (voir note au bas de la p. 215). Nous voyons 
que ce terme peut être assimilé à l'énergie cinétique des électrons supraconduc- 
teurs. 

?) Comme cette formule a été établie en posant 1n x > 1, on ne peut l'utiliser 
lorsque x— 11 En particulier, pour x — 1/2 le champ Æ,1 (ainsi que H,2) 
doit coïncider simplement avec X.. 


16% 
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tex l'équilibre thermodynamique doit correspondre à une distribu- 
tion régulière des vortex formant un réseau bidimensionnel (dans le 
plan de la section droite du cylindre) !). Quelle que soit la densité du 
nombre de vortex, l’axe de chacun d’eux reste une ligne, un parcours 
autour de laquelle fait varier de 2x la phase de la fonction d'onde 1}. 
La valeur moyenne (sur la section du cylindre) de l'induction est 


Eve, (48,17) 


où v est le nombre de vortex par unité d’aire de la section droite. En 
effet, si l'on intègre (48,4) le long du contour de toute la section du 
corps, nous retrouvons l'équation (48,5) avec Svg, dans le second 
membre ($S est l'aire de la section droite); dans le premier membre 
la première intégrale représente le flux d'induction total SB, tan- 
dis que la seconde représente l'effet de bord qui est petit devant le 
flux total dans un rapport — 6/R (R étant la dimension linéaire de 
la section droite) et que l’on néglige. Ce qui importe est qu’autour de 
chaque vortex le champ s’amortit à une distance — 6. 

Tant que la distance d entre les vortex reste grande par rapport 
au rayon de corrélation E, on peut affirmer que les champs magnéti- 
ques des vortex s’additionnent simplement. En effet, lorsque 
d'>E, on peut mener un contour embrassant un nombre quelconque 
de vortex et passant partout à grande distance ( SE) de leurs cœurs. 
Sur un tel contour la condition de l'approximation de London 
(ô constant) est satisfaite et nous obtiendrons de nouveau une équa- 
tion qui ne se distinguera de (48,7) qu’en ce que dans son second mem- 
bre la fonction ô est remplacée par la somme des fonctions 6 des 
distances jusqu’à chacun des vortex ; comme cette équation est liné- 
aire, notre assertion est démontrée. 

Lorsque le champ extérieur s'approche de H,,, les distances 
entre les vortex deviennent comparables à E. L'expression (47,2) 
du champ critique le montre bien si on l'écrit (en utilisant (45,9), 
(45,16) à (45,18)) sous la forme 


Fes = po/2nE; (48,18) 


ce champ correspond au flux #, concentré sur une aire + E?. 
La disparition de la supraconductivité pour G = H.. s'effectue 
comme une transformation de phase du second ordre. Du point de 
vue de la théorie générale de ce type de transformations on peut af- 
firmer que le paramètre d’ordre + en tant que fonction du champ exté- 
rieur s’annule selon la loi |? He: — G. D'autre part, l’ai- 
mantation du corps M = (B — H)/4x (qui est une grandeur indé- 
pendante du choix de la phase de +) est proportionnelle dans ce do- 


1) Le réseau le pus avantageux serait un réseau de triangles équilatéra ux 
aux sommets desquels sont disposés les vortex. 
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maine à ||. Comme pour G = H on doit avoir B=H,., 
nous arrivons ainsi à la loi linéaire de variation de l'induction B 
dans le supraconducteur en fonction du champ extérieur près du point 
de transition 


BH, 9 — Ho. (48,19) 


Problèmes 


{. Calculer l'énergie d'interaction de deux vortex se trouvant à une distan- 
ce dx> £ l’un de l’autre. 


Solution. Transformons l'expression (48,13) de l'énergie libre d'un 
système de deux vortex de manière que l'intégration ne soit effectuée que près 
de chacun des vortex pris isolément. A l'aide de (48,7) nous pouvons écrire : 


B2—+ 6° (rot B)?= 6° {—B rot rot B—+ (rot B)?} = 6° div (B X rot B). 
L'intégrale de volume se laisse transformer en l'intégrale 


6 
Fvyortex = FT \ (B X rot B) df (1) 
fitfe 


prise sur les surfaces cylindriques f, et f, (de petit rayon r, ; È<& ro & 6) embras- 
sant le cœur des vortex. Lorsque d S È les champs des vortex sont additifs, 
i.e. B = B, + B,. L'énergie d'interaction des vortex est donnée par la partie 
de l'intégrale (1) qui dépend simultanément de B, et B, : 


Les= { (B. X rot B) df,+ | (B, x rot B.) di. } 


(les intégrales de la forme \ (B2 X rot B,) df, tendent vers zéro lorsque r,— 0). 
En utilisant (48,8) et (48,10) on en tire 


LL, & % __ 6 d 
Be gr 2 ange POS pige Ko (5 )- 


En particulier, à des distances d> 6: 
mm (a) ee. @ 


ee -emA6 (“a 2 


2. Déterminer la dépendance de l'induction magnétique moyenne B (sur 


la section droite de l'échantillon cylindrique) par A au champ extérieur G 
lorsque le supraconducteur se trouve à l'état mixte dans lequel les vortex sont 


éloignés les uns des autres à des distances d > 6 et forment un réseau de triangles 
équilatéraux (dans le plan de la section droite). 


Solution. L'aire d'un triangle équilatéral est égale à J/34°/4 (4 étant 
la longueur du côté du triangle) et le nombre de vortex est égal à la moitié du 
nombre de triangles dans le réseau (N triangles possèdent 3N sommets, mais 
dans un réseau chaque sommet appartient à six triangles adjacents), i.e. 


v=2/V 3. 
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Le potentiel thermodynamique Î de l'unité de volume du corps se trouvant 
dans un état mixte est donné par 


Le. 4 Le 4 ss 4 
De (Hat O4 3 ex, 


où le deuxième terme correspond à l'expression (48,1) (avec H,1 défini par 
(48,2)); dans le troisième terme e,, est l'énergie d'interaction de deux vortex, 
la sommation étant faite sur tous les vortex traversant l'unité d’aire. Compte 
tenu de la décroissance exponentielle de e,, lorsque d'> 6, il suffit de tenir 
compte dans la somme des paires de vortex voisins. Comme dans un réseau 
triangulaire chaque vortex a six voisins, on a 


1 6 
7 » ER > ei = 3VEz2 (d). 
4, RhR î 


Fa substituant la valeur de e,, de la formule (2) du problème précédent on 
obtient 


Ÿ— He 3% e7a 
77 & La 2 V2r 6? ur |? 


où a = d/ô. La dépendance de a par rapport à @ est donnée par la condition 
du minimum de la fonction f (a); cela entraîne 


De 390 Var (3) 
(on a omis le terme d'ordre plus élevé en 1/a & 1). Cette équation conjointe- 
ment avec l'égalité B = vo,, i.e. 
a= (29) V3 62B)1/2, 


détermine la dépendance cherchée B (G). Notons que lorsque S— Æ,, la 
dérivée dB/4$ tend vers l'infini selon la loi 


PS ES 
O—Ha ? Ÿ—Ha 


22 1,2 Ÿ 
LR REYTE PTE 


Æ., 
d$ 


$ 49. Susceptibilité diamagnétique au-dessus 
du point de transition 


A la fin du $ 45 nous avons noté que la région des températures 
proches de 7, où les fluctuations du paramètre d’ordre 1 deviennent 
grandes est extrêmement étroite dans les supraconducteurs. En de- 
hors de cette région les corrections dues aux fluctuations qu’il con- 
vient d'apporter aux grandeurs thermodynamiques sont générale- 
ment très petites. Ces corrections peuvent être essentielles pour la 
susceptibilité magnétique d’un métal au-dessus du point de transi- 
tion: l'apparition d’un nombre relativement petit d'électrons su- 
praconducteurs due aux fluctuations peut apporter une contribution 
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à la susceptibilité magnétique, qui est supérieure à la susceptibilité 
généralement petite du métal normal loin du point de transition !). 

Considérons un métal placé dans un champ magnétique faible 
(5< H.) à une température légèrement supérieure à T.. La valeur 
d'équilibre du paramètre d'ordre est alors = 0 et pour calculer ses 
fluctuations on peut utiliser l'énergie libre de la théorie de Guinz- 
burg-Landau. Les fluctuations étant petites, on peut conserver dans 
(45,10) seulement les termes quadratiques en w, en négligeant le 
terme en |1/|*et en entendant par À le potentiel vecteur du champ 
homogène $. Les fluctuations de l'induction B liées aux fluctuations 
de ÿ sont quadratiques en # (puisque la densité de courant j est 
quadratique en +). Il s'ensuit que dans le terme B°/8x on peut enten- 
dre par B la valeur moyenne (thermodynamique) de l’induction en 
négligeant ses fluctuations. Dans ces conditions la variation de 
l’énergie libre totale du métal lors des fluctuations est donnée par 
la fonctionnelle de # ?): 

2 


arty=({5](-iv-2 }vf+alvr}av. (49,1) 


Pour calculer la contribution AF des fluctuations à l’énergie libre 
on doit considérer la fonctionnelle (49,1) comme un « hamiltonien 
efficace » permettant de déterminer AF à l’aide de la formule 


exp ( + ) = \ exp ( — EH) D, (49,2) 


où l'intégration (fonctionnelle) est effectuée sur toutes les distribu- 
tions y (r) (cf. V, $ 147). En fait on l’effectue en développant 
suivant un système complet de fonctions propres et en intégrant par 
rapport à un ensemble infini de coefficients de ce développement. 
Dans le cas d’un système homogène (sans champ extérieur) on déve- 
loppe tout simplement suivant des ondes planes (voir par exemple le 
problème dans V, $ 147). 

Dans le cas étudié le développement doit être effectué suivant 
les fonctions propres de l’« équation de Schrôdinger » 


(—iv-Æ A) v=Ev, (49,3) 


qui correspond à l’hamiltonien (49,1). Nous avons déjà mentionné 
au $ 47 que cette équation coïncide formellement avec l'équation de 
Schrôdinger décrivant le mouvement d’une particule (de masse 2m 


1) Cet effet a été prévu par V. Schmidt (1966). 

2) Afin d'éviter tout malentendu on notera que vis-à-vis du supraconduc- 
teur le champ magnétique n'est pas le « champ extérieur » h tel que nous 
l'avons défini dans V, $ 144. Ce dernier devrait faire partie de l'énergie libre 
sous la forme du terme — h (p + #*), ce qui est à priori impossible dans le 
cas considéré en raison de l’invariance de ce terme par rapport au choix de la 
phase de Ÿ. 
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et de charge 2e) dans un champ magnétique homogène. Ses fonctions 
propres sont numérotées par un nombre quantique discret (r) et 
deux nombres quantiques continus (p., p.); les valeurs propres ne 
dépendent que de # et p, (l’axe des z est dirigé suivant le champ £) 
et sont données par la formule 
4 1 PÈ 
Efn+sn)=(r+s) ét. (494) 


m 


Le nombre de fonctions propres distinctes avec une valeur donnée 
de », une valeur de p, contenue dans un intervalle dp, et toutes les 
valeurs possibles de p, est égal à 


(cf. III, $ 112). 
Pour simplifier notons g l’ensemble des nombres 7, p., p. et écri- 
vons le développement de la fonction 1 (r) sous la forme 


= 2 CaŸa(r), (49,5) 


où c, = © + ic; sont des coefficients complexes arbitraires, et les 
fonctions propres sont normalisées par la condition | |, [* dV = 


= 1 (l'intégration est étendue à tout le volume du métal). 

En substituant le développement (49,5) dans (49,1) on peut tout 
d’abord passer de l’intégration dans le volume à une sommation sur 
g. En effet, ayant intégré par parties le premier terme, on met (49,1) 
sous la forme: 


AFÎr] = | {v _—. ( —inv— {2 A) + prap} dv. 


En y portant (49,5) et en remarquant que chacune des fonctions Ÿ, 
vérifie l'équation (49,3) avec £ = E, et que les fonctions propres de 
différents g sont orthogonales, on obtient 


AF [y] = 3 lcgl? (Ea+ a). (49,6) 


L'intégration fonctionnelle dans (49,2) signifie l'intégration sur 
tous les dc;dcs. Après substitution de (49,6) les intégrations sur tou- 
tes ces variables se font séparément et fournissent le résultat sui- 
vant: 

: AF \ _ ar 
FD (—+) Fe Il Eg+a 
q 
ou 
aT 
AF=—TY MTS - (49,7) 
q 
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En termes des nombres quantiques r» et p, cette expression s'écrit 
comme suit: 


2179 © À aT 
AF= VV ——— Grec Y» \ Ne JP: (49,8) 


—œ 


Cette somme diverge pour les grandes valeurs de E mais cette di- 
vergence est fictive et résulte uniquement de ce que la formule ini- 
tiale (49,1) n’est valable que pour des fonctions 1 (r) lentement va- 
riables: la variation de doit être petite sur des distances = E,. 
En termes des valeurs propres £, cela signifie que ne sont accepta- 
bles que les valeurs £,<« R/mEs. En arrêtant la somme sur r à une 
grande valeur de W qui l'satisfait à à la condition imposée on peut utili- 
ser la de de Poisson 


D 1{r++ hf Gode ft (o) 


n=0 


(ee V, (59, 10)). Appliqué à (49,8), le premier terme intégral de cette 
ormule fournit une contribution à l'énergie libre qui est évidemment 
indépendante de G; ce terme ne sert à rien dans le calcul de la sus- 
ceptibilité magnétique et nous l’omettrons. Dans le deuxième terme 
on posera N —+ oo (le paramètre d'arrêt se trouve donc éliminé du 
résultat final) !): 


AF=y Te [ dpz 


48nthmc? a+ pi/äm 
—œ 


Après calcul de l'intégrale on trouve 


Ep ETS 49 
AF=V es (49,9} 
et la susceptibilité magnétique est alors donnée par 
1 GAF eT 
XV 6 — — 12nhe ma (T—T)i (49,10) 


(4. Schmidt, 1968 ; A. Schmid, 1969). Nous voyons qu'à proximité du 
point de transition la susceptibilité croît comme (7 — T.)-12. 
Dans cette région (49,10) représente la principale contribution à la 
susceptibilité magnétique du métal normal. 


1) On a posé dans le coefficient T & T.. Pour 7 proche de 7, les valeurs 


essentielles dans cette intégrale sont p, — ma K/E (T)& h/E, et satisfont 
donc à la condition imposée. . 
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Problèmes 


1. Déterminer le moment magnétique d'une pellicule mince (d< E (T)) 
dans un champ magnétique faible perpendiculaire au plan de la pellicule aux 
températures T>T. et T—T.<« T.. 

Solution. Comme l'épaisseur de la pellicule est finie, le nombre 
quantique p, figurant dans (49,4) est discret; la pellicule étant mince, on ne 
doit envisager dans (49,7) que la valeur p. = 0 (la première valeur différente de 
zéro est p. + kid, de sorte que £ = K°/md° > Ki?/mE® = a). Le nombre de fonc- 
tions propres possédant des valeurs données de » et p, (et toutes les valeurs 
possibles de p.) est égal à 2 | e|ŸS/2n/ic, S étant l'aire de la pellicule; c'est 
pour cela que l'on doit comprendre la sommation sur q dans (49,7) comme 
(SS/nñc) 91. En appliquant à la somme la formule de Poisson on trouve finale- 

Lo 


ment 


_ e?T.9° 
LES mea * 
Le moment magnétique de la pellicule est égal à 
___ 24F eT 
LEE ES = —S rime (T—Te) * 


On voit que lorsque T + T, le moment croît plus rapidement que dans le cas 
d'un métal illimité. 


. Fe Même question mais pour une bille de rayon R<& E (T) (V. Schmidt, 
66). 

Solution. De toutes les valeurs propres de l'équation (49,3) ne nous 
importe ici que la plus petite, égale à £, = e2R°@*/10mc° et correspondant à la 
fonction propre ÿ = const (voir tout ce qui a été dit à ce sujet dans le problème 


du $ 47). La somme (49,7) se réduit à un terme et le moment tique est 
donné par la formule 


0Es e2T_R°@ 


$ 50. L'effet Josephson 


Considérons deux supraconducteurs séparés par une mince couche 
de diélectrique. Pour les électrons cette couche constitue une barriè- 
re de potentiel, et lorsqu'elle est suffisamment mince il existe une 
probabilité finie de passage des électrons par effet tunnel quantique 
au travers du diélectrique. Même si le facteur de transmission 
de la barrière est petit, le fait qu’il soit différent de zéro a une impor- 
tance de principe car les deux supraconducteurs constituent alors un 
système unique pouvant être décrit par une même fonction d'onde 
du condensat. C’est la cause de plusieurs effets initialement envisagés 
par B. D. Josephson (1962). 

L’unicité de la fonction d'onde du condensat implique la possi- 
bilité du passage d’un courant supraconducteur à travers le contact 
entre deux supraconducteurs sans qu'une différence de potentiel 
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extérieur leur soit appliquée. De même qu’à l’intérieur des supra- 
conducteurs la densité de courant est déterminée par le gradient 
de la phase ® de la fonction d'onde du condensat, la densité j du 
<ourant supraconducteur passant à travers le contact est liée à la 
différence des valeurs ®, et ®, de la phase de part et d'autre du con- 
tact !). Comme les valeurs de la différence D, — ©, se distinguant 
d'un multiple entier de 2x sont physiquement identiques, il tombe 
sous le sens que la fonction 


Î =) (Da), Da — ®, + M, (50,1) 


doit être périodique de période 21. L'opération d'inversion du temps 
inverse le signe du courant j et simultanément celui de la phase ®,, 
{puisque les fonctions d'onde sont alors remplacées par leurs con- 
juguées complexes). Cela signifie que la fonction (50,1) doit être im- 
paire et s’annuler pour ®,, — 0. Etant bien entendu bornée, la 
fonction j (®:,) possède ses valeurs maximale et minimale entre les- 
quelles elle varie lors des variations de la différence de phase, et 
comme la fonction est impaire, ces valeurs sont égales en valeur 
absolue; notons-les + j,. 

On notera que la forme (50,1) suppose que l'on néglige l'influence 
qu’exerce le champ magnétique créé par les courants à l’intérieur du 
contact sur le courant qui y passe. S’il n’en était pas ainsi, on devrait 
remplacer la différence ®., par une expression caractérisée par 
l’invariance de jauge 2): 

2 
2e 
DD | 4 dr. 
1 


L’épaisseur de la couche diélectrique étant très petite, il est facile 
de satisfaire à la condition permettant de négliger l'intégrale de la 
fonction continue À, (x) (la valeur du potentiel A, des deux côtés 
du contact peut être posée la même). 

On ne peut déterminer la forme de la fonction j (®,,) dans tout 
le domaine des températures qu’à l’aide de la théorie microscopique. 
Nous nous limiterons ici à une étude phénoménologique dans le cadre 
de la théorie de Ginzburg-Landau. 

Si le contact était absolument imperméable aux électrons, les 
fonctions d'onde de chacun des supraconducteurs vérifieraient 


1) Afin que le courant supraconducteur passant par le contact ait une 
intensité notable, l'épaisseur de la couche diélectrique doit être très petite, 
1077 cm. Une telle distance est petite même par rapport au plus petit para- 
mètre de longueur caractéristique dans les supraconducteurs, i.e. à la lon- 
gueur de cohérence £,. De ce point de vue la couche peut être considérée comme 
infiniment mince, de sorte qu'on n’y envisage même pas la question du com- 
portement de la phase. 

2) L’axe des zx est orienté vers l'intérieur de la région 2. 
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sur leurs bords respectifs du contact les conditions aux limites (45,15): 


dÿ1 ie da __ 2ie 


Tôz he Ai= 0, ôz he xŸe = 0. 

Comme la barrière présente une perméabilité finie et que les valeurs 
de sur les frontières du contact sont également finies, on voit 
apparaître dans les seconds membres de ces égalités des expressions 
différentes de zéro dont les valeurs dépendent de la valeur de 4 sur 
l’autre face du contact. Par suite de la petitesse de + (près du 
point de transition 7 .), on ne gardera dans ces fonctions que les termes 
linéaires en Y, ce qui revient à écrire 


1 2ie . Ÿe 2 Zie  h 
Dee ee — Gé pe Aube, (60,2) 
le coefficient 1/À étant proportionnel à la perméabilité de la bar- 
rière. Les égalités (50,2) doivent satisfaire aux exigences de symé- 
trie vis-à-vis de l’inversion du temps, i.e. ces égalités doivent 
rester valables à la suite des transformations p—-14#*, A—> —A; 
il s'ensuit que la constante À est réelle (après la transformation les 
égalités (50,2) coïncideront simplement avec leurs conjuguées com- 
plexes). 

Pour établir la relation entre l'intensité du courant supraconduc- 
teur à travers le contact et la différence des phases de la fonction 4, 
il suffit d'appliquer la formule (45,14) à l'une des faces du contact 
(du côté 1, par exemple): 


« ieh “ n 2e? mn 
= — (oi, AE )-< A, ptÿ. 
En y portant l'expression de @,/0x tirée de (50,2) on obtient 
. ieh 
I TS (IP: — V2). 


Pour les contacts entre les mêmes métaux 4, et 1, ne se distinguent 
que par leurs phases et la densité du courant est alors égale à 


Ï= Ïm Sin D::; Im 2. (50,3) 


A mesure que l’on s'approche du point de transition, | |* tend 
vers zéro comme 7 ,— T ; par conséquent. la densité de courant maxi- 
male passant par le contact tend vers zéro selon la même loi !). 
Supposons maintenant que l’on applique au contact à effet 
tunnel une différence de potentiel fournie par une source extérieure, 


1) La théorie microscopique fondée sur le modèle BCS montre que cette 
même relation (50,3) entre } et ®,, existe à toutes les températures. Cette même 
théorie permet d'établir un lien entre j,, et la résistance électrique du contact 
entre deux métaux à l'état normal. Le lecteur trouvera un exposé de cette théo- 
rie dans le livre de J. Koulik, I. Janson « Effet Josephson dans les structures 
supraconductrices à effet tunnel », Naouka, 1970 (en russe). 
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ce qui signifie qu'il existe un champ électrique E dans le contact. 
Nous décrirons ce champ à l’aide d’un potentiel scalaire que nous 
noterons V: E — —VV. L'influence de ce champ sur le courant 
supraconducteur traversant le contact peut être établie en s’ap- 
puyant sur l’invariance de jauge. 

En l'absence de champ (pour V — 0) la phase de la fonction 
d'onde est indépendante du temps: 4%0/ôt — 0 !). Pour étendre 
cette égalité au cas de l'existence d’un champ électrique, nous remar- 
querons que la relation générale doit être invariante par rapport 
à une transformation de jauge du potentiel scalaire 


1 
v- vie, (50,4) 


n’affectant pas le potentiel vecteur (que l’on suppose être indépen- 
dant du temps). En procédant comme dans le cas de la transformation 
(44,3), (44,6) nous trouverons que simultanément avec V on doit 
transformer la phase de la fonction d’onde selon 


2e 
I] s'ensuit que la relation 
80 2e 


qui se réduit à 00/04 — O0 pour V = 0, satisfait à l’invariance de 
jauge. 

Lorsque le champ électrique ne dépend pas du temps, l’intégra- 
tion de (50,6) fournit le résultat suivant: 


DD À y, 


où OU) est indépendant du temps. Il s'ensuit que lorsqu'on applique 
au contact une différence de potentiel électrique constante V,,, la 
différence de phase sur le contact sera égale à 


_ 
D, HE D; 1 — FE 


En portant cette expression dans mi on trouve le courant supra- 
conducteur passant par le contact 


AR 2 

Ï= jm Sin (+ Vat) ; (50,7) 
Nous arrivons à un résultat remarquable: l'application d'une diffé- 
rence de potentiel constante à un contact à effet tunnel conduit 


1) Rappelons (voir note p. 154) que le facteur temporel exp (— 2iut/ñ) se 
trouve exclu de la fonction d'onde par le fait de remplacer l'hamiltonien À 
du système par Â' = — UN. 
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à l'apparition d’un courant supraconducteur alternatif de fréquence 
9 
Oj=+ |eVail. (50,8} 


La puissance consommée sur le contact est égale au produit jV,,; 
sa valeur moyenne (sur le temps) est égale à zéro. ce qui signifie qu'il 
n'y a pas de consommation systématique de l'énergie fournie par 
la source extérieure, comme il se doit pour un courantsupraconducteur 
ne dissipant aucune énergie. Indiquons cependant qu’en présence 
d'une force électromotrice extérieure, le contact sera traversé aussi 
par un certain courant normal (courant faible si V,, est petit) qui 
dissipe de l'énergie. 

L'existence d’une variation périodique, avec la fréquence (50,8), 
du courant supraconducteur passant à travers le contact s'impose par 
le fait même de l'existence d’une variation périodique de j en fonc- 
tion de ®., et de la dépendance linéaire de ®,, par rapport au 
temps; cette conclusion n'est liée à aucune hypothèse concernant 
la valeur de la différence de potentiel. La formule concrète (50,7) 
n’est valable que si la fréquence ©; est petite par rapport à la fré- 
quence A/h caractéristique pour la supraconductivité: 


ho = 2|eV |& A (T). (50,9) 


Problème 


Ecrire l'équation du courant passant dans un circuit composé d'une résis- 
tance R et d'un supraconducteur comportant un contact à effet tunnel, montés 
en série; au circuit est appliquée une force électromotrice V,. 


Solution. La chute de tension totale dans le circuit est égale à V, = 
= RJ + Va, J étant le courant passant dans le circuitet V,, la différence de 
potentiel appliquée au contact 1). En y portant J = J,, sin ®,, ainsi que l’ex- 
pression de V.; tirée de (50,6) on obtient 

hi 8»: 
2lel ôt 


=Vo—RIm sin Dei. 


Le courant alternatif décrit par cette équation n'est pas sinusoïdal. 


$ 51. Lien entre le courant et le champ magnétique 
dans les supraconducteurs 


Nous avons obtenu au $ 44 des formules établissant une relation 
entre le courant et le champ magnétique dans un supraconducteur, 
dans le cas limite de London d’une variation lente de toutes les 
grandeurs le long du volume du corps, et en supposant que le champ 


1 Nous négligeons le courant normal faible (correspondant à un petit V,) 
circulant dans le supraconducteur. 
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était faible devant sa valeur critique. Nous allons reprendre cette 
question dans le cas général d’un champ statique variant de façon 
arbitraire dans l’espace mais faible devant le champ critique. On 
entend par variation arbitraire du champ une variation notable sur 
une distance — Ë, (mais variant peu sur une distance comparable 
au paramètre du réseau; il s'ensuit que l’inhomogénéité du milieu 
(du métal) à l'échelle des distances atomiques importe peu). 

Dans le cas général, la relation entre le courant et le champ 
magnétique dans un milieu spatialement illimité est représentée 
par une formule intégrale de la forme 


j@)= —( Qutr—rt) An (r) dr’, (51,1) 


où le noyau Q:;, ne dépend que des propriétés du milieu !). La dépen- 
dance linéaire (51,1) reflète l'hypothèse d'un champ magnétique 
faible. 

On sait que l’on peut considérer la densité du courant comme la 
dérivée variationnelle de l'énergie du système par rapport au poten- 
tiel vecteur: la variation de la fonction de Hamilton correspondant 
à une variation de A est 


5H = —+ \ j6A dx 


(cf. III, (115,1)). En conséquence le noyau @;, dans (51,1) est la 
dérivée seconde variationnelle et la symétrie par rapport à l’ordre 
de la double dérivation (par rapport à À, (r) et par rapport à À, (r’)) 
implique que 


Qin(r —r) = Qui —r). (51,2) 


En développant A (r) etj(r) en une intégrale de Fourier on 
écrira la relation (51,1) pour les composantes de Fourier sous la 


forme 
ji (K) = —Qun () 44 (k), (51,3) 
où en vertu de (51,2) Qu (k) = Qu: (— k). 

Certaines propriétés importantes de la fonction Q,; (k) découlent 
déjà de la condition d'’invariance de jauge. Le courant j ne doit 
pas varier lors de la transformation de jauge A (r)— A (r) + Vx (r), 
ce qui s'écrit pour les composantes de Fourier: 


A (k)— A (k) + iky (k). 


Cela signifie que le tenseur @,: (k) doit être orthogonal au vecteur 
d'onde 


Qirx K}kr = 0. (51,4) 


1) Le problème concernant un milieu illimité ne présente à ce point de 
vue qu’un intérêt formel. Son importance réelle réside dans l’utilisation ul- 


térieure de ses résultats pour Je cas du milieu limité que nous considérerons 
dans le paragraphe suivant. 
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Dans le cas particulier d'un cristal de symétrie cubique, la dépen- 
dance tensorielle de @Q,, se réduit à des termes de la forme 64, et 
kik, 3 il résulte de (51,4) que 


Qu = (8n—- #5) Q(X), (54,5) 


où Q (k) est une fonction scalaire. 

Pour nos besoins ultérieurs nous utiliserons une jauge de potentiel 
assurant que div A (r) — 0. Pour les composantes de Fourier cela 
signifie que kA (k) — 0. De là la relation (51,3) entre le courant 
et le potentiel se réduit à l'égalité 


j (k) = —0Q (k) A &) (51,6) 


et ne dépend donc que de la fonction scalaire Q (k). 

Au cas de London correspond l'expression limite de Q (k) pour 
k—+ 0. On trouve facilement cette expression en appliquant aux 
deux membres de l'équation (44,8) l'opération rot et en tenant 
compte de l'égalité div A = 0: 


en, 
mc 


rot j—= — rot À. 


En remarquant qu’en vertu de l’équation de continuité on a aussi 
div j = 0, on obtient 


Aj= — 4 AA. 


Dans un espace illimité, pour les fonctions j (r)et A (r) partout finies 
il en découle également que 


ÿ(æ)=— 4 A (r), (51,7) 


m 


qui montre que l'intensité du courant en chaque point ne dépend 
que de la valeur du potentiel en ce même point. La même égalité 
existe pour les composantes de Fourier j (k) et A (k) et la compa- 
raison avec (51,6) montre que Q (k) est donnée par une expression 
indépendante de k!1) 
en c 

QU) = RE = TE pour k—+ 0. (51,8) 
Dans la suite de ce paragraphe on calculera Q (k) pour le modèle 
BCS qui envisage, comme nous l'avons déjà indiqué, un gaz de 
Fermi dégénéré isotrope entre les particules (électrons) duquel 
s'exerce une faible attraction. Le modèle suppose aussi que ces 


1) Dans ce paragraphe et les paragraphes suivants on notera ôr la pro- 
fondeur de pénétration de London. 
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particules interagissent avec le champ magnétique par l'intermédiai- 
re de leur charge e. 

Au $ 42 nous avons établi les équations (42,5) pour les fonctions 
thermiques de Green du gaz de Fermi en l’absence de champ exté- 
rieur. L'introduction du champ magnétique se traduit par le rempla- 


cement de l'opérateur V—> Y — ieA/c dans l’hamiltonien Q) (7,7)!). 
La même modification doit donc intervenir dans l'équation (7,8) 


de Ÿ et la substitution Y—> V + ieA/c dans l'équation analogue 
de Ÿ+; la même chose vaut évidemment pour les équations de Ÿ" 


et PM, D'autre part, le terme contenant le spin (— oH), exprimant 
l'interaction directe du moment magnétique de l'électron avec le 
champ, est petit et peut être omis aussi bien dans l'hamiltonien que 
dans les équations. Lorsqu'on fait agir l'opérateur V sur les fonc- 
tions & (t.r;T',r')etF (tr;T',r'), ce sont les opérateurs Ÿ" (x, r) 
et YA (x, r) que l'on soumet à la dérivation. C’est pour cela que 
dans les équations (42,5) l'introduction du champ magnétique se 
traduit par les mêmes substitutions V—+ V + ieAc. 

La présence du champ extérieur perturbe l’homogénéité spatiale 
du système, de sorte que la dépendance des fonctions de Green des 
arguments r et r’ ne se réduit plus à leur dépendance de r — r’ ; la 
dépendance de ces fonctions des arguments + et t’ s'exprime comme 
avant par la différence t — t’. Nous écrirons les équations directe- 
ment pour les composantes de Fourier en + — tv’: 


{+ [Ham +u}s@ir + 
He (ir, r)=ê(r), 
{it + [v+£ am] +u}r@;r r)- 
— ge (6: r, r)=0. 


Dans le cas d’un champ faible auquel nous nous limiterons ici 
ces équations peuvent être linéarisées; posons 


G=gO+S0, 
F-Fo+7v 


(51,9) 


(51,10) 


(les premiers termes représentent les valeurs des fonctions en l’ab- 
sence de champ et les seconds, de petites corrections qui sont linéai- 
res par rapport au champ) et ne conservons dans ces équations que 
les termes qui sont du premier ordre de petitesse en A. 


1) Dans les équations (51,9) à (51,19) on posera À = 1. 
1701124 
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Il faut encore remarquer que l’application d’un champ modifie 
aussi la fonction d'onde # du condensat qui, dans ce cas, ne se 
réduit pas à une constante. Cette complication n'existe cependant pas 
avec la jauge du potentiel vecteur adoptée dans laquelle 


div A = 0. (51.11) 


Eu effet, la correction du premier ordre (à apporter à la valeur 
constante Æ() figurant dans la fonction scalaire E (r) ne pourrait 
être que proportionnelle à div A, et avec la condition (51,11). serait 
nulle. I] s'ensuit que l’on peut poser avec la précision requise dans 
les équations linéarisées gE — gÆ2(9 = À, où A est la fente dans 
le spectre énergétique du gaz en champ nul (grandeur réelle). 

En conséquence, les équations linéarisées (51.9) s’écrivent sous 
la forme 


(t++n)50 sr MAAF: » = 
= A(r) V0 (EE; r—r'), 
(it tu) FO QG: r AS; r, r)=— 


ie 
mec 


(51,12) 


A(r) VF (; r—r). 


Puisque ces équations sont linéaires en A, il suffit de les résoudre 
pour l’une des composantes de Fourier du champ. i.e. 


A(r)=A(k)eixr, kA(k)=0. (51,13) 


Pour un tel A (r) la dépendance des fonctions #4) et F() par 
rapport à la somme r + r° peut être aussitôt séparée en posant 


GO; re r)=g(G; r—r) eke+ruz, 


Ft (Es RE v°) = f (Gs : r—r’) eik(r+r’)/2. (51,14) 


Après cela la première des équations (51,12) s’écrira sous la forme : 


Lis. + (v++ k)+u]e@: r—r)+Af(E,:; r—r)= 
A (k)etétr-"/2G 0 (Q, : r—r') 


m 


et un résultat analogue pour l’autre équation. Effectuons maintenant 
la transformation de Fourier des fonctions g et f par rapport à r — 
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—r’. On obtient finalement un système de deux équations algébriques : 
Lie 5 (+2) +ulem n+4/@ = 
=—-{pA()SO (EL, p—+) 
[ie (++) +u]fe, past, p= 


= pARWFO(L, p—+). 


(51,15) 


Apsès quelques transformations simples effectuées à l’aide des 
expressions (42,7), (42,8) des fonctions &(° et ‘#(° Ja solution 
de ces équations se ramène à la forme 


é +4 
8, p}=—-$ PAR) EIRE (51,16) 


où e, — e(p+k/2), n+ = n (p + k/2) (quant à la fonction f (£,, p), 
nous n’en aurons plus besoin). 
Calculons maintenant le courant. Nous partirons pour cela de 


l'expression connue de l’opérateur de la densité de courant dans la 
représentation de la seconde quantification !) 


A A A A a 2 A A 
= (Va) PV AI. 
Pour passer à la représentation de Matsubara de cet opérateur il 


suffit de remplacer les Ÿ, Ÿ+ de Heisenberg par les Ÿ", W®! de Mat- 
subara. En nous référant à la définition (37,2) de la fonction de 
Green, nous trouvons que la densité du courant (élément matriciel 


diagonal de l'opérateur j moyenné sur la distribution de Gibbs) peut 
s’écrire sous la forme 


j=2 UV -VEG rire —7 Ar, (51,17) 
T'=t+0 
où n est la densité du nombre de particules (le facteur 2 résulte de la 
relation Sa = 28). 
En substituant dans (51,17) & — &(9 + S0) le terme en :/(9 
s'élimine; pour un système homogène et isotrope, la fonction 
S() (r — r’) est paire et sa dérivée s’annule pour r — r — 0. En 


1) Voir III, $ 115. Nous avons omis ici le terme représentant la contribu- 
tion du spin des particules au courant. Pour un système non ferromagnétique (la 
fonction de Green $o8 — 62p#) ce terme s’annule lors du calcul de la moyenne. 


17e 
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passant au développement de Fourier suivant t —- t’. on obtient 


2 Des 2 
JO=ÈT D (VV SO: 7, Mer — PE A (nr). 
et après substitution des expressions (51,13) de A (r) et (51.14) de 
&Q) il vient 


: 2eT € dû a 
= D \pe(. pps me AK). 


SE — 00 


En y portant g(&,, p) de (51,16) il convient de tenir aussitôt 
compte de la transversalité des vecteurs j (k) et A (k) et de calculer 
la moyenne sur les directions p, contenues dans le plan orthogonal 
à la direction k à l’aide de la formule 


=— CR kik 

PiiPin— < sin* 8 (ôn— a ) ; 

où 6 est l'angle entre k et p. On trouve ainsi l'expression de la fonc- 
tion Q (k) qui établit un lien entre j (k) et A (k): 


HE S Cpano (Ertne)üben)tAt dp ne 
CURE À | peine RES nr es 
= - > 
(51,18) 
: 5 : 1 k \? 
ei = ni +A*?, ne = ( ++) — 4j. 

Les intégrales et la somme telles qu’elles sont écrites sont for- 
mellement divergentes. Quoique ces divergences soient fictives, le 
calcul est délicat à faire, car avant que la divergence soit éliminée, 
le résultat peut dépendre même de l’ordre dans lequel on effectue 
l'intégration et la sommation. 

On peut éviter cette difficulté en remarquant que pour À — 0 
on doit avoir Q@ — 0, ce qui signifie que dans le métal normal il 
n'y a pas de courant supraconducteur. Nous ne modifierons donc 
pas la solution en retranchant de (51,18) une expression semblable 
avec À — 0: 


Q(k) = 


eT 
m°c 


2 qi (ibs+n+) (ibs+n-)+ 4° 
| ptsinte { Rite) Gre) 


$=-% 
| 
Æ= =) Ds + (51,19) 
Cette expression est convergente, ce qui permet d’y effectuer l’inté- 
gration et la sommation dans n'importe quel ordre. 
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Notons tout d'abord que les valeurs de k qui nous importent sont 
petites en ce sens que k< pF; cette inégalité exprime simplement 
le fait que les distances caractéristiques sur lesquelles le champ et le 
courant varient dans les supraconducteurs sont grandes par rapport 
aux distances entre les particules (i.e. par rapport à — 1/pr). 

Procédons d’abord dans (51,19) à l'intégration par rapport à dp. 
Cette intégrale concerne pour l'essentiel un intervalle étroit d’impul- 
sions près de la surface de Fermi. i.e. dans l'intervalle | p — pk | + k. 
Dans cet intervalle 


M4 SU + — vpk cos 6 ÆUr(p— Dr) + LL v,k cos 6, 


le facteur p* dans l'expression sous le signe d'intégration peut ètre 
remplacé par pf et l'intégration sur dp par une intégration sur 
2xmp Fdnd cos @. Après cela l'intégrale par rapport à dn du deuxiè- 
me terme entre accolades dans (51.19) s’annule, le chemin d’intégra- 
tion peut maintenant être fermé par un demi-cercle situé à l'infini 
dans le plan de n complexe, l’annulation de l'intégrale résultant de 
ce que les deux pôles de l’expression à intégrer se trouvent dans un 
même demi-plan (supérieur ou inférieur selon le signe de &,). L'inté- 
gration par rapport à dn dans le premier terme de (51,19) s'effectue de 
façon élémentaire et après cela ne subsiste que l'intégrale par rapport 
à la variable x — cos 6. En introduisant encore la densité nr selon 
l'égalité pr — 31°». on obtient le résultat final (en unités usuelles) 


œ 1 
__ 3nTnet A2 (1— 2?) dr ". 
00= Ge D meer 6120) 
(J. Bardeen, L. N. Cooper, J. R. Schrieffer, 1957) ?). 

Dans le cas limite des petites valeurs de k (kE, << 1, où à, — 
= hvr/As = ivr/T. est la longueur de cohérence) on démontre que 
l'expression (51,20) se réduit à l'expression (51.8) de London qui no 
dépend pas de k; nous ne développerons pas cet aspect. 

Dans l'autre cas limite où kE, > 1, dans l'intégrale (51.20) c'est 
l'intervalle zx &< T/fikvr & 1 qui importe. On peut donc négliger r° 
devant l'unité dans le numérateur de l'expression sous le signe 
d'intégration, ce qui permet d'étendre l'intégration de — oo à oc 
(car l'intégrale converge rapidement). On obtient ainsi 


__ 3n?ne?T o 4? 
Q(k)= 2mchupk 4 CHA" 


#— —00 


1) La méthode que nous avons utilisée pour établir ce résultat, fondée sur 
les fonctions thermiques de Green, a été élaborée par À. Abrikossov et L. Gor- 
kov (1958). 
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En effectuant la sommation à l’aide de (42,10) cette formule s’écrira 
sous la forme !) 


4nne? 31° À 
Q&=-É pe Ath, AE. (54,21) 


mc  4äkvr 


Pour T€<T.onan,zn, A% A, et alors B— 1/6$£,. Pour 
T.— T<& T,. la fente À est petite, de sorte que th (A/2T) = 
= A/2T,; compile tenu. des formules (40,4), (40,5), (40,16) on 
trouve à nouveau que B — 1/676,. Par conséquent, dans tout l'inter- 
valle des températures comprises entre 0 et T: 


B— 1/68. (51,22) 


Nous voyons que la fonction Q (k) reste sensiblement constante 
pour k & 1/E, (près du point k — 0 elle se laisse développer réguliè- 
rement suivant les puissances de Æ°); en dehors de cette gamme de 
valeurs la fonction Q (k) décroît pour k > 1/£, selon la loi 1/4. A ce 
comportement de la fonclion Q (k) correspond la fonction des coor- 
données Q (r) qui décroît lentement (comme 1/r°) dans la région 
r & E, et rapidement (selon la loi exponentielle) en dehors de cette 
région. Ainsi la corrélation entre le champ et le courant s'étend 
toujours à des distances — E,. On notera que ce résultat est valable 
à toutes les températures depuis le zéro jusqu’à T.. Nous arrivons 
ainsi à justifier l’assertion faite au $ 44 et concernant le caractère 
universel de ë, en tant que paramètre de longueur caractéristique 
de la supraconductivité. 


$ 52. Profondeur de pénétration du champ magnétique 
dans les supraconducteurs 


Appliquons les résultats du paragraphe précédent au problème 
de la pénétration du champ magnétique extérieur dans un supracon- 
ducteur (dans l’approximation de London ce problème a fait l’ob- 
jet du $ 44). 

Supposons que le supraconducteur, soit limité par une surface 
plane et occupe le demi-espace x >> 0, le champ extérieur $& (et, 
partant, l'induction B dans le supraconducteur) étant dirigé parallè- 
lement à la surface, le long de l'axe des z. Dans ces conditions toutes 
les grandeurs dépendent d’une seule coordonnée zx, le courant jet le 
potentiel vecteur A (avec la jauge avec div À = 0) étant dirigés 
le long de l'axe des y. L'équation de Maxwell rot B — —AA — 


1) Une formule de cette forme fut proposée par 4. B. Pippard (1953) sur 
la base des considérations qualitatives avant la création de la théorie micro- 
scopique de la supraconductivité. 
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— 4nj/c se réduit à 
; an . “ 
4'()=———;j(x). 20, (52,1) 


où le signe prime désigne la dérivation par rapport à x. 

Les conditions aux limites de cette équation dépendent cepen- 
dant des propriétés physiques de la surface du métal dont dépend 
le comportement des électrons incidents. Le cas le plus simple est 
celui de la réflexion spéculaire, car le problème relatif au demi- 
espace est alors équivalent au problème relatif à l’espace illimité où le 
champ À (x) est distribué de façon symétrique par rapport au plan 

=. 0 (4 (x) — À (— x)). Dans ces conditions la dérivée À’ (x) qui 
est une fonction impaire de x présente une discontinuité pour x = 0 
et change de signe en passant par x — Ü. Autrement dit, à la con- 
dition B — A’ =: $ à la surface du demi-espace correspond dans 
l'espace illimité la condition 


A! (40) — 4° (—0) = 26. (52,2) 


Multiplions l'équation (52,1) par e-** et intégrons sur dx entre 
— 0 et oo. Nous aurons alors dans le premier membre de l'équation 


= 0 Q0: EU 


\ A'erihx dx — \ (A'e-ik*)" dr + \ (A'eTikE)" dx + ik \ A'erikz dr. 


- 00 > Û — 50 


La somme des deux premières intégrales fournit — 2G; dans la 
dernière on peut intégrer par parties puisque la fonction À (x) est 
continue pour r = 0. On trouve ainsi l'égalité 


26 + AR) = j(X), 


où À (k) et j (k) sont les composantes de Fourier des fonctions À (x) 
et j (x) définies dans tout l’espace. Elles sont donc liées l’une à l’autre 
par la relation j () — —Q (k)A(k), où Q (k) est donné par les for- 
mules établies au paragraphe précédent. On trouve ainsi pour les 
composantes de Fourier du champ: 


29 
A (x) = AE 4nQ Ge (52,3) 
La profondeur de pénétration à est définie comme !) 
if A(z=0 
6 ( B(rar= — E., (52,4) 
M 


1) Si le champ décroît exponentiellement, cette définition coïncide avec 
la définition (44,13). 
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En exprimant À (x — 0) en termes des composantes de Fourier À (4) 
et en substituant les expressions (52,3) de ces dernières, il vient 


| 1 Found 1 À dk A 
5 (AM | pomme (625 


Dans cette intégrale le rôle principal revient à l'intervalle de valeurs 
de k où k* — 4nQ/c. Dans le cas de London (où 6, > E,) ces valeurs 
sont petites en ce sens que Æ£,< 1. Dans ce cas Q (k) est donné par 
(51,8) qui ne dépend pas de 4 et l’intégralion dans (52,5) conduit 
naturellement à la valeur Ô - 6,. 

Dans le cas de Pippard (où 6, &:) les valeurs qui importent 
dans l'intégrale sont k 5 1/E,. Q (k) est alors donné par (51,21) et 
l'intégrale (52,5) fournit le résullat suivant: 


= 6p= 4/39/2813, (52,6) 


Compte tenu de (51,22) on trouve ainsi que la profondeur de pénétra- 
tion de Pippard est égale à 
ôn — (LE). (52,7) 


Les calculs ci-dessus concernaient le cas de la réflexion spéculaire 
des électrons sur la surface du métal. Or, dans le cas de London, la 
profondeur de pénétration est indépendante de la loi de réflexion, 
comme on peut s’en rendre compte en reprenant au $ 44 la démonstra- 
tion de la formule donnant 6,. Lorsque ô > E, les détails de struc- 
ture de la surface ne jouent aucun rôle essentiel. 

Dans le cas de Pippard la dépendance de la profondeur de péné- 
tralion par rapport à la loi de réflexion est en fait peu notable. Dans 
le cas de réflexion diffuse (lorsque les directions des vitesses des 
électrons réfléchis sont réparties de façon isotrope quelle que soit la 
direction d'incidence), la valeur de 6, n’est que de 9/8 fois plus grande 
que dans le cas d’une réflexion spéculaire. 


$ 53. Alliages supraconducteurs 


La présence d’impuretés exerce sur les propriétés des supra- 
conducteurs une influence beaucoup plus grande que dans le cas 
des métaux normaux. Les corrections à apporter aux grandeurs 
thermodynamiques des métaux normaux restent petites tant que la 
concentration z des atomes d’impureté reste petite et ne deviennent 
importantes que pour z— 1, i.e. lorsque la distance moyenne entre 
les atomes d’impureté devient comparable au paramètre du réseau a. 
Il s’agit, bien entendu, des contributions électroniques aux grandeurs 
thermodynamiques, notamment de celles qui dépendent de la den- 
sité de distribution moyenne des états quantiques des électrons de 
conduction dans l’espace des impulsions (c’est le cas par exemple 
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de la chaleur massique et de la susceptibilité magnétique en champ 
faible). 

La situation est tout autre dans les métaux supraconducteurs 
par suite de l'existence d’un paramètre de longueur caractéristique, 
la longueur de cohérence &,, qui est grand devant a. Comme la diffu- 
sion des électrons sur les atomes d’'impureté perturbe la corrélation 
entre les électrons. les propriétés du supraconducteur peuvent être 
notablement affectées dès que la longueur de libre parcours des 
électrons devient comparable à EË,. la concentration x restant alors 
encore petite. Dans ce qui suit nous présenterons de façon qualita- 
tive les principaux résultats qu'il faut connaître pour expliquer 
les propriétés des alliages de faible concentration !). 

Supposons que les atomes d’impureté ne possèdent ni moment 
mécanique ni moment magnétique (impuretés non paramagnétiques). 
Dans ce cas l’impureté n’exercera qu’une influence faible sur les 
propriétés thermodynamiques du supraconducteur en champ magné- 
tique nul. La raison en est que ces impuretés n'affectent pas la 
symétrie par rapport à l'inversion du temps. En effet, l'interaction 
des atomes d’impureté répartis d’une certaine façon avec les élec- 
trons peut être décrite à l’aide d’un certain champ potentiel {/ (r). 
Selon le théorème de Kramers, dans un tel champ les niveaux d’éner- 
gie des électrons restent doublement dégénérés et les états corres- 
pondant à ces niveaux sont justement mutuellement inversés par 
rapport au temps, ce qui implique que les électrons se trouvant sur 
ces niveaux peuvent former des paires de Cooper. La formation de 
ces paires n'aura lieu encore qu’à proximité d’une surface de Fermi 
bien marquée, à cela près que cette surface délimite maintenant 
les états occupés non plus dans l’espace des impulsions, mais dans 
l’espace des nombres quantiques dans le champ U (r). Lorsque la 
concentration de l’impureté est petite, la densité des états quanti- 
ques près de la surface de Fermi ne change que fort peu. 

Il s'ensuit qu'après moyennage sur les positions des atomes 
d’impureté on doit obtenir des formules qui ne diffèrent des for- 
mules de la théorie des supraconducteurs purs que par des corrections. 
ayant un ordre de petitesse comparable à r. Si l’on néglige ces 
corrections insignifiantes, ni la température du point de transition T, 
ni la hauteur du saut de la chaleur massique en ce point ne varieront. 
pas (P. W. Anderson, 1959). I1 s'ensuit que le rapport «°/b des coef- 
ficients dans l'équation de Ginzburg-Landau (cf. (45,8)) reste aussi 
le même; quant à la forme de cette équation. elle est indépendante 
de l’existence des impuretés et l'équation est également valable dans 
le cas des supraconducteurs purs que dans celui des alliages supracon- 
ducteurs. 

1) La théorie complète des alliages supraconducteurs, qui a été élaberée 


par À. Abrikossov et L. Gorkov, est assez compliquée et déborde le cadre de notre 
cours. Cf. articles originaux in JETF 35, 1558 (1958); 36, 319 (1959). 
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D'autre part, les propriétés magnétiques des supraconducteurs, 
notamment la profondeur de pénétration du champ magnétique, 
varient déjà notablement lorsque ! — E,. Evaluons la profondeur de 
pénétration en supposant que quoique la concentration z<& 1, la 
longueur de libre parcours L<& £, (4. B. Pippard, 1953). 

Les collisions des électrons avec les atomes d’impureté détrui- 
sent la corrélation du mouvement des électrons sur une distance 
r > L. Cela signifie que le noyau Q (r) dans la relation intégrale 
entre le courant et le champ dans les supraconducteurs décroît expo- 
nentiellement sur une distance r — 1€ E,. Dans la représentation en 
impulsions la fonction Q (k) restera maintenant constante dans la 
région k < 1/1. On peut déterminer la valeur de cette constante par 
«< raccordement » pour kl— 1 avec la formule (51,21) (cette dernière 
étant encore valable pour Æ > 1/15 1/E,). On trouvera ainsi 

ne? IA A 
QUES Re th 37, pour KI 1. (53,1) 

La profondeur de pénétration ô est donnée par la relation k° — 

— Q (k}/c avec k— 1/6 (cf. $ 52). En utilisant (53,1) il vient 


. 1/2 I 
(T0 {ren EP (N(E)T: 63,9 


pour que cette formule soit valable il faut que 6 > L afin de justifier 
l'application de (53,1) ; l'indice « pur » indique la valeur en l’absence 
d’impuretés, la valeur pour un supraconducteur pur est également 
sous-entendue pour &,. On peut représenter aussi l'expression (53,2) 
par la formule de London en y entendant par densité du nombre 
d'électrons supraconducteurs la quantité 


n, = nEuE JL. (53,3) 


En termes des coefficients « et b de l'équation de Ginzburg-Landau 
la relation (53,2) implique (cf. (45,16)) que 


b b LA 

@ (= ] pur T° 
En tenant également compte de ce que le rapport «*/b ne dépend pas 
de la présence d’impuretés, on trouve que 


@ + Gpurëo/l 0 — bpur (E0/1)°. (93,4) 
Selon (45,17) on en tire pou: le rayon de corrélation 
&(T) — E(T)pur (Z/É0)/* (53,5) 


et pour le paramètre x (45,18) 
k + Zpur$o/l > Xpur- (53,6) 
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Lorsque la longueur de libre parcours est petite, on a x > 1/2, ce 
qui signifie que les supraconducteurs « impurs » sont des semi- 
conducteurs de seconde espèce. 

Le domaine d'application des équations de Ginzburg-Landau aux 
supraconducteurs « impurs » est en fait limité du côté des basses 
températures par la seule condition T.— T<« T.. L'inégalité 
nécessaire Ô (7)> L équivaut dans ce cas à la condition moins 
rigoureuse 

T.—T à 3 : 
Te € Xhur (+) ui. 

Il nous reste à dire quelques mots au sujet des propriétés des 
supraconducteurs contenant des impuretés paramagnétiques. Ces 
dernières affectent la symétrie du système par rapport à l’inversion 
du temps et perturbent ainsi le phénomène de la formation des 
paires électroniques (en présence de moments magnétiques l’inversion 
du temps exige l'inversion du signe des moments, ce qui équivaut 
à remplacer un système physique par un autre). La mesure quantita- 
tive de l'influence de ces impuretés sur les propriétés d'un supra- 
conducteur est la longueur de libre parcours !, concernant la diffusion 
avec changement de l'orientation du spin (déterminé par l'interaction 
d'échange avec les atomes d'impuretés). La supraconductivité dis- 
paraît lorsque la concentration x atteint la valeur critique pour 
laquelle L,+ bo. 

En réalité il existe deux concentrations critiques qui sont du 
même ordre de grandeur. À la plus petite (r,) de ces concentrations, 
c'est la fente A dans le spectre énergétique qui devient égale à zéro, 
tandis que la fonction d'onde # du condensat ne s’annule qu’à une 
concentration x, > z7,. Dans le domaine des concentrations entre x, 
et x, on observe la supraconductivité sans fente. Comme lors de la 
démonstration de l'équation des London ($ 44), on ne s’est appuyé 
que sur le fait de l'existence de la fonction d'onde du condensat et 
sur les considérations d’invariance de jauge, on conçoit que les 
principales propriétés des supraconducteurs — existence du courant 
supraconducteur et effet Meissner — continuent à se manifester 
dans ce domaine. L'absence d’une fente dans le spectre se manifeste 
(dans les propriétés d'équilibre des supraconducteurs) par une 
variation thermique non exponentielle de la chaleur massique. On 
notera qu'ici les contradictions avec le critère de superfluidité de 
Landau ($ 23) n'ont plus lieu, puisque ce critère ne s'applique pas 
aux systèmes non ordonnés (tels que les alliages considérés) vu que 
les excitations élémentaires ne se caractérisent plus par une impul- 
sion déterminée !). 


1) Le lecteur trouvera un exposé de la théorie de la supraconductivité 
AE dans l'article original de À. Abrikossov et L. Gorkov, JETF 39, 1781 
(1960). 
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$ 54. Effet Cooper dans le cas où les moments orbitaux 
des paires sont différents de zéro 


I] a été maintes fois question de ce que l'apparition de la super- 
fluidité dans un système de Fermi résultait de l’effet Cooper. i.e. de 
la formation d'états liés (appariement) sur la surface de Fermi entre 
des particules s'attirant mutuellement. Pour un gaz de Fermi. la 
condition d'attraction implique que la longueur de diffusion a — 


. \ Udir soit négative, autrement dit que l'amplitude de diffusion 


de deux particules se trouvant dans un état de mouvement relatif 
de moment orbital nul (2 — 0) soit positive (c'est cet état qui fournit 
la principale contribution à la diffusion aux petites énergies). 

D'autre part. une affirmation beaucoup plus forte est également 
valable: l’appariement (conduisant à la superfluidité) se produit si 
l'interaction se traduit par une attraction ne serait-ce que pour une 
seule valeur du moment / (L. Landau, 1959). Soulignons qu’il s'agit 
d’un système isotrope (liquide ou gaz) où l’on peut classer les états 
d'après les valeurs de L. 

Nous allons démontrer cette proposition pour le gaz de Fermi en 
utilisant une méthode permettant en principe de déterminer la tem- 
pérature 7, de transition à l’état superfluide en s'appuyant unique- 
ment sur les propriétés du système (gaz de Fermi normal) aux tem- 
pératures T' > T.. 

Nous avons mentionné au $ 18 que dans l'appareil mathématique 
des fonctions de Green d’un système de Fermi normal l'énergie 
de l’état lié d’une paire de particules se traduit par l'existence 
d'un pôle de la fonction nodale T'; la même chose vaut (à 7 -£0) 
pour la fonction thermique nodale que nous noterons maintenant .7. 
Dès que ce pôle apparaît, tout cet appareil cesse d’être utilisable, 
mais l’est encore au premier instant de l'apparition du pôle lors de 
l’abaissement de la température, pour T = T,, l'énergie de liaison 
de la paire étant alors nulle; les états des phases superfluide et nor- 
male sont alors confondus. 

Sur le diagramme squelettique 


Gi nl 


4 2 
le cercle représente — 7. Le point de transition T, est défini, 
d’après ce que nous venons de dire, comme la température à laquelle 
la fonction .7 possède un pôle pour 


En = V2 FT 0, PB + P2 = 0. (54.1) 
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La première égalité signifie que les particules qui s'apparient se 
trouvent sur la surface de Fermi, l'énergie de liaison de la paire 
étant nulle ; la seconde égalité indique que les particules qui s'appa- 
rient possèdent des impulsions égales et opposées. 

L'appariement des particules se produit aussi petite que soit 
leur attraction mutuelle. On conçoit que pour qu’un pôle apparaisse 
il faut que l’on trouve dans la série de la théorie des perturbations, 
évaluée pour la fonction nodale, des termes contenant des intégrales 
qui divergent lorsque la condition (54,1) est vérifiée et lorsque 
T.— 0 (T.est petit si l'attraction est faible); s’il n’en est pas ainsi, 
toutes les corrections au terme (fini) de la première approximation 
seraient à priori petites devant ce terme à toutes les températures, 
et le pôle ne pourrait pas apparaître. 

A cette condition satisfait une série de diagrammes en « échelle » 


3 U 

J ——/ 0 1 pp / 

TL ÉIT SIT sr 6 
4 ; Gt) too) 4 aa D 


Nous montrerons dans ce qui suit que dans tous ces diagrammes 
(à partir du deuxième) la petitesse de l’interaction (se traduisant par 
l'adjonction de lignes en pointillé) est compensée, dans le sens 
indiqué, par la divergence des intégrales !). 

En appliquant à cette série l’artifice que nous avons déjà utilisé 
pour passer de (17,3) à (17,4), on trouve que l'égalité (54,2) est 
équivalente à l'équation en diagrammes 


+! 8 Dre. 
! 1 
RE P;-Qi Eu 18-P, (54,3) 
R À #4 #4 


Aux extrémités libres et aux lignes intérieures des diagrammes cor- 


respondent les arguments qui sont indiqués sur (54,3) compte tenu 
des conditions (54,1): 


Pi — (0, Pi). P; + (0, Ps)» Q = (i£,, q). 


La dépendance par rapport au spin des fonctions de Green du gaz 
parfait s'exprime par 9% — 6,8% et la même dépendance de 


1) On devrait adjoindre aux diagrammes (54,2) une série semblable de 
diagrammes dont les extrémités 3 et 4 seraient permutées, ce qui rend la fonc- 
tion nodale antisymétrique pe rapport à ses arguments de spin et orbital. 
Comme il ne s'agit ici que de déterminer T, on peut se passer de cette deuxième 
série de diagrammes, car le pôle apparaît simultanément dans les deux parties 
de la fonction nodale. 
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la fonction nodale (non antisymétrisée!l) par 
FT sbat (Ps: Pas Pis Poe) = 6c6ôge F(Ps: Pas Pis Po). 


En développant les diagrammes (54,3) à l'aide des règles énoncées 
au $ 38 et en éliminant les facteurs de spin, on trouve pour la fonc- 
tion .7? l'équation intégrale 


T (Pse —Psi Pr —PD+T 2 | Utps—a + 


d& 
X FOR FO, — 9) (a —ai pr —P) = 
=U(p;—p:)- (54,4) 


Dans la somme et dans les intégrales figurant dans (54,4) seules 
importent les petites valeurs de la variable discrète 6, et les va- 
leurs de q à proximité de la surface de Fermi (voir plus loin). Eu 
conséquence, on peut poser dans les facteurs U et .7 placés sous le 
signe d'intégration ©, = 0 et qg — pr. Sur la surface de Fermi se 
trouvent aussi les vecteurs p, et p,. Ainsi, chacune des fonctions ,7 
et U figurant dans l'équation (54,4) ne dépendra que d’une seule 
variable indépendante — l’angle que font entre eux deux des trois 
vecteurs Pi, Ps, q Situés sur la surface de Fermi. 

On peut résoudre l'équation (54,4) en développant LU et .7 en 
des séries suivant les polynômes de Legendre: 


vH=Z (21+1)aP, (cos d), 


ss (54.5) 
T (8)= 2, (21+1)7,P;(cos d), 


où © désigne l’un des angles indiqués. En portant ces développements 
dans (54,4) et en intégrant sur les directions à l’aide du théorème 
d’addition des fonctions sphériques, on obtient 


Ti (1 + all) = €}, (54,6) 

où 
S à &gq T à &q . = 
I T es \ 1# (Css q)l (2x)° (21)° ne \ tin ‘ (54,7) 


s=—0 = — 00 


la fonction #0) est tirée de (37,13) et na = g°/2m — nu & Ur (q — 
— pr). Selon la formule de sommation (42,10) on a 


le Ma Fa 
I — \ DE ES (54,8) 
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La divergence de l'intégrale sur dg = dn/v4 sur la borne supé- 
rieure est fictive (voir note p. 195) et l'intégrale doit être arrètée 


pour un certain n Æ & !). Or pour T +0 l'intégrale diverge sur la 
borne inférieure logarithmiquement, i.e. se comporte comme In (1/T). 

L'examen de (54,6) montre que .7, devient infini (ce qui signifie 
que .F présente un pôle) lorsque 


4 + all = 0. (54,9) 
Or cette équation est de la même forme que l'équation qui détermine 
le point de transition lors de l’appariement avec ! = 0 et ne sen 
distingue que par le remplacement de la « constante de liaison » # 
par — a, (cf. (42,11)); en entendant cette formule comme l'équation 
servant à la détermination de 7',, on doit y poser À = 0, après quoi 
e (p) coïncidera avec n». Cela montre que la fonction nodale possède 
un pôle si l’une au moins des quantités a, est négative; dans ces 
conditions la température de transition est donnée par la formule 


: 2 
TO = _. & exp] ( —5 +) (54,10) 


(cf. (40,4) et (39,19)). Si a; < O pour une série de L distincts, la 
transition se produit à une température 7° correspondant à |a;| 
maximal ?). 

On démontre que dans tout gaz (ou liquide) de Fermi composé- 
d'atomes électriquement neutres, les quantités a, doivent devenir 
négatives pour les grandes valeurs de Z (L. Pitayevski, 1959). La 
raison en est qu'il existe toujours dans l'interaction des atomes neu- 
tres une gamme de distances (qui sont grandes) où elle se comporte 
comme l'attraction connue sous le nom d'attraction de Van der 
Waals. 

Dans un liquide de ce genre existant réellement — l’isotope °He- 
liquide, la superfluidité résulte probablement de l’appariement. 
avec À = 13). Nous ne dirons rien ici sur la structure de la phase 
superfluide, mais nous examinerons brièvement la question du 
choix du paramètre d'ordre permettant de distinguer cette phase de- 


1) En raison de la convergence rapide de la somme sur s dans (54,7) n'y 
importent effectivement que les petites valeurs de #&, et le caractère logarith- 
ue de l'intégrale sur dg justifie l'hypothèse selon laquelle q est pro- 
che de pp. 

2) Remarquons que si tous les a; > 0 il n'y aurait pas de transition et 
la formule (54,6) de 3, serait valable à toutes les températures jusqu'à 7 — 0. 
Pour 7 —+ 0 tous les 7; tendraient vers zéro selon la loi 3, © 1/] In T |. C'est 
la manifestation de l'annulation de la fonction 3 à T = 0, correspondant 
à des particules possédant des impulsions opposées (mentionnée dans la note. 
à la p. 40) et, partant, de l'annulation de la fonction d'interaction des quasi- 
particules f. 

3) La transition a lieu à — 107 K. Notons que la petitesse de 7, assure- 
l'existence d’un domaine d'application de la théorie du liquide de Fermi nor- 
mal à He liquide. 
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la phase normale. La fonction de Green anomale Fig (t,r;t, r:) = 
= l'ep (r — r:) est une quantité qui est égale à zéro au-dessus du 
point de transition et différente de zéro au-dessous de ce point. 
Nous avons indiqué au $ 41 que cette fonction joue le rôle de fonc- 
joe d'onde des particules appariées. Sa composante de Fourier 

F,p (p) prise sur la surface de Fermi (i.e. pour p = 2p;n) dépend 
de la direction de n (et n’est donc pas une constante comme dans le 
cas de l'appariement avec ! = 0). En raison du caractère anticom- 
mutatif des opérateurs 1 la fonction F,4(n) est, bien entendu, 
antisymétrique par rapport à la permutalion des particules F, 4 (n) = 
= —F$e (—n). 

Pour l’appariement avec !/ = { (ainsi qu'avec tout moment 
impair) F8 est une fonction impaire de n, de sorte que F,£ est un 
spineur symétrique. Cela signifie que le spin de la paire est égal 
à l'unité, comme cela s'impose pour l’état de deux fermions identi- 
ques ayant un / impair. Le spineur symétrique de rang deux est 
équivalent à un vecteur que nous noterons d. Dans le cas où { = 1 la 
dépendance de d par rapport à n doit correspondre au polynôme de 
Legendre P, (cos 8) et doit donc être linéaire : d; = "#ÿ;,r,. Le tenseur 
complexe de rang deux 44 (qui n’est pas nécessairement symétrique!) 
décrit la phase superfluide. Il existe réellement deux phases super- 
fluides de 3He liquide se distinguant l’une de l’autre par la forme 
du tenseur 1;1. 


CHAPITRE VI 


ÉLECTRONS DANS LES RÉSEAUX CRISTALLINS 


$ 55. Electron dans un champ périodique 


Les enveloppes électroniques des atomes constituant un cristal 
interagissent si fortement qu'il n’est plus possible de parler des 
niveaux d'énergie d’atomes individuels et il faut parler des niveaux 
d'énergie concernant l’ensemble des enveloppes électroniques de 
tous les atomes du corps considéré. Le caractère du spectre énergé- 
tique des électrons dépend du type de corps solides. Avant de com- 
mencer l'étude de ces spectres, il faut au préalable étudier un pro- 
blème plus formel concernant le comportement d’un seul électron 
dans un champ électrique extérieur caractérisé par une périodicité 
spatiale que l’on utilisera comme modèle du réseau cristallin. Les 
paragraphes 55 à 60 sont consacrés à ce dernier problème. 

La périodicité du champ implique qu'il ne varie pas à la suite 
d’une translation d’un vecteur arbitraire de la forme a = n,a, + 
+ Noa + nas (où a,, a,, a, sont les périodes fondamentales du 
réseau et 7, :, n, des nombres entiers): 


U (+ a) =U (r). (55,1) 


Il s'ensuit que l'équation de Schrôdinger décrivant le mouvement 
de l’électron dans un tel champ est invariante par rapport à toute 
transformation telle que r—>r + a. Par conséquent, si 1 (r) est la 
fonction d’onde d’un état stationnaire, 4 (r + a) sera aussi solution 
de l’équation de Schrôdinger décrivant le même état de l’électron. 
Cela signifie que les deux fonctions doivent coïncider, à un fac- 
teur constant près: 4 (r + a) = const-w (r). Il est évident que la 
constante en question doit être égale, en module, à l'unité, sinon 
à la suite d’une répétition infinie de la translation de a (ou de — a) 
la fonction d'onde tendrait vers l'infini. La fonction qui jouit de 
cette propriété est de la forme 


Par (r) = elkrux (r), (55,2) 
où k est un vecteur arbitraire constant (réel) et u,x la fonction 
périodique 

Usk (r + a) = Usk (r). (55,3) 


18—01124 
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Ce résultat fut obtenu pour la première fois par F. Bloch, en 1929, 
et cest pour cela que les fonctions d onde de la forme (55,2) sont 
appelées fonctions de Bloch ; l'électron placé dans un champ périodi- 
que est parfois appelé électron de Bloch. 

Si la valeur de k est donnée, l’équation de Schrôdinger possède, 
dans le cas général, une série infinie de solutions correspondant 
à une série infinie de valeurs discrètes différentes de l'énergie € (k) 
de l’électron; l’indice s dans #41 numérote ces solutions. Le méme 
indice (numéro de la bande énergétique) doit ètre attribué aux diffé- 
rentes branches de la fonction € = e,(k), représentant la loi de 
dispersion de l’électron dans le champ périodique. Dans chaque 
bande l'énergie parcourt une gamme de valeurs comprises dans un 
intervalle fini. 

Dans des bandes différentes ces intervalles sont séparés par des 
« fentes énergétiques » ou bien se recouvrent partiellement ; dans ce 
dernier cas, dans la région de recouvrement, à chaque valeur de 
l'énergie correspondent des valeurs de k différentes (dans chacune 
des bandes). Géométriquement cela signifie que les surfaces isoéner- 
gétiques correspondant aux bandes s et s’ qui se recouvrent se trou- 
vent dans des régions différentes de l’espace k. Tout formellement 
le recouvrement des bandes implique la dégénérescence, ce qui 
signifie que des états différents possèdent la même énergie, mais 
comme à ces états correspondent des k différents, cela ne conduit 
à aucune singularité dans le spectre. On doit faire la distinction 
entre le cas général du recouvrement des bandes et leur intersection 
lorsque les valeurs de &, (k) et e,-(k) se confondent aux mêmes points. 
k (les surfaces isoénergétiques se coupent). Généralement c est ce 
dernier cas que l'on désigne par dégénérescence; l'intersection 
conduit à l'apparition de singularités dans le spectre. 

Toutes les fonctions 1.4 à s ou à k différents sont, bien entendu, 
orthogonales. Le caractère orthogonal des fonctions Ÿsx de mé- 
meket des différents implique que les fonctions u,L sont orthogon:- 
les. En raison de leur périodicité il suffit d'intégrer dans le volume t- 
d’une maille élémentaire du réseau; avec une normalisation appro- 
priée on trouve 


\ UnUsx d0 = Ours (55.4) 


La signification du vecteur k réside en ce qu’il détermine le com- 
portement de la fonction d’onde lors des translations: la transfor- 
mation r—>r + a la multiplie par eïka, 


ax (ra) = etpa (r). (55,5) 


On en déduit aussitôt que la grandeur k est, par définition, non 
univoque ; les valeurs de k qui diffèrent d'un vecteur b arbitraire 
du réseau réciproque, affectent également la fonction d'onde (le 
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facteur exp {i (k -- ba} — exp (ika)). Cela signifie que ces valeurs 
de k sont physiquement équivalentes et correspondent à un même 
état de l’électron, i.e. à une même fonction d'onde. On peut dire 
que les fonctions «x sont périodiques (dans le réseau réciproque) 
par rapport à l'indice k: 


da, van () = fox (r). (55,6) 
L'énergie, elle aussi, cst périodique: 
es (k + b) = e, (k). (55,7) 


Les fonctions (55,2) présentent une certaine ressemblance avec 
les fonctions d’onde de l’électron libre, i.e. avec les ondes planes 
+ = const-exp (ipr/k); le vecteur constant *k assume alors le rôle 
de l'impulsion qui se conserve. Nous parvenons ainsi à la notion de 
quasi-impulsion de l’électron placé dans un champ périodique (com- 
me nous l’avons fait pour le phonon en V, $ 71). Soulignons que 
dans ce cas il n’y a pas d'impulsion vraie qui se conserve, car dans 
le champ extérieur la loi de la conservation de l’impulsion ne s’ap- 
plique pas. Il est remarquable que l'électron placé dans un champ 
périodique est cependant caractérisé par un certain vecteur constant. 

Dans un état stationnaire de quasi-impulsion #k donnée l’impul- 
sion vraie peut avoir (avec des probabilités différentes) un nombre 
infini de valeurs telles que % (k + b). Cela résulte de ce que le déve- 
loppement d'une fonction spatialement périodique en une série de 
Fourier contient des termes de la forme et?r: 


eu 
Usk (r) = à &s, K-+petnr, 


en conséquence de quoi le développement de la fonction d’onde 
(55,2) en ondes planes s'écrit 


da (= È as, nenettr, (55,8) 


Le fait que les coefficients du développement ne dépendent que des 
sommes k + b exprime la propriété de périodicité (55,6) dans le 
réseau réciproque. Ce résultat, de même que la propriété (55,6) 
ne constituent pas une condition supplémentaire imposée à la fonc- 
tion d’onde et ne sont qu’une conséquence inéluctable de la pério- 
dicité du champ U (r). 

Toutes les valeurs physiquement distinctes du vecteur k sont 
contenues dans une maille élémentaire du réseau réciproque. Le 
« volume » de cette maille vaut (2x)°/v, v étant le volume de la maille 
élémentaire du réseau cristallin. D'autre part, le volume de l’espace 
k/2x détermine le nombre d'états correspondants (contenus dans 
l'unité de volume du corps). Par conséquent, le nombre de ces états 
contenus dans chaque bande d'énergie est égal à 1/v, égal donc au 
48 
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nombre de mailles élémentaires contenues dans l'unité de volume 
du cristal. 

Outre la périodicité dans l’espace k, les fonctions e,(k) jouissent 
également de la symétrie par rapport aux rotations et aux réflexions 
correspondant à la symétrie des directions (à la classe cristalline) 
du réseau. Indépendamment de l’existence ou de l’absence d’un cen- 
tre de symétrie dans une classe cristalline donnée, on a toujours 


es (— k) = Es &). (55,9) 


Cette propriété est une conséquence de la symétrie par rapport 
à l’inversion du temps. En effet, en vertu de cette symétrie, sir est 
la fonction d’onde d’un état stationnaire de l’électron, la fonction 
conjuguée" complexe 5, décrit un certain état possédant la même 
énergie. Or, lors des translations, 1%, se trouve multiplié par e-iks, 
ce quijimplique qu’à cette fonction correspond la quasi-impul- 
sion —k1). 

Considérons maintenant deux électrons se trouvant dans un champ 
périodique. En les considérant ensemble comme un seul système 
avec la fonction d'onde + (r,, r.), nous constaterons qu'à la suite 
d’une translation cette fonction sera multipliée par un facteur de 
la forme e‘k3, où k peut être appelé quasi-impulsion du système. 
D'autre part, si la distance entre les électrons est grande, 1 (r,, r.) se 
réduit au produit des fonctions d’onde des électrons individuels et 
doit être multiplié par eïk® eik" Jors des translations. En exigeant 
que les deux formes d'écriture de ce facteur coïncident, nous trou- 
vons que; 

k=k, +k: + b. (55,10) 


Il en découle notamment que lors de la collision de deux élec- 
trons se déplaçant dans un champ périodique, la somme de leurs 
quasi-impulsions se conserve, au vecteur du réseau réciproque près: 


k,+k, =ki+k+ bd} (55,11) 


._ Une analogie plus profonde entre la quasi-impulsion et l’impul- 
sion vraie apparaît lors de la détermination de la vitesse moyenne 
de l’électron. Pour pouvoir la calculer il faut connaître l'opérateur 


vitesse v — r dans la représentation k. Dans cette représentation les 
opérateurs agissent sur les coefficients c;x du développement d’une 


1) I] résulte de ces considérations que dans le cas de bandes qui se recou- 
vrent on ne doit conclure en toute rigueur que: e, (— k) = ee (k), s et s’ 
étant les numéros de certaines bandes. On peut cependant assufer la validité 
de l'égalité (55,9) par une numérotation appropriée des différentes branches 
de la fonction & (k). 
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fonction d’onde arbitraire suivant les fonctions propres War : 


p= D À cathx d%. (55,12) 


Calculons d’abord l’opérateur r. Ona identiquement 
= ns M Obx Lioike x Ÿ 43 
rp=|} eur Pk= > ex ( ii +ie es) dr. 


Intégrons par parties dans le premier terme, et dans le second terme 
développons la fonction périodique Ousx/0k (la fonction u,x est 
périodique elle aussi) suivant un système de fonctions u,x, mutuelle- 
ment orthogonales de même k: 


CIE 
dk 


= —i D (sk QI sk) ex, (55,13) 


où (sk | ® |s’k) sont des coefficients constants. On obtient ainsi 


dc 
rp= D Àopa de D À ox él IQ sk ex dk = 


# 


Dai + D sk [Q] sk) cou} a dk. 


a 
D'autre part, par définition de l'opérateur r on doit avoir 


rp= D | Goxprdk. 


En identifiant avec l'expression obtenue plus haut on trouve 
C3 : re] A 
rai-r+. (55,14) 


où l'opérateur (hermitique) Q est donné par sa matrice (s’k | @ | sk). 
Il est essentiel que cette matrice est diagonale par rapport à l’indi- 


ce k, ce qui implique que l'opérateur @ commute avec l’opéra- 
teur k=k. 

On trouve l'opérateur vitesse par la règle générale en commutant 
l'opérateur r avec l’hamiltonien de l’électron. Dans la représenta- 


DJ 
tion k l’hamiltonien H est une matrice d'éléments e, (k) !) qui est 


1) On devrait parler plutôt de la représentation ks. Repsons que dans 
cette représentation les fonctions d'onde c ,, ne sont pas absolument arbitrai- 


res puisqu'elles doivent être périodiques en k.' 
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diagonale par rapport à k et aux numéres s des bandes. L'opérateur 
ol6k qui n'agit que sur la variable k est diagonal par rapport aux 
numéros s. De ce fait dans l'expression 

a _ i A SE à A el + C3 4 __ 9 a ‘ 

ve (rt) (HA )+8 
le premier lerme est une Pt diagonale d'éléments 


1 9 1 de, (k) 
—7 (ee @)=7 0. 


Les éléments de matrice de © sont liés aux éléments de matrice 
de & par la relation 


sk 1G] sk) = Le, (k)— es: (KI (SK IQ s°k) ; 


cette expression s’annule pour s = s’, ce qui signifie que Q ne possè- 
de pas d'éléments qui soient diagonaux par rapport au numéro de la 
bande. On trouve finalement pour les éléments de matrice de la 
vitesse de l’électron 


es a 


{sk |[v| sk) — » (sk ]v|s’k) =(sk IQ] s'k) (sæs’). (55,15) 

Les éléments ne de cette matrice représentent les valeurs 
moyennes de la vitesse dans les états correspondants. Il s'ensuit 
que ces valeurs en tant que fonctions de la quasi-impulsion sont 
données par l'expression 


v,= #0. (55,16) 


qui est absolument analogue à à la relation classique. 

Jusqu'ici nous n'avons pas tenu compte du spin de l'électron. Si 
l’on néglige les cffets relativistes (interaction spin-orbite), la prise 
en compte du spin conduit simplement à une double dégénérescence 
de chaque niveau d'énergie correspondant à une valeur donnée de 
la quasi-impulsion k suivant les deux valeurs de la projection du 
spin sur une direction spatiale donnée. Dès que l’on tient compte de 
l'interaction spin-orbite, la situation change et dépend de l'existence 
d’un centre d’inversion dans le réseau cristallin. 

L’interaction spin-orbite pour un électron soumis à l'action d’un 
champ périodique est décrite par l'opérateur 


A 3 
Bu (0 X VU) V, (55,17) 


où Gest la matrice de Pauli (cf. IV, $ 33). Les fonctions d'onde sur 
lesquelles agit cet opérateur sont des spineurs de premier rang 
VŸska, & étant l'indice de spin. Selon le théorème de Kramers (cf. III, 
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$ 60) qui concerne n'importe quel champ électrique, les champs 
périodiques y compris, les spineurs complexes conjugués ira et 
Wfka décrivent toujours deux états différents, mais possédant la 
mème énergie. Comme la fonction fi correspond en même temps 
à la quasi-impulsion — k, nous retrouvons une relation de la for- 
me (55.9) (mais tenant compte de l'interaction spin-orbite) : 


Esa(— k) = 89° (k), (55,18) 


où les indices © et o’ distinguent deux états de spin inversés par rap- 
port au temps !). 

L'égalité (55,18) n'implique naturellement pas la dégénérescence 
dans la signification que nous avons donnée à ce terme plus haut, 
puisque l'énergie dans les deux membres de l'égalité se rapporte 
à des valeurs de k différentes. Mais si le réseau possède un centre 
d'inversion, les états avec k et —k possèdent la même énergie et 
nous retrouvons l'égalité ess (k) = €s9° (k) qui décrit de nouveau 
la double dégénérescence de chaque niveau possédant une quasi- 
impulsion donnée. 

A côté de la dégénérescence liée à la symétrie par rapport à l'in- 
version du temps, il peut exister pour l’électron dans un champ 
périodique une dégénérescence liée à la symétrie spatiale du réseau 
cristallin. Ces questions seront traitées au $ 68. 


Problèmes 


1. Trouver la loi de dispersion pour le mouvement unidimensionnel d'un 
électron dans un champ périodique représenté sur la figure 10 (7. Kronig, 
W. G. Penney, 1930). U(z) 


Solution. Dans la région du puits 
1 (U<zr< a) la fonction d'onde est de la 
forme: 


qe cr one XX, = V2me/h, (1) v/4 TZ a! 


et dans la région de la barrière [1 (— b<r<0), 
elle est de la forme: -b 0 


pa cr Lee ËET 4, = J/Om (e—U)'h. 
2) 
Près de la barrière III la fonction d'onde ne doit différer de (2) que par le fac- 
teur de phase elk(atb) (a + b est la période du champ): 


p= ein (r+b) (ce i#2(% a “bp cer ixax-a-b), (3) 


a a+b 
Fig. 10 


Les conditions de continuité de et #’ aux points r = 0 et x = a fournissent 
quatre équations pour «, . .., c,; la condition de compatibilité de ces équations 


1) Si l'on tient compte de l'interaction spin-orbite, l'opérateur de la pro- 
jection du spin ne commute plus avec l'hamiltonien, de sorte que cette pro- 
jection ne se conserve pas et les états de spin ne peuvent, en toute rigueur, être 
caractérisés par ce nombre. 


280 ÊLECTRONS DANS LES RÉSEAUX CRISTALLINS [CH. VI 


conduit à l'équation de dispersion 
1 


cos k (a+ b)=cos x,a-cos x:b—— (E+2 ) sin x,a-sin %X.b, (4) 
2 \ x #1 * 


qui définit sous forme implicite la dépendance & ( cherchée. Pour e < U, 
la quantité x, est imaginaire et l'équation s'écrit alors sous la forme: 


Ve | Xi 
ET LA 


cos k (a+ b)= cos x,a.ch sb1 + ( ] sin %10-Sh |%eb]. (5) 


Si l’on passe dans (5) à la limite U,—+ ©, b—+ 0, on obtient pour U,b = 
= const = Pa l'équation de dispersion 
Pma? sin x,a 


cos ka— cos x,a 
+7 #18 


. (6) 


Cette équation répond à la question des niveaux d'énergie dans un champ pério- 
dique constitué de pics 6-fonctionnels: 


U (x)=aP >» ô (z— an). 


N=— 00 


On a représenté sur la figure 11 la construction graphique illustrant la distribu- 
tion des racines de l'équation (6). On y a représenté le second membre de l'équa- 


PRE 


Fig. 11 


tion en fonction de x,a; lorsque cette expression parcourt les valeurs comprises 
entre + 1, les racines de l'équation parcourent les valeurs comprises dans les 
intervalles indiqués en traits continus sur l'axe des abscisses. 
2. Trouver la loi de dispersion pour le mouvement unidimensionnel d'une 
- particule dans un champ périodique faible U (x). 


Solution. En considérant le champ comme une petite perturbation, 
artons de l'approximation d'ordre zéro correspondant au mouvement libre de 


6 


a particule écrit par l'onde plane 
YÜ0) (z)=(Na)-1/2 eilx 


(normalisation à une particule sur unelongueur/Wa, a étant la période du champ); 
l'énergie de la particule est égale à e(°) = %2k?/2m. Ecrivons la fonction pério- 
dique U (x) sous forme d'une série de Fourier 


U (z)= » uLeztinxle, 


n= 0 
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Les éléments de matrice de ce champ par rapport aux ondes planes ne sont diffé- 
rents de zéro que pour les transitions entre les états de vecteurs d'onde k et 
k° — k + 2xn/a et dans ce cas sont égaux à U,., = U,. 

Dans la première approximation de la théorie des perturbations la correc- 
tion à l'énergie est donnée par l'élément de matrice diagonal e@) = U,x = U,, 
donc par une constante indépendante de k qui ne fait que déplacer l’origine des 
mesures de l'énergie. En font Se exception les niveaux d'énergie situés 
à proximité des valeurs k# = xn/a (n = + 1, + 2, ...). En ces points k ne 
diffère que par le signe de 4’ = k — 2xn/a, de sorte que les énergies e(0) (k) et 
eU) (k') se confondent. Il s'ensuit qu'à proximité de ces valeurs les éléments 


de matrice correspondant aux transitions entre des états d'énergies peu diffé- 
rentes sont différents de zéro; pour trouver la correction on doit donc utiliser la 
méthode de la théorie des perturbations concernant le cas des valeurs propres 
peu différentes (cf. III, $ 79). La réponse est fournie par la formule III (79,4) 
selon laquelle cn aura dans notre cas 


En = 1800 (+80 (E— Kn)] 2 T1) ()—e00 (ERA Une}, 


où X, = 2nn/a, et la constante additive U, a été omise. Le choix du signe 
devant le radical est dicté par la condition que loin de la valeur k = + K,/2 
la fonction e (k) se ramène à e(°) (k): les signes + et — se rapportent respective- 
ment aux régions |k| >| Kh/2|et1k|< | Kh3/2 |. Aux points k — + K,/2 
la fonction € (k) subit un saut égal à 2 | U, |. Sur la figure 12, a on a représen- 
té l'énergie e (9 en fonction de la variable & parcourant toutes les valeurs de 
— oo à oc. Si l’on ramène les valeurs de k (de la quasi-impulsion) à l’inter- 
valle + x/a on obtiendra le résultat illustré par la figure 12, b, où sont représen- 
tées les deux premières bandes d'énergie. 

On notera que sur la figure 12 (de même que sur la figure 11) les bandes ne 
se recouvrent pas. C’est là une propriété générale du mouvement unidimension- 
nel dans un champ périodique. Chaque niveau d'énergie est doublement dégénéré 
(d'après le signe de k), une plus grande multiplicité de la dégénérescence étant 
exclue dans le cas du mouvement unidimensionnel. On notera aussi que dans le 
cas unidimensionnel les frontières de chaque bande (les valeurs minimales et 
maximales de e (k)) correspondent aux valeurs 4 = 0 et k = x/a. Cela tient 
à ce que les fonctions d'onde qui correspondent aux énergies comprises dans. 
l'intervalle interdit se trouvent multipliées par un facteur réel lors du déplace- 
ment d'une période a (c'est pour cela qu'elles croissent indéfiniment à l'infini). 
Dans les intervalles d'énergies permises, les fonctions d’onde sont multipliées 
par etka pour la même translation. Il s'ensuit qu'à la frontière entre les inter- 
valles interdits et permis, ce facteur doit être réel et égal en module à l'unité, 
ce qui implique que ka y est égal à zéro ou à x. 
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3. Trouver la loi de dispersion d’une particule dans un champ périodique 
unidimensionnel, constitué d’une suite de pus de potentiel symétriques véri- 
fiant la cendition quasi classique (la probabilité de pénétration de la particule 
à travers la barrière entre les puits est 
petite). 

La solution est analogue à celle 
du problème concernant l'éclatement des 
niveaux dans un puits double (Ill, & 50, 
problème 3). sole (zx) la fonction d'onde 
normalisée qui décrit le mouvement de 
la particule possédant une certaine éner- 
gie e, ie. 13) dans l'un des puits, qui 
s'affaiblit doncexponentiellement des deux 
côtés des frontières de ce puits; cette 
fonction est réelle et peut être paire ou 
impaire par rapport à la variable r. La 
‘fonction d'onde correcte d’approximation d'ordre zéro décrivant le mouvement 
de la particule dans unYchamp périodique est représentée par la somme 


pr(r)=C S 'eitanp,(r—an), (D 


=-® 


où Cest la constante de normalisation (lors de la translation r-—> r + a cette 
fonction se trouve multipliée par etha). 
Ecrivons les équations de Schrüdinger 


+ ((&)—U (2) to= 0, #5+ a [&o—Ù (x)1 Yo =: 0. 


multiplions la première par 1, et la seconde par 4, retranchons terme à terme 
<et intégrons sur dr entre — al2 et a/2 (fig. 13). En remarquant que les produits 
do (x) Po (x — an) avec n # 0 sont partout évancscents on peut poser 


a/2 
Ya (z) Vo(z) dr = C. 


-a/2 


On obtient ainsi 


ki F ° qa/2 
e(k)—eo= SmC [horbn — poils \, 


Pour x = a/2 on ne doit garder dans la somme (1) que les termes avec n = et 
n= 1; 0n a Yo (— al2) = + 1, (/2) suivant que la fonction 1}, (x) est paire 
-ou impaire : 


a (a/2) = Co (a/2) (1 Æ eikn), 
4 (a/2) = Ci (a/2) (1 F eika). 


De même pour r — — a/2 on ne garde que les termes avec n el n = — 1. 
On trouve finalement 


oh? 
e(k)—Ee= + 2 to (+) Yo (+) cos ka. 
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Il faut v substituer les valeurs 


: a/2 
(+) l” exp[ —+ \ Lp Ce) de | , 


Xo 
“(4-2 u(s), 


où w est la fréquence classique des oscillations de la particule dans le puits; 
z, le point de retour correspondant à l'énergie e,. On trouve finalement : 


a/2 
fi = 
€ (F)—E€0 = Le JD cos ka, D=exp[ + | 1e (1 dr |. 
xo 
Nous voyons que chaque niveau d'énergie &, correspondant au mouvement de la 
particule dans un puits isolé s'élargit en donnant naissance à une bande étroite 


le largeur 2 fwD1/?/x définie par le coefficient de perméabilité D de la barrière 
de potentiel séparant les puits. 


$ 56. Mouvement d’un électron dans un réseau cristallin 
soumis à l’action d’un champ extérieur 


Considérons le mouvement d’un électron dans un réseau cristallin 
placé dans un champ magnétique H constant. Si l'on part de l’hamil- 
tonien de l’électron dans le champ périodique U (r) dans la repré- 
sentation des coordonnées 


A 5 
H= + U(r), (56,1) 
(où p = — iV est l'opérateur impulsion vraie), l'introduction d'un 
champ magnétique extérieur s effectue de façon usuelle : 
a 1 a 2 QE 
Â= (p—<A) +U(n, (56,2 


où À (r) est le potentiel vecteur du champ. On peut simplifier radi- 
calement le problème dans le cas d’un champ faible en passant à la 
représentation des quasi-impulsions. 

Compte tenu de la grande variété des structures des bandes du 
spectre énergétique de l’électron dans le réseau, la condition de la 
petitesse du champ extérieur ne peut être formulée sous une forme 
générale que grossièrement. Supposons qu'avant l'application du 
champ l’électron se trouvait dans une bande déterminée (la s-ième). 
Notons e&, la plus petite des grandeurs énergétiques caractérisant cette 
bande — sa largeur caractéristique ou la distance jusqu'aux bandes 
adjacentes (i.e. des différences e, (k) — e,- (k) pour des k donnés). 
Pour pouvoir considérer le champ magnétique comme faible, la 
condition suivante doit toujours ètre vérifiée : 


hop € Eos (56,3) 
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où oy — |e | H/m*c est la « fréquence de Larmor » et m* = fik/v 
la masse effective de l’électron !). 

En champ extérieur nul l’hamiltonien de l’électron dans le réseau 
écrit dans la représentation k est, comme nous l'avons déjà indiqué, 
une matrice diagonale d'éléments e, (k). En présence d’un champ 
l'hamiltonien contient aussi le potentiel A (r) et ses dérivées par 
rapport aux coordonnées, i.e. l'intensité H (si le champ n’est pas 
homogène il contiendra aussi des dérivées d'ordres supérieurs de l’in- 
tensité) ; dans la représentation k la fonction A (r) est remplacée par 


l'opérateur À = A (r), où r est l’opérateur (55,14). 

Le potentiel A (r) est une fonction croissante des coordonnées 
(si le champ est homogène, la loi de variation est linéaire). En raison 
de cette croissance, le potentiel même pour un champ faible est loin 
d'être une petite perturbation dans l’hamiltonien d’un système 
illimité (électron dans un réseau cristallin). C’est pour cette raison 
que mème un champ magnétique faible modifie notablement les 
propriétés d’un système étendu en transformant le spectre continu 
en un spectre discret (en quantifiant les niveaux, cf. $ 58). À la 
différence du potentiel, l'intensité d’un champ faible ne donne lieu 
qu’à de petites corrections. 

Nous allons montrer qu’en négligeant ces corrections on peut 
établir la forme générale de la dépendance de l’hamiltonien par 
rapport au potentiel du champ en se fondant uniquement sur les. 
conditions de l’invariance de jauge. Comme nous ne considérons ici 
que des champs constants, il suffit d'utiliser l’invariance des équa- 
tions par rapport aux transformations du potentiel et des fonctions 
d'ondes ne dépendant pas du temps telles que 


A—A+Vf, j— 74% exp (rt), (56,4) 


où f (r) est une fonction arbitraire des coordonnées (cf. III, (111,8), 
(111,9). 

Dans un champ faible le potentiel A (r) est une fonction lente- 
ment variable des coordonnées. En vue de préciser le rôle que joue 
cette lenteur de la variation, considérons d’abord le cas limite 
d’un potentiel constant: A (r) = const = A, (bien entendu, un 
potentiel constant est fictif puisqu'il ne lui correspond aucun champ 
réel et il ne s'agit donc que d’une transformation formelle). Le 
passage de À — 0 à À — À, équivaut à la transformation (56,4) 
avec f — Ar; par conséquent, à la place des fonctions propres 


1) Une définition plus précise de la fréquence est donnée par la formu- 
le (57,7). Pour les électrons de conduction d'un métal (voir $ 64) les valeurs. 
caractéristiques k = 1/a (a — paramètre du réseau); en posant &, = À*/m*a*, 
on trouve que la condition (56,3) équivaut à l'inégalité ryr > a, où le « rayon 
de l'orbite» rx = Won. 
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initiales (pour A = 0) 
Va = ugeikr (56,5) 


le nouvel hamiltonien aura pour fonctions propres 
ux (r)exp {i (Kk+- A) r}. 


Ils'ensuit que pour conférer à la quasi-impulsion l'ancienne si- 
gnification (celle d'une quantité déterminant la variation de la 
phase de la fonction d'onde lors des translations) on doit poser k + 
+ eA/hic — K. La quantité K ainsi définie peut être appelée 
quasi-impulsion généralisée. Les nouvelles fonctions propres s'écri- 
vent maintenant 


sk = Us, K—eAQ/hc (r) eikr, 


et les valeurs correspondantes de l’énergie de l’électron sont égales 
à e.,(k) = e, (K — eA,/fc). Nous pouvons affirmer maintenant que 
dans le cas d’un potentiel A (r) lentement variable dans l’espace, les 
fonctions d'onde d'approximation « d'ordre zéro» (par rapport 
à l'intensité du champ) seront de la forme: 


Var = Us, K—eA (r/nceiKr (56,6) 


{A étant maintenant variable, les fonctions w ne sont plus rigoureu- 
sement périodiques)1). On doit considérer maintenant les énergies 
es (K — eA/ñc) comme des opérateurs formant l’hamiltonien dans 
la représentation K. A la même approximation on doit entendre 


par r l'opérateur r — i9/8K en omettant dans la définition (55,14) 


le second terme (Q). En effet, en agissant sur la fonction d'onde 
l'opérateur id/0K, en ordre de grandeur, la multiplie par la « dimen- 
sion de l’orbite » r; qui croît lorsque le champ diminue. Le résultat 


de l’action de l'opérateur Ô sur la fonction d'onde ne contient pas 


ce facteur croissant. En ce sens l'opérateur { dans un champ faible 
est petit devant id/0K. Mais comme l'opérateur 4/6K est diagonal 
par rapport aux numéros des bandes, l’hamiltonien est également 
diagonal. 

Nous arrivons ainsi à la conclusion que le mouvement de l'élec- 
tron dans un réseau soumis à l’action d’un champ magnétique faible 


1) Si l’on développe les fonctions (56,6) suivant les fonctions Ÿ,,, le déve- 


loppemens comportera, dans le cas général, des fonctions de s différents. Or 
cela ne signifie nullement qu'il s’agit du passage dans une autre bande et ne 
fait qu'exprimer la variation que subit la fonction d'onde sous l'action d'un 
champ constant; rappelons à ce propos qu'un champ constant ne peut provo- 
ve une transition réelle avec variation d'énergie. Pour préciser la situation 
il convient de remarquer que quoique le champ soit faible, il modifie notable- 
ment la classification des états et la correspondance entre la quasi-impulsion 
et l'énergie. 
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est décrit par l'hamiltonien (donné dans la représentation K): 

) - e 2 s . 0 eee 
À,=e,(K—-A(r)), r=iE (56.7) 
(X. Peierls, 1933). A cette approximation il existe donc une analogie 
complète avec le mode d'introduction du champ magnétique dans 
l'hamiltonien d’une particule libre dans la représentation en im- 
pulsions. 

L'expression (56,7) n’est pas encore complètement déterminée. 
car on n’a pas encore précisé l’ordre dans lequel agissent les opéra- 


teurs non commutatifs — les composantes du vecteur k = K — eA/hic. 
Cet ordre doit assurer le caractère hermitique de l'hamiltonien et 
on peut y arriver en principe en présentant la fonction périodique 
e, (k) (dans le réseau réciproque) sous la forme d’une série de Fourier 


es (k)= À Aueik® (26.8) 


(la sommation est effectuée sur tous les vecteurs a du réseau direct). 


Après que l’on aura effectué la substitution k—k, il ne subsistera 
dans les exposants de tous les termes de cette série qu’un seul opéra- 


teur (la projection du vecteur A sur a) et il ne sera plus question 
de l’ordre d’action des opérateurs puisque tout a été ramené aux 
puissances de cet opérateur unique. Ce procédé d’« hermitisation » 
n’est pas le seul possible, mais la différence entre les procédés se situe 
au-delà de l’approximation considérée puisque dans cette approxi- 


mation les commutateurs des opérateurs LR y k. sont de petites 
quantités. Dans le cas d’un champ homogène, l'opérateur 
7€ 
Â=+Bxn= (Rx): (56,9) 

par un calcul direct"on trouve facilement que les commutateurs 

x A e if + & 2 

kcky — kykx = à Feb E (56,10) 
sont proportionnels à la petite intensité H. 


Les opérateurs r = i0/0K et K = K obéissent aux mêmes règles 
de commutation que celles qui s'appliquent aux coordonnées et aux 
impulsions généralisées d’une particule « libre », i.e. lorsqu'il n’y 
a pas de réseau. Ïlest donc naturel que le calcul des commutateurs des 


opérateurs ret K avec l’hamiltonien conduit à des équations opérato- 
rielles 


= F0K , (56,11) 
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qui se présentent sous la forme d'équations de Hamilton ordinaires 
(pour les procédés de calcul voir III, (16,4), (16,5)). 

Il convient de préciser une fois encore que l'hamiltonien (56,7) 
est approximatif en ce sens qu’on y a négligé tous les termes dépen- 
dant de l'intensité H et ne contenant aucun facteur important com- 
parable au rayon r4 de l'orbite. Dans les approximations suivantes 
le résultat final peut également être présenté sous la forme d’un 


hamiltonien efficace H,(K — eA/ñc, H) qui est diagonal par rap- 
port aux numéros des bandes, mais ne peut être exprimé à l'aide 
des seules fonctions e, (k) 1). 

En négligeant l'interaction spin-orbite, la prise en compte du 
spin de l'électron conduit à l'introduction dans l’hamiltonien du 
terme ordinaire décrivant l'interaction du moment magnétique avec 
le champ: — 6oH, où © est la matrice de Pauli et f — | e | Â/2mc le 
magnéton de Bobr. Si le cristal possède un centre d’inversion, l’inter- 
action spin-orbite ne modifie que le moment magnétique de l’électron 
et l'interaction du spin avec le champ magnétique est de ‘la forme: 


— Bol its (k). (56,12} 


En effet, dans ce cas, l’hamiltonien doit être invariant par rapport 
aux opérations d’inversion du temps et d’inversion effectuées simul- 
tanément. Dans cette transformation on doit substituer H — — H, 
o—>— 6, k restant inchangé ; (56,12) est une expression générale 
satisfaisant à la condition imposée. Le tenseur E;, (k) ne peut évidem- 
ment être calculé sous une forme générale. 

Examinons maintenant le comportement de l’électron lorsqu'on 
soumet le réseau à un faible champ électrique E. La condition que 
le champ est faible signifie que l'énergie que l’électron acquiert 
dans le champ sur une distance — a est petite devant l'énergie 
caractéristique &,:|e | Ea 2. 

Comme dans le cas du champ magnétique, le rôle le plus impor- 
tant revient aux termes contenant une fonction croissante des coor- 
données, ici le potentiel scalaire @ (r) du champ électrique. La 
dépendance de l’hamiltonien par rapport à @ peut être trouvée sous 
une forme générale à partir de considérations analogues à celles que 
nous avons utilisées plus haut. En effet, l'introduction d’un potentiel 
constant fictif p — p, équivaut, dans l'équation de Schrôdinger, 
à l’adjonction d’un terme constant ep, à l'énergie; ce même terme 
vient s'ajouter à toutes les valeurs propres e, (k). Dans le cas d’un 


1) Un exemple de calcul simple du terme correctif sera donné au $ 59. Le 
lecteur trouvera un exposé systématique de la méthode de calcul de l'hamilto- 
nien sous forme d’une série suivant les puissances de H, ainsi que des cexpres- 
sions générales des premiers termes de cette série dans: £. I. Blount, Phys. 
Rev. 126, 1636 (1962) ; Solid State Physics, t. 13, p. 306 (1963). On notera que si 
le cristal possède un centre d'inversion, la série commence par des termes com- 
parables à H° (cf. $ 59). 
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potentiel @ (r) non constant mais variant lentement dans l'espace, 
un terme opératoriel analogue doit être introduit dans l'hamiltonien 
æfficace écrit dans la représentation k: 


À,=e,(k)+e(r). (56,13) 


$ 57. Trajectoires quasi classiques 


Appliquons les résultats obtenus dans le paragraphe précédent 
au cas important où le mouvement de l’électron dans un champ 
magnétique est quasi classique. La condition du caractère quasi 
-classique consiste en ce que la variation de la longueur d’onde de 
de Broglie de la particule est petite sur une distance comparable 
à cette grandeur. Dans le cas étudié cette condition est équivalente 
à l'inégalité 

Tr Dh (57,1) 
i.e. le rayon de courbure de l'orbite doit être grand par rapport à la 
longueur d'onde À = 1/4 !). 

Dans le cas quasi classique la notion de trajectoire des particules 
conserve son sens. On la détermine à l’aide des équations de mouve- 
ment découlant de (56,11) en y remplaçant les opérateurs par les 
quantités classiques correspondantes: 

oH oi 


RK= ———, V=TGR’ H=e(K—-# Ar) 


{nous avons omis l'indice s pour alléger l'écriture). Développons ces 
expressions en remplaçant la quasi-impulsion généralisée K par la 
« quasi-impulsion cinétique »: 


e 
k = K Te A (r). 
Nous avons alors 


hdk | e dA(D _ 0H _e, êAï 
dt ce dt — de ce Ÿ ôr * 


En écrivant ici dA/dt = (vV) A et en remarquant que 
(:V)A; — (vV)A = (v X rot A) = v x H, 


on obtient l'équation de mouvement 


Rdk _ 
dt 


de (k) 


Z(vxH), V= F& * 


1) Cette condition est en général plus forte que la condition (56,3), mais 
si k 1/a (comme c’est le cas pour les électrons de conduction dans les mé- 
taux), les deux conditions coïncident et sont pratiquement toujours vérifiées : 
pour rm chkl|e|l H= chlalelH la condition rr>a implique H<« 
<& chllelat 108 à 109 ec. 
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Cette équation se distingue de l'équation classique ordinaire de 
Lorentz uniquement par une autre forme de la dépendance e (k): 
à la place d’une simple fonction quadratique nous avons affaire 
à une fonction périodique compliquée. I1 s'ensuit que la dépendan- 
ce v (k) est également une fonction périodique compliquée et le 
caractère du mouvement de l'électron s'en trouve notablement 
modifié. 

Considérons le mouvement de l’électron dans un champ magné- 
tique homogène. En multipliant l'équation (57,2) par von trouve par 
la méthode usuelle #vak/dt = de/dt — 0. En multipliant (57.2) 
par H on trouve que d (Hk)/dt = 0. Nous voyons qu’aussi bien pour 
le mouvement de l’électron dans le réseau que pour le mouvement de 
l’électron libre dans un champ magnétique on a: 


e — const, k, — const (57,3) 


(l'axe des z est orienté suivant le champ H). Les égalités (57,3) déter- 
minent la trajectoire de l’électron dans l’espace k. Géométrique- 
ment cette trajectoire est le contour de la section de la surface iso- 
énergétique e (k) = const par un plan perpendiculaire au champ 
magnétique. 

Les surfaces isoénergétiques peuvent avoir les formes les plus 
diverses. Elles peuvent contenir dans chaque maille du réseau 
réciproque plusieurs nappes séparées. Ces nappes peuvent être sim- 
plement connexes ou à connexion multiple, ouvertes ou fermées. 
Afin de préciser cette dernière différence, il convient de considérer 
une surface isoénergétique périodiquement prolongée dans la tota- 
lité du réseau réciproque. Toutes les mailles comporteront des 
cavités fermées identiques, tandis que les surfaces ouvertes traversent 
sans discontinuités tout le réseau et s’éloignent à l'infini !). 

Les sections d’une surface isoénergétique se composent d’une 
infinité de contours. En font partie les contours des sections des 
différentes nappes de la surface isoénergétique contenues dans une 
maille du réseau réciproque ainsi que les contours des sections des 
nappes qui se répètent dans des mailles différentes. Si la nappe de 
la surface isoénergétique est fermée, toutes ses sections seront des 
courbes fermées. Si la nappe est ouverte, ses sections peuvent être 
fermées ou ouvertes (i.e. se prolongeant de façon continue à travers 
tout le réseau réciproque). 

Le mouvement quasi classique implique aussi une faible pro- 
babilité de rupture magnétique, i.e. d'une variation par saut de la 
quasi-impulsion de l'électron qui passe d’un contour sur un autre 


1) Signalons, afin d'éviter toute ambiguïté, que l'on n'arrive pas à choi- 
sir une maille du réseau réciproque telle que toutes les cavités fermées essen- 
tiellement différentes (i.e. qui ne sont pas des répétitions périodiques) soient 
disposées dans une seule maille sans que les faces de cette dernière les coupent. 
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(la condition de probabilité faible sera explicitée à la fin du para- 
graphe). Si l’on néglige cette probabilité, l’électron se meut sur un 
seul contour d’une section de la surface isoénergétique. 

Etudions de plus près le mouvement sur les trajectoires fermées 
dans l'espace des quasi-impulsions. Ce mouvement est évidemment 
périodique dans le temps. Déterminons sa période. 

En projetant l'équation (57.2) sur le plan k,, k, perpendiculaire 
au champ on obtient 


dir lel# D np 
= vas ta = Vi +oi, 


où dl, — V dk+ dk est un élément de longueur de l'orbite k. 
On en tire 


ju on 
TelA jv, 


Si la trajectoire est fermée, la période du mouvement est donnée 
par l'intégrale 


ch P_ dlr L 
TH ( v, (57,4) 


prise sur tout le contour. On peut mettre cette expression sous une 
forme qui se laisse mieux interpréter. 

Introduisons l’aire S (e, k.) de la section de la surface isoénergé- 
tique e = const par le plan #, — const. Dans ce plan la largeur de 
l'anneau entre les contours € = const et € + de — const est égale 
en chacun de ses points à 


de __ de 
1de/ok , | [TA , 


de sorte que l'aire de cet anneau est égale à 


ds = de À dl 


lv, 


Il s'ensuit que l'intégrale dans (57,4) n’est autre que la dérivée 
partielle 0S/de. Par conséquent, la période du mouvement est 


T= ch®  OS(e, k:) 


TR x — (57,5) 

(W. Shockley, 1950). Il est naturel ici d'introduire la quantité 
ñ? 0S 

me (57,6) 


que l’on appelle masse cyclotron de l'électron dans le réseau. La 
fréquence cyclique de l’électron sur l'orbite s'exprime en fonction 
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de cette quantité par la formule 
on = le | H/m*c, (57,7) 


qui diffère de la formule connue de la fréquence de Larmor de l’élec- 
tron libre en ce que sa masse est remplacée par m* 1). 

Il convient de remarquer que pour les électrons dans un réseau 
la masse cyclotron n’est pas une grandeur constante mais dépend de & 
et k, et est donc différente suivant les électrons. Signalons encore 
qu’elle peut être positive ou négative ; dans le premier cas, l’électron 
se déplace sur l'orbite comme une particule négative et dans le 
second comme une particule positive ou trou. C’est pour cela que 
l'on parle respectivement de trajectoires électroniques et de trajectoires 
de trous. 

Jusqu'à présent il a été question de la trajectoire de l’électron 
dans l’espace k. Il est toutefois facile de se rendre compte qu’il existe 
un lien étroit entre les trajectoires dans l’espace des quasi-impulsions 
et dans l’espace ordinaire. En récrivant l'équation de mouvement 
(57,2) sous la forme 


ñ dk = — EL (ar x H), 


celle-ci fournit après intégration (et un choix approprié des origines 
des coordonnées r et des quasi-impulsions k): 


Gk= — ll (rx H). (57,8) 


Ce résultat montre que dans l’espace ordinaire la projection xy de 
l'orbite reproduit en fait la trajectoire k et n’en diffère que par son 
orientation et son échelle; on déduit la première de la seconde en 
effectuant les substitutions 


. de ; lel H 
ke kc y, k,— fic 


zx. 


En outre, dans l’espace ordinaire on observe un mouvement le long 
de l'axe des z avec la vitesse v. — 0e/hôk,. Si la trajectoire dans 
l’espace k est fermée, dans l’espace ordinaire elle aura la forme d’une 
hélice dont l’axe est dirigé suivant la direction du champ. Dans le 
cas d’une trajectoire ouverte dans l’espace k, dans l’espace ordinaire 
la projection de la trajectoire sur le plan xy sera ouverte, ce qui si- 
gnifie que dans ce plan le mouvement est infini. 

Quelques remarques encore à propos du mouvement quasi classi- 
que de l’électron lorsqu'on applique au réseau un champ électrique E 


homogène et constant. De l'équation quasi classique ik = €E on 


1) Pour l’électron libre la surface isoénergétique est une sphère £ — #°k2/2m 
dont les sections sont des cercles d'aires S = x (2meñ”° — k?), de sorte que 
la dérivée est 9S/0e — 2rnm/k° et m* = m. 


19% 
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tire 
k=k,+ € 1. (57,9) 


De la loi de la conservation de l'énergie on tire 
e (k) — eEr = const. (57,10) 


Or l'énergie e (k) parcourt les valeurs dans l'intervalle fini Age 
(largeur de la bande); il s'ensuit de (57,10) que le mouvement de 
l'électron dans un champ électrique homogène est fini le long du 
champ: suivant cette direction l’électron exécute des oscillations 
d'amplitude Ae/|e | E. Si le champ 
est parallèle à l’une des périodes b du 
réseau réciproque, le mouvement est 
périodique avec une fréquence w = 
—=2n |e|E/kb; pour b<1/a on a 
ko£= |el|Æ£a. Dans le cas général 
d'une direction arbitraire du champ le 
mouvement est quasi périodique. 

Examinons encore la condition qui 
doit être vérifiée pour pouvoir négliger 
l'effet de la rupture magnétique. La 
probabilité de transition d'unetrajectoi- 
re à une autre (dans l’espace k) est natu- 
rellement grande si ces trajectoires sont 
anomalement proches l’une de l’autre. 
C’est ce qui se produit si la trajectoire est peu différente d’une trajec- 
toire qui se coupe ou si elle passe près du lieu d’intersection de deux 
nappes de la surface isoénergétique (i.e. près du point de dégénéres- 
cence). On a représenté sur la figure 14 un exemple typique de ce cas; 
la distance ôk entre les trajectoires est petite devant les dimensions 
caractéristiques des orbites, tandis que leur rayon de courbure R;, 
près des points où les trajectoires se rapprochent le plus l’une de l’au- 
tre est généralement comparable à 64%. La transition d'une orbite 
à l’autre s'effectue par l'effet tunnel quantique. La probabilité de 
ce processus est petite (exponentiellement) si ôk est grand devant 
la distance Ak, sur laquelle s'atténue la fonction d'onde dans la 
région située entre les trajectoires qui est inaccessible dans l’appro- 
ximation classique. 

On peut faire une estimation de Ak, en mettant à profit l’analo- 
gie qui existe entre le mouvement de l'électron dans un champ 
magnétique et le mouvement unidimensionnel dans un champ 
à potentiel U (x). Cette analogie se fonde sur ce que, selon (56,10), 


les opérateurs q = khcl lelH et p=tk, vérifient la règle de 
commutation coïncidant avec la règle de commutation de la coor- 
donnée et de l'impulsion. Près des points de rapprochement maxima} 


Fig. 14 


$ 58] NIVEAUX D'ÉNERGIE QUASI CLASSIQUES 293 


les trajectoires sont paraboliques et analogues à la trajectoire de 
phase (x, p) parabolique du mouvement unidimensionnel dans un 
champ homogène (U = —Fz), qui est décrite par l'équation 
p°/2m = Fx (si la coordonnée rest comptée à partir du point d'arrêt). 
Dans ce dernier cas la fonction d’onde s’amortit au-delà du point de 
retour à une distance Az — (%/mF)1/5 (cf. III, $ 24); en introduisant 
le rayon de courbure de la trajectoire de phase R — (dr/dp?)"1 
- mF on trouve que Ar — (k°/R)/3. Par analogie la valeur cherchée 
de Ak, peut être évaluée en procédant aux substitutions Ar— 
— hicAkl |elH, R—RihlelHlc. On trouve ainsi Ak,- 
- (le |Hhic)*/3 (6%) 1/3 et la condition Ak,< ôk s'écrit sous la 


forme : 
le [H/fc< (ôF)°. (57,11) 


$ 58. Niveaux d'énergie quasi classiques 


Nous avons vu qu’au mouvement classique de l’électron dans un 
réseau en présence d’un champ magnétique décrivant une trajectoire 
fermée dans l’espace k correspond dans l’espace ordinaire un mouve- 
ment fini dans un plan orthogonal à la direction du champ appliqué H. 
En passant à la théorie quantique cela conduit à l'apparition de 
plusieurs niveaux d'énergie discrets pour chaque valeur donnée de 
la quasi-impulsion longitudinale k,. Ces niveaux sont déterminés 
par les règles générales de la quantification quasi classique. 

Ecrivons le potentiel vecteur d’un champ magnétique homogène 
(dirigé suivant l'axe des z) sous la forme 4, = — Hy, À, — 4, = 0. 
Les composantes de la quasi-impulsion généralisée seront alors 
données par 


K,=k+ EL Hy, K,=k, K,=k. (58,1) 


La coordonnée x est la variable cyclique et de ce fait la composante x 
de la quasi-impulsion généralisée se conserve : 


K,=Rk,+ ll Hy= const. (58,2) 


Selon la règle de quantification de Bohr-Sommerfeld (cf. III, 
$ 48), écrivons la condition 


| c) X, dy | = A, (58,3) 


l'intégration étant étendue à la période du mouvement et x étant 
un nombre entier positif que l’on supposera grand !). En portant 


1) Lorsque le mouvement a lieu dans un champ magnétique homogène, 
l’invariant adiabatique, indépendant du choix du potentiel vecteur, est 


l'intégrale = Ÿ Kidr, K4 étant la projection de la quasi-impulsion généralisée 
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dans (58,3) K, = k, ct dy — — (ch/| e |H) dk, selon (58,1), (58,2), 
il vient 
ch 


ZxieA |: (58,4) 


où l'intégrale est prise maintenant sur une trajectoire fermée de 
l'espace k. Cette intégrale n’est autre que l'aire embrassée par la 
trajectoire, i.e. l'aire S (e, k,) de la section de la surface isoénergé- 
tique par le plan À, — const, que nous avons introduite dans le 
paragraphe précédent. 

On trouve finalement 


Se, k)=22 KE» (58,5) 


(I. Lifchitz, 1951, L. Onsager, ee C'est cette condition qui 
détermine implicitement les niveaux d'énergie e, (k.). Ainsi, la 
bande d'énergie (dont nous n’indiquons pas le numéro s, pour allé- 
ger l'écriture) se subdivise en une série discrète de sous-bandes de 
Landau, constituée chacune par des niveaux d'énergie se distinguant 
les uns des autres par la valeur de la variable continue k.. 

On sait que la condition de quantification quasi classique peut 
être corrigée par l'introduction d’une correction se réduisant à l’ad- 
jonction au grand nombre quantique #7 d’un nombre de l’ordre de 
l'unité. Pour déterminer cette correction il faut analyser le mouve- 
ment près des « points d’arrêt » limitant le domaine d'intégration 
dans (58,3). 

La dépendance de K, = k, par rapport à y sur la trajectoire de 
l'électron est donnée par l'équation 


e (k)=e (£,— LL y, k k,) = const (58,6) 


pour une valeur donnée de k, et pour X, — const; le point d'arrêt 
y = yo est déterminé par la condition de l'annulation de la vitesse 
v, = Ô0e/h 6k,. Près de ce point le développement de l'équation 
(58,6) suivant les puissances de y — y, donne 


— ler (À ET 1 (Y— Yo) + (5) ŒEy— Ego} = 0, 


avec k,o — k, (yo). Ce résultat montre qu'on s'approche du point 
d'arrêt selon la loi des racines 


k u — Ku = +AVy-% Yo 


sur un plan perpendiculaire au champ (cf. 11, $ 24). Avec notre choix de A l'in 
tégrale ê K,dr = k4 dr = 0 et l'invariant adiabatique coïncide avec l'in- 
tégrale figurant dans (58,3). 
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(pour fixer les idées, nous poserons que la région classiquement 
inaccessible se situe pour y << y,). Or c'est la même loi que celle 
qui régit la correction! à apporter à la quantification quasi classique 
(cf. III, $$ 47. 48). Il s'ensuit que la règle (58,5) s'écrit, après correc- 
tion, sous la forme 


Se, k)=2n EE (n+ +). (58,7) 


Conformément à la démonstration s'appuyant sur le développe- 
ment de la fonction (58,6), la règle de quantification rectifiée ne 
sera valable que si la trajectoire passe à une distance suffisamment 
grande des points singuliers de la fonction e (k) (y compris des points 
de branchement complexes). Il faut aussi que nulle part à proximité 
de la trajectoire ne soit mise en défaut la condition de l'approche quasi 
classique (notamment ne doit pas s’annuler la projection x, y de 
la vitesse 0e/0k) !). On doit encore tenir compte du caractère appro- 
ché de l’hamiltonien (56,7) qui est à la base de tous nos développe- 
ments. Si le réseau possède un centre d’inversion, les corrections 
à l’hamiltonien sont quadratiques par rapport à l'intensité du champ 
et n’affectent pas la condition (58,7). Mais s’il n’y a pas de centre 
d’inversion, les corrections à l’hamiltonien sont linéaires par rap- 
port à H; dans ce dernier cas le terme correctif 1/2 dans (58,7) perd 
tout son sens, car une erreur du même ordre résulte du caractère 
approché de l’hamiltonien *). 

L'intervalle Ae entre deux niveaux successifs correspond à la 


variation d’une unité du grand nombre 7. Cet intervalle est donc 
déterminé par l'égalité 


_ 85 À 2nlel H 
AS = F3 Ae— pe + (58,8) 
En introduisant la fréquence classique w,; du mouvement périodique 
conformément à (57,7) on obtient 


Ae = fox. (58,9) 


Comme la fréquence w4 est elle-même une fonction de e (et de k,), 
les niveaux d'énergie successifs €, (pour une valeur donnée de k,) 


1) Près des points où deux trajectoires se rapprochent de façon anormale 
ces conditions coïncident avec la condition de la petitesse de la probabilité 
de rupture magnétique 


que. 
à 2) Pour les électrons libres (voir note au bas de la p. 291) la condition (58,7) 
onne 


e=hoy (n+5) +Hk/2m, on=|e| Hime 


en accord avec l'expression de, Landau décrivant le comportement de l’élee- 
tron libre dans le champ magnétique (III, $ 112). 
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ne sont pas rigoureusement équidistants, comme ce serait le cas 
avec des électrons libres pour lesquels w,, est une quantité constante. 

Le fait que les niveaux d'énergie sont indépendants de la quan- 
tité conservative K, implique qu’ils sont dégénérés (comme dans 
le cas des électrons libres dans un champ magnétique (cf. III, $ 112)). 
Si l’on envisage un réseau de volume Ÿ qui, tout en étant grand, est 
fini, la multiplicité de cette dégénérescence sera finie. Le nombre d’é- 
tats contenus dans l'intervalle dk, et possédant une valeur donnée 
de » est donné par VAS-dk,/(2n)°, où AS est l’aire délimitée sur le 
plan k, — const par deux trajectoires caractérisées par les nombres 
quantiques n et n + 1. Cette aire est donnée par l’ expression (58.8) et 
on trouve ainsi que le nombre d'états cherché est égal à 


Vdk: le|l 
21) ch ? 


(58,10) 


i.e. la même expression que pour les électrons libres. 

La cause apparente de la dégénérescence des niveaux dans un 
champ magnétique consiste en ce que l’énergie ne dépend pas de la 
position dans l’espace du « centre de l'orbite de Larmor » de l'élec- 
tron. Pour un électron libre cetle dégénérescence est exacte, tandis 
que pour un électron qui se trouve enfermé dans un réseau elle ne 
peut être qu'approximative: du fait de l'existence d'un champ 
électrique non homogène (périodique) les différentes positions du 
« centre de l'orbite » dans une maille élémentaire du réseau ne sont 
pas équivalentes. De ce fait les niveaux de Landau doivent subir un 
certain éclatement. 

Si l’on tient compte du spin de l’électron, chaque niveau doit 
se scinder en deux composantes; en négligeant la liaison spin- 
orbite ces composantes sont séparées par un intervalle constant 
(comme pour l’électron libre) 264, où $ est le magnéton de Bohr: 


Eno (K:) = En (k:) + BH, © = +1. (58,11) 


La même situation se retrouve si l’on tient compte de l’interac- 
tion spin-orbite dans un cristal possédant un centre d’inversion. Dans 
ce dernier cas, en l'absence de champ magnétique, les états de 
l’électron sont dégénérés par rapport au spin et l’application du 
champ magnétique lève cette dégénérescence, et on retrouve la 
formule (58,11) avec B remplacé par BE, (k,), où Ex (k,) caractérise 
la variation du moment magnétique de l’électron. 


$ 59. Tenseur des masses effectives de l’électron 
dans un réseau 


Considérons le point k — k, de l’espace k où l'énergie de l'élec- 
tron €, (k) présente un extrémum ; ce sont par exemple les points 
correspondant au bas et au haut d’une bande. Si en ce point il n’y 
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a pas de dégénérescence (à l'exclusion d’une dégénérescence de spin 
de Kramers, voir fin du $ 55), à proximité de ce point la fonction 
e, (k) peut être régulièrement développée suivant les puissances de la 
différence q — k — k,. Les premiers termes de ce développement 
sont quadratiques : 


e, (k) = e, (ko) + Æ MixqiQne (59,1) 


Le tenseur m;,, inverse du tenseur des coefficients m;, dans (59,1) 
est appelé tenseur des masses effectives de l’électron dans le réseau. 
Nous allons exprimer ce tenseur en termes des éléments de matrice 
relatifs aux fonctions de Bloch 4x, au point ki. 

Lorsqu'on néglige l'interaction spin-orbite, l’hamiltonien de 
l'électron est de la forme (56,1). Portons dans l'équation de Schrôdin- 
ger contenant cet hamiltonien la fonction d'onde sous la forme 


Ÿk = ei Ko u x = el Pr. (59,2) : 
L'équation s’écrira alors sous la forme: 


{AU (+ [Lap+ LE hou e, (H) ques (59,3) 


2m 


où p — —ihV est l'opérateur de l'impulsion vraie. 

Dans le voisinage du point k — k, le vecteur q est une petite 
quantité, ce qui permet de considérer l’expression entre crochets 
de (59,3) comme l'opérateur de perturbation. À l’approximation 
d'ordre zéro pour q = 0 les fonctions p.k se confondent avec les 
fonctions Ÿ,r,. De ce fait la théorie des perturbations ordinaire permet 
d'exprimer la correction à l’énergie à l’aide des éléments de matrice 
relatifs à ces fonctions. 

Puisque k, est un point d’extrémum, il n’y a pas de terme de cor- 
rection linéaire par rapport à q. Cela signifie que les éléments de 
matrice diagonaux sont nuls: 


(sko | p | sk) = 0. (59,4) 
Pour trouver la correction quadratique en q il faut tenir compte 
du terme en g° dans l'opérateur de perturbation s’il s’agit du pre- 
mier ordre, et du terme enq s’il s'agit du second ordre de la théorie 
des perturbations. On trouve ainsi pour €, (k) la formule (59,1), où 


1 Ôth 1 2 Passe (PR}srs + (PRhss (Piles 
nl pr 3 2 e, (ko) —E€s (ko) % 


(59,5) 


m 


la sommation étant effectuée sur tous les s’ -£s!). Pour alléger l’écri- 
ture des éléments de matrice nous omettrons l'indice diagonal 


1) La sommation sur k’ n'intervient pas, car selon (55,15) l'impulsion 
p = mv ne possède pas d'éléments de matrice non diagonaux par rapport à k; 
par conséquent, tous les états intermédiaires se rapportent à la même quasi- 
impulsion k,. 
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k :p.. =(sk, | p|s’k,). On notera que si les bandes sont très rappro- 
chées (les différences &.. — e, sont petites) le deuxième terme dans 
(59,5) peut être grand devant le premier et les masses effectives 
seront petites par rapport à m. 

Appliquons au cristal un champ magnétique homogène H. Se- 
lon (56,7) l'hamiltonien agissant sur les fonctions de la quasi- 


impulsion généralisée Q se déduit de (59,1) en remplaçant q par 
l'opérateur 


à à £ 1 . 
q=Q—#À, A T(Bxi S). (59,6) 
L'hamiltonien résultant 
A hk° 14" 
A = e, (ko) + Mix qiQn (59,7) 


n’est valable que dans la même gamme d'énergie que celle qui vaut 
pour la formule initiale (59,1). Cela implique (outre la condition 
(56,3) de la petitesse du champ) que les niveaux de Landau considé- 
rés ne sont pas disposés trop haut dans l'échelle des énergies. Dans 
ces cenditions les quantités q et Q doivent être considérées comme 
petites (le caractère croissant du potentiel A se traduit par ce que, 
même en champ faible, on ne peut considérer que A est petit devant Q). 

Les termes de l’hamiltonien qui viennent à la suite de (59,7) 
contiennent le champ H sous forme « pure » (i.e. sans les opérateurs 
8/0Q). On ne peut trouver ces termes en s'appuyant sur les seules 
considérations d’invariance de jauge. Déterminons le premier de 
ces termes qui est linéaire en H. En raison de la petitesse relative de 
cette correction, son calcul peut être effectué en posant Q = 0. 

Commençons les calculs sans tenir compte de l'interaction spin- 
orbite. Le terme linéaire en H ne peut provenir que d’un terme 
linéaire en A figurant dans l’hamiltonien initial exact de l’électron 
(56,2), i.e. en évaluant la moyenne sur la fonction d'onde ‘4x, de 
l'expression 


(PA + Ap) — —< Ap (59,8) 


(l'égalité est liée à la transformation de jauge déjà adoptée avec 
div A — 0). Cela conduit à adjoindre à l’hamiltonien (59,7) le 
terme suivant: 


ne 


4H = — ME, (59,9) 


M=-— (skolr X p|sks) (59,10) 


est la valeur moyenne du moment magnétique de l’électron à l'état 
sk,. Signalons que l’on peut adjoindre la correction (59,9) à l’hamil- 
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tonien (59,7) sans craindre que cet effet a déjà été pris partielle- 
ment en compte par la substitution (59,6), puisque dans (59,7) avec 
Q=0il n'y a pas de termes linéaires en H. 

Explicitons l'expression (59,10) en appliquant la règle de la 
multiplication des matrices et en remarquant qu’en vertu de (59,4) 
p ne possède pas d'éléments de matrice diagonaux 


M,= 5 Y» ((Qy)ss” (Pres — (Q:)ss” (Py)s's] 
(et des expressions analogues pour M, AM.); comme il convient la 
correction à l’hamiltonien (59.7) s'exprime en fonction des éléments 
de matrice de l’opérateur @. En utilisant la relation 


Qu te et Este 
l (E,:—Es) 


on peut récrire M sous la forme: 
M Le D * (Pzssr (Pysrs —(Py)sar (Pzhses 
x 


Pme = Er (ko) — Es (ko) 


(59,11) 


On notera qu'aussi bien M que toute la correction (59.9) s’annulent 
si le cristal présente un centre d’inversion. En effet, si l’on effectue 
en même temps une inversion du temps et une inversion, l’état de 
l’électron (sans tenir compte de son spin) ne changera pas et donc le 
second membre de (59,11) ne changera pas; or, à la suite de cette 
transformation, le moment magnétique doit changer de signe. 
Tenons maintenant compte de l'interaction spin-orbite dans le 
cristal en ajoutant à l’hamiltonien (56,1) le terme spino-orbital H y 
de (55,17). Cela conduit à une modification du terme linéaire en q 


de l’équation (59,3) et l’opérateur P qui figure dans ce terme sera 
remplacé par 


a=p + pr (0 X VU). (59,12) 


La signification physique de l’opérateur nest simple : en commutant 


directement l'hamiltonien (compte tenu de n ai) avec r on trouve 
qu’en l'absence de champ magnétique 


r= um. (59,13) 

De même, si en présence d’un champ magnétique on effectue la 
substitution ordinaire p—-p—eA/c dans l'hamiltonien initial 
(y compris dans H st), on trouvera que le terme linéaire en A est de 
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la forme — exA/mc et qu’il diffère de (59,8) parce que pest remplacé 


par x. Au moment magnétique (59,11) on doit ajouter encore le 
moment magnétique de spin de l’électron libre et on aura alors 


M, = (sko10,1sko) + Æ > (ras (My)ars— (Fudesr Cadre (59,14) 


2mc Es —e, 


s’ 


Compte tenu de l'interaction spin-orbite le second terme de cette 
expression n'est pas nul même si le cristal possède un centre d’in- 
version. En effectuant simultanément l’inversion et le changement 
de signe du temps on réalise un état de spin opposé; pour que le signe 
de (59,14) s’inverse à la suite de cette transformation il faut que 
cette expression se ramène à la moyenne de l'opérateur Po;ë;, (k) 
(cf. (56.12)). 

Calculons le tenseur E;, pour le cas où l'interaction spin-orbite 
peut être assimilée à une perturbation ). Récrivons (55,17) sous la 
forme 

a ih® 


Hu= 0, 4 = (VU X V).- (59,15) 


En considérant (59.9) et (59,15) comme une perturbation, cherchons 
Ja correction à apporter à l'énergie au second ordre de la théorie des 
perturbations en ne gardant que les termes croisés (par rapport 
à (59.9) et (59,15)). Cette correction (qui est encore un opérateur, 
i.e. une matrice, par rapport aux variables de spin) est de la for- 
me (56.12) avec le tenseur £;, donné 


those + (Lis (Lise 


Es Es 


Î x 
En = 8 +7 D (59,16) 


où AL = r X p. 

Tout ce qui vient d’être dit concernait les états non dégénérés 
(sauf par rapport au spin). Si pour k — k, il y a dégénérescence, pour 
déterminer l'énergie il faudra former l'équation séculaire tenant 
compte de la perturbation (crochets dans (59,3)) jusqu'aux termes 
de second ordre (i.e. selon la formule III, (39,4)). Les propriétés de 
l'équation séculaire ainsi établie dépendent de la symétrie au point 
k,. Nous reviendrons sur cette question au $ 68. 


a 


1) L'expression] (5417) de Ha est le premier terme du développement 
suivant le rapport relativiste (v/c)? et peut donc être considérée dans un cer- 
tain sens comme petite. Cette petitesse n’a rien à voir avec la possibilité d'uti- 


liser la théorie des perturbations dans une bande donnée. De ce fait À, ne 
peut être toujours assimilé à une petite perturbation dans le problème étudié. 
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Problème 


Trouver les niveaux énergétiques quasi classiques pour une particule carac- 
térisée par la loi de dispersion quadratique (59,1) lorsqu'elle est soumise à l'ac- 
tion d’un champ magnétique de direction arbitraire. 


Solution. Mettons le tenseur m;, sous une forme diagonale et comp- 
tons l'énergie et l'impulsion à partir du point d’extrémum (posons pour fixer 
les idées que c’est un minimum). On aura alors " 

__h? [ki , Ki , ki 
= (ne me) » 


(1) 

où My Mes M3 SOnt les valeurs principales du tenseur m;, (quantités positives). 
En notant n le vecteur unitaire suivant la direction du champ H on écrira 

k=nk=nkit+neke+naks (2) 

Pas le, A3 Sont les cosinus directeurs du champ par rapport aux axes principaux 


u tenseur m2). Or nous devons calculer l’aire S de la partie du plan (2) déli- 
mitée par l’ellipsoïde (1); on peut la représenter par l'intégrale 


s= \ S(nk—k,) dk, (3) 


tes sur le volume de l'ellipsoïde (1) !). En procédant'au changement des varia- 
les fik; = (2emi)t® qi, l'intégrale est mise sous la forme: 


S=(28)%/2 N° (m,mems)/? \ 6 (vq— Kz) d'a, 


où le vecteur v possède dans l’espace q les composantes v; = (2em;)t® nilh et 
l'intégration est étendue au volume de la sphère q® = 1. L'intégration s'effectue 
facilement en coordonnées cylindriques dont l'axe est dirigé suivant v et four- 
nit le résultat suivant: 


” DE 
Se, = Em, (e — l> 


2m; 
où 
my = mani + mani mans, 
mi = (mimems/mT )12. (4) 
En portant dans (58,7) on trouve les niveaux d'énergie 
_ Jet rH 1 ] R°ke 
Une (rte). (5) 


1) Soit f(x, y, z) = const une famille de surfaces remplissant un certain 
volume. La distance di entre deux surfaces infiniment rapprochées de la famille 
est égale à’ di = df/| Vf] et le volume compris entre ces surfaces est égal 
à dV = S (f) di, S (f) étant l'aire de la surface avec une valeur donnée de f. 
En multipliant l'égalité S (f) df = | Vf| dV par la fonction delta 6 (f) on 
trouve, après intégration sur le volume et sur df, l'aire de la surface f (x, y, :) = 0 


sous la forme S (0) = \ [Vf16() dr. Dans notre cas | Vf| = 1, d'où 
l'expression (3). 
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$ 60. Symétrie des états de l’électron 
dans un réseau placé dans un champ magnétique 


Nous nous proposons d'étudier les propriétés générales de la 
symétrie de translation des fonctions d'onde d’un électron de Bloch 
se trouvant dans un champ magnétique sans recourir à des approxi- 
mations impliquant par exemple la petitesse du champ ou un com- 
portement quasi classique. 

L'application d’un champ magnétique homogène ne modifie pas la 
symétrie de translation du système qui reste spatialement périodique. 
Or, simultanément, l’hamiltonien (56,2) de l'électron perd ses pro- 
priétés de symétrie. Cela tient à ce que dans l’hamiltonien figure 
non pas l'intensité constante H, mais le potentiel vecteur A (r) qui 
dépend des coordonnées et n’est pas périodique. 

Le fait que l'hamiltonien n’est pas invariant complique la loi 
de transformation des fonctions d'onde lors des translations. Adop- 
tons pour le potentiel vecteur d’un champ homogène la jauge 


A=+(HXr), (60,1) 


et soit 1 (r) une fonction propre de l’hamiltonien À (r). A la suite 
de la translation r—+ r + a (a est l’un des paramètres du réseau) 
cette fonction se transforme en 1 (r + a), mais c’est déjà la fonction 


propre de l’hamiltonien H (r — a) qui est différent de H (r) puisque 
le potentiel vecteur s’est modifié comme suit: 
A(r)— A(r+a)=A (r) ++ (H x a). 


Pour trouver la loi de transformation cherchée il faut retourner 
vers l’hamiltonien initial, ce qu’on obtient par la transformation 
de jauge 


ADA+VS, f=—+(Hxa)r. 


La fonction d'onde se transforme alors selon (56,4) : 
d— 14 exp (ief/ñc). 


En désignant par Tab (r) le résultat de ces différentes opérations, 
on trouve que 


Lay (r)=p(r+ a) exp (+rihxa)), (60,2) 


où h — |e |H/ñc et Ta est l'opérateur de translation magnétique. 


Si d(r) est solution de l’équation de Schrüdinger (+) = €, 
l'expression (60,2) est également une solution de la même équation 
correspondant à la même énergie & (R. Peierls, 1933). 


$ 60] SYMETRIE DES BTATS DE L'ELECTRON DANS UN RÉSEAU 303 
On tire de la définition (60,2) que 
TaÎa = Taya/O (a,La’), 
w(a, a')—=exp ( —+ h(a x a')) è (60,3) 


En permutant a et a’ l’exposant du facteur &w (a, a’) change de signe; 


il s'ensuit que les opérateurs 7, et T,: sont en général non com- 
mutatifs : 


TT; = Ta Ta exp (—ih (a X a')). (60,4) 


Le produit de deux opérateurs Ta et Ta se distingue. en règle 
générale, de l’opérateur T,:4: par son facteur de phase. En termes 


de mathématiques, cela signifie que les opérateurs T, assurent une 
représentation projective du groupe de translations; la base de ces 
représentations est donnée par les fonctions d'onde des états sta- 
tionnaires de l’électron de Bloch soumis à l’action d'un champ 
magnétique !). Il s'ensuit que la classification des niveaux d'énergie 
doit se fonder sur les représentations projectives irréductibles du 
groupe des translations, tout comme en l’absence de champ elle est 
réalisée sur la base des représentations irréductibles ordinaires de ce 
groupe. 

Rappelons, à propos, que le groupe des translations est abélien 
(i.e. tous ses éléments commutent), ce qui entraîne que toutes ses 
représentations irréductibles ordinaires sont unidimensionnelles. 
A la suite d’une translation, la fonction 1 de la base de chaque 
représentation est multipliée par un facteur de phase; pour deux 
translations successives, ce facteur doit être égal au produit des 
facteurs pour chacune des translations prise séparément. Cela signi- 
fie que 


Taip= eikaip, 


où k est un vecteur constant; ce vecteur (la quasi-impulsion de 
l’électron) est le paramètre de classification des représentations 
irréductibles. 

On peut procéder à une classification complète des représentations 
projectives irréductibles du groupe de translation (£. Brown. 1964; 


1) Nous avons déjà fait connaissance avec les représentations projectives 
des groupes en V, $ 134. Rappelons que l’on appelle représentation projective 
du groupe G les représentations réalisées par les opérateurs G et qui sont entre 
elles dans des relations qui ne coïncident avec les relations entre les éléments 
correspondants du groupe G qu'aux facteurs de phase près: si GG; — G3, on 


a pour les opérateurs GG, = &6 où &,, ne doit être égal à l'unité qu'en 
module. 
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J. Zak, 1964) si le champ magnétique vérifie la condition 


 4n P. 33 
h=—4r 74 re (60,5) 
où p et q sont deux nombres entiers premiers entre eux; a, est l’un 
des trois paramètres fondamentaux a,, a,, a; du réseau choisis 
arbitrairement; vw — (a, X a.) a, est le volume de la maille élé- 
mentaire du réseau. Autrement dit, le champ magnétique doit 
être parallèle à l’un des paramètres du réseau et la quantité hv/4ra, 
doit être un nombre rationnel. En multipliant l'égalité (60,5) par 
(a; X a,) on peut mettre cette condition sous la forme: 


h (a, X a) = 4rp/q. (60,6) 


Pour effectuer la classification des représentations projectives 
irréductibles du groupe des translations, il importe de noter que 
l’on peut y définir un sous-groupe (que nous appellerons sous-groupe 
magnétique) par rapport auquel la représentation, au lieu d’être 
projective, est ordinaire. Si la condition (60.6) est vérifiée, ce sous- 
groupe est l’ensemble des translations de la forme 


Am = Ma + Rof@e + Nas, (60,7) 


les coefficients n,, r,, n4 étant des nombres entiers. En effet, lors- 
que le vecteur h est dirigé le long de a, et satisfait à la condition 
(60,6), pour toutes les translations de la forme (60,7) l'exposant de 
l’exponentielle dans (60,3) devient égal à zéro ou à un multiple 
de 2 x, de sorte que tous les facteurs w (a, a’) = 1 ‘). L'ensemble des 
translations (60,7) forme un réseau dont les paramètres fondamentaux 
sont a,, qa>, à, (réseau magnétique). Le réseau magnétique réciproque 
aura respectivement pour paramètres b,, b,/q, b:. où b,, b,, b, sont 
Jes paramètres du réseau réciproque fondamental. 

Les représentations irréductibles ordinaires du sous-groupe ma- 
gnétique, ainsi que celles du groupe des translations tout entier, sont 
unidimensionnelles. Elles sont caractérisées par les vecteurs d'onde 
(les quasi-impulsions) K, dont toutes les valeurs non équivalentes 
sont contenues dans une maille du réseau magnétique réciproque. 

Soit (1) la fonction de base de l’une de ces représentations de 
quasi-impulsion k® = K. On a alors 


La (r) = ei CH amptD (r). (60,8) 


A la suite d’une translation d’une période a, (ne faisant pas partie 
du sous-groupe magnétique) à la place de 1!) on obtient la fonc- 
tion ÿ(? de quasi-impulsion différente. On détermine cette derniè- 


1) Le choix du sous-groupe magnétique est en général non univoque: au 
lieu de (60,7) on peut choisir n'importe quel ensemble des translations de la 
forme ay — niQa1 + nagañe + Noa, OÙ 1, g. sont des entiers tels que qq: = q. 
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re à l’aide de (60,4) et (60,8): 
La VE = Pal att (r)=exp (—ih (am X 8)) a,la, (Fr) = 


= exp {—ia, (a, X h)+ ia,k(0} Ta pt0 (r) 
et finalement 


Pa oO (7) = 68 Pape (r), 


k@® = k(0 — (a, X h)=K—2 L b, 
2 q 


{on a porté (60,5) dans cette dernière égalité et on y a introduit 
la période du réseau réciproque 2x (a, X a.)/v — b,). On doit 
encore distinguer les cas où g est pair ou impair !). 

Soit g un nombre impair. En répétant qg — 2 fois la translation 
de a,, on obtiendra en tout g fonctions différentes caractérisées par 
les quasi-impulsions 


KO=K, kK®O=K—22 b,, ..., K@=K—92 PU p, (60,9) 
q q 


En soustrayant un multiple entier adéquat du vecteur b, ces valeurs 
se ramènent (dans un certain ordre) aux valeurs 


k=K, K+b, K+b, …., K+ — b,. (60,10) 
Ces q fonctions réalisent la représentation projective irréductible 
à g dimensions du groupe des translations. Nous trouverons toutes 
les représentations non équivalentes en faisant parcourir à K toutes 
les valeurs dans une maille ayant pour côtés b,/q, b./q, b, (les quasi- 
impulsions k(), k(), ... parcourant alors les valeurs dans une 
maille de côtés b,. b:/q, b:). 

Considérons maintenant le cas où g est un nombre pair; dans la 
suite (60,9) la (g/2 + 1)-ième valeur, égale à K — pb,, ne diffère 
de K que par un multiple entier de la période b, du réseau réciproque. 
Cela signifie qu'il existe en tout g/2 valeurs non équivalentes de k, 
qui sont données par l'expression (60,10), où on écrira g/2 à la place 
de g. Dans ce cas les représentations irréductibles sont à g/2 dimen- 
Jo K parcourant les valeurs dans une maille de côtés 2b,/g, 
b,/q. b.. 


1) Lorsque q = 1 le sous-groupe magnétique se confond avec le groupe 
complet des translations. Par conséquent, lorsque h est un multiple entier de 
&na:/v, les représentations projectives irréductibles du groupe des translations 
coïncident avec les représentations irréductibles ordinaires, et les états de 
l'électron sont classifiés comme en champ nul. 


20—01124 
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Ces résultats permettent d’énoncer la conclusion suivante concer- 
nant la nature de la modification que subit le spectre énergétique de 
l’électron dans un réseau lorsqu'on applique un champ magnétique 
(vérifiant la condition (60.5)). En champ nul le spectre se compose 
de bandes d’énergie discrètes dans chacune desquelles l'énergie € (k) 
est une fonction de la quasi-impulsion parcourant les valeurs conte- 
nues dans une maille du réseau réciproque. A la suite de l’application 
d’un champ magnétique. chaque bande se subdivise en g sous-bandes 
dont tous les niveaux d'énergie sont dégénérés g fois si qg est impair, 
et g/2 fois si g est pair. L'énergie dans la sous-bande peut être expri- 
mée en tant que fonction € (K) du vecteur K parcourant les valeurs 
dans la 1/q° partie (q impair) ou la 2/q° partie (q pair) de la maille 
du réseau réciproque. 

Ce type de modification dépend fortement de l'intensité et de la 
direction du champ magnétique. En effet, aussi près que l’on veut 
de la valeur de H, vérifiant la condition (60,5) avec certains p et q, 
se trouvent des valeurs vérifiant la même condition mais avec q 
beaucoup plus grand, de sorte qu'à l’aide d’une variation infiniment 
petite du champ on peut augmenter indéfiniment le nombre de sous- 
bandes. Mais cela n'implique nullement une instabilité aussi grande 
des propriétés physiques observées. Ces dernières dépendent pas tant 
de la structure de bande concrète que de la distribution du nombre 
d'états dans des intervalles d'énergie petits mais finis. Cette distri- 
bution varie peu lors d’une faible variation du champ appliqué. 
Cela tient à ce que ce n’est pas l'énergie des états qui varie forte- 
ment, mais leur classification en raison du changement de la région 
de définition de la quasi-impulsion. 


$ 61. Spectre électronique des métaux normaux 


Dans les cristaux réels des métaux normaux (non supraconduc- 
teurs) les électrons constituent un fluide quantique de Fermi 
appartenant au type décrit au chapitre I. On constate cependant 
différents écarts à ce type puisqu'il s’agit non plus d’un fluide 
isotrope «libre» mais d’un fluide se trouvant dans le champ 
périodique anisotrope du réseau. 

Nous avons vu que le spectre énergétique d’un fluide de Fermi 
libre est construit par analogie avec le spectre du gaz de Fermi 
parfait; de même le spectre du fluide électronique de Fermi contenu 
dans un métal se laisse établir par analogie avec le spectre du « gaz 
parfait contenu dans un réseau ». L'apparition d’une quasi-impulsion 
en tant que grandeur conservative est liée uniquement à la périodicité 
spatiale du système (comme la conservation de l’impulsion vraie est 
la conséquence d’une parfaite homogénéité spatiale). Il est donc bien 
naturel que les propriétés qui sont énumérées au $ 55 sont étendues 
au caractère de la classification des niveaux dans le spectre du 
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fluide électronique dans un métal, le rôle des perticules (des élec- 
trons) étant assumé par les quasi-particules. 

Au zéro absolu les particules du gaz de Fermi parfait se trouvant 
dans un champ périodique occupent tous les niveaux inférieurs 
d'énergies € jusqu’à une certaine valeur limite ek (qui coïncide avec 
la valeur du potentiel chimique u à T = 0) déterminée par la condi- 
tion que le nombre d'états avec e< er coïncide avec le nombre 
total d'électrons. Les bandes d'énergie pour lesquelles e, (k) << er. 
quelle que soit la valeur de k, seront entièrement remplies, les bandes 
avec &, (k) > ek seront vides et les bandes pour lesquelles l'équation 


e, (k) = Er (61,1) 


possède une solution seront partiellement remplies. Les équations 
(61.1) définissent dans l’espace k la surface limite de Fermi séparant 
dans chaque bande les états occupés des états vacants. 

Il existe de même, pour tout métal réel, une surface dans l’es- 
pace k séparant la région des états occupés (à T — 0) par les quasi- 
particules de la région des états vacants; d’un côté de cette surface 
les énergies des quasi-particules 8 > ek et de l’autre e < er. 
Rappelons cependant (cf. $ 1) que la notion de quasi-particules dans 
un fluide de Fermi ne possède une signification physique réelle que 
près de la surface de Fermi où l'amortissement des excitations 
élémentaires est relativement faible. De ce fait l’idée de bandes 
énergétiques occupées (qui apparaît dans les descriptions du spectre 
du gaz de Fermi parfait) perd son sens littéral dans le fluide électro- 
nique réel. 

Les quasi-particules se trouvant près de la surface de Fermi sont 
appelées électrons de conduction. Dans le cas général, leur énergie 
est une fonction linéaire de la quasi-impulsion; par analogie avec 
(1.12) on écrira 


ek)—er &h(k—kr)vr, (61,2) 
où k- est un point sur la surface de Fermi et 
de 
kvr= | 61,3 
à êk ls (850) 


la vitesse des électrons de conduction en ces points !). 

Près de la surface de Fermi doit se situer la « région diffuse » 
de la distribution des électrons de conduction aux températures 
différentes de zéro. On en déduit la condition de validité de la théorie 
du fluide de Fermi: T << ñikkvr, où kP et vu sont des valeurs caracté- 
ristiques des dimensions de la surface de Fermi et de la vitesse sur 


1) Les formules de la forme (2,11) établies au $ 2 pour la masse effective 
dans un fluide de Fermi « libre » sur la base de l’invariance galiléenne ne con- 
cernent pas le fluide électronique dans les réseaux cristallins. 


20% 
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cette dernière. En général, les dimensions k- sont du même ordre 
de grandeur que celles de la maille du réseau réciproque, de sorte 
que kF — 1/a (sauf pour les semi-métaux, voir plus loin). En posant 
également ve — fikF/m on trouve la condition T € 104 à 405 K qui 
est pratiquement toujours vérifiée. 

Pratiquement tous les métaux possèdent des réseaux cristallins 
à centre d’inversion. Conformément à ce que nous avons dit à la 
fin du $ 55, tous les niveaux d'énergie des électrons de conduction 
(de k donné) sont doublement dégénérés sur le spin (il s’agit de 
métaux qui ne sont ni ferro ni paramagnétiques). 

La forme et la disposition de la surface de Fermi sont des caracté- 
ristiques importantes de chaque métal. La surface de Fermi des 
différents métaux présente des formes très différentes, le plus souvent 
compliquées. Les surfaces de Fermi peuvent comporter plusieurs 
nappes indépendantes qui peuvent être simplement connexes ou 
multiconnexes, être fermées ou ouvertes (cf. $ 55 en ce qui concerne 
les considérations sur les surfaces isoénergétiques en général). 

Les nappes fermées de la surface de Fermi peuvent être classées 
en deux catégories suivant qu’elles délimitent les régions d’états 
occupés (à T = 0) ou vacants des quasi-partieules (dans le premier 
cas à l’intérieur de la cavité e << £&F et dans le second cas € > ee). 
On peut cependant décrire ces deux cas de façon analogue à condition 
de supposer dans le second cas que la cavité « vide » est remplie de 
« quasi-trous »; le passage du système à l’état excité sera alors décrit 
comme la transition des quasi-trous de l’intérieur vers l'extérieur de 
la surface de Fermi. La surface de Fermi est dite alors des trous 
à la différence de la surface éléctronique dans le premier cas !). La 
différence physique entre les deux types de quasi-particules — les 
électrons et les trous, se manifeste clairement lors de leur mouvement 
dans des champs extérieurs. Par exemple, toutes les sections de la 
surface de Fermi des trous (ou des électrons) déterminant les trajectoi- 
res quasi classiques du mouvement dans un champ magnétique 
appartiennent au type « trou » (ou « électron ») dans le sens indiqué 
au $ 57. 

Dans un fluide de Fermi isotrope et « libre » dont il a été ques- 
tion au $ 1, la surface de Fermi est une sphère dont le rayon dépend de 
la masse volumique du fluide conformément au théorème de Lan- 
dau (1,1). Il existe une relation analogue pour le fluide électronique 
dans un métal, mais les propriétés spécifiques déterminées par la 
périodicité du réseau modifient quelque peu la formulation de 
cette relation. 


1) Indiquons cependant, afin d'éviter tout malentendu, que la significa- 
tion du terme « trou » ne coïncide pas avec le sens que l’on attribue à ce terme 
à la fin du $ 1 dans un procédé de description du spectre du liquide de Fermi (on 
j entendait par trou les sites vacants qui apparaissent dans une région occupée 
ors de l'excitation du système). 
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Il est opportun de rapporter le nombre d'électrons contenus dans 
un métal à une maille élémentaire de son réseau; soit n le nombre 
total des électrons appartenant aux atomes d’une maille. Notons tr 
le volume total contenu dans une maille du réseau réciproque et se 
trouvant du côté de la surface de Fermi qui est occupé (i.e. du côté 
où e << er). Le qualitatif total signifie ici que si les régions occupées 
correspondant aux différentes nappes de la surface de Fermi se recou- 
vrent mutuellement on doit les sommer de façon indépendante. 
Convenons de mesurer le volume t- en unités de volume de la maille 
du réseau réciproque; notre remarque concernant le recouvrement 
des régions implique que le volume tk ainsi défini peut être supé- 
rieur à l'unité. 

La proposition adéquate (théorème de Luttinger) qui se substitue 
au théorème de Landau lorsqu'il s’agit de métaux s'exprime par 
l'égalité 

ne=21F = n — 2l, (61,4) 


où l'est un nombre entier (2> 0). Dans le cas du modèle du gaz 
parfait contenu dans le réseau, ce nombre possède une signification 
simple : lorsque chaque bande est complètement remplie, la maille 
élémentaire du réseau réciproque contient deux électrons (du fait 
de l'existence de deux états de spins différents), de sorte que 21 est 
le nombre d'électrons remplissant les ! bandes inférieures et la 
différence r — 21, le nombre d'électrons contenus dans les bandes 
partiellement occupées. La formule (61,4) reflète un fait, qui est 
loin d'être trivial, qu'une situation analogue subsiste même si 
l'on tient compte des interactions entre les électrons !). Par défini- 
tion du métal le nombre entier n. est différent de zéro. 

Supposons que le métal ne comporte que des nappes fermées de 
la surface de Fermi, qu’elles se rapportent aux électrons ou aux 
trous. Notons 1{#) et t{s) les contributions à t- des cavités d'électrons 
et de trous: 

=D +E 
s s 
(la sommation doit être effectuée sur toutes les nappes concernant les 
électrons et les trous). La quantité T5) coïncide avec le volume de 
la cavité électronique et le volume de la cavité de trous est égal 
à 1 — (3). Introduisons les nombres de quasi-particules électroni- 
ques et trous 


n—=2Dr, n=22(1—71%). 
s s 
Lorsque n est pair (et, partant, nr. est pair), il peut exister des cas 
où n. est égal au double du nombre de cavités de trous et l'égalité 


1) Une démonstration rigoureuse de cette assertion a été donnée par 
J. M. Luttinger, Phys. Rev. 119, 1153 (1960). 
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(61.4) se réduit à l'égalité 
n_=nN+. (61,5) 


Les métaux où les nombres de quasi-particules et de quasi-trous sont 
égaux sont dits compensés. 

Remarquons que lorsque l'égalité (61,5) est rigoureusement véri- 
fiée, les nombres n- et n} peuvent être quelconques, même très 
petits. Dans les cas où les volumes de toutes les cavités de la surface 
de Fermi sont très petits (devant le volume de la maille élémentaire 
du réseau réciproque), on parle de semi-métaux!). Il existe cependant 
une limite inférieure pour le nombre d'électrons de conduction au- 
delà de laquelle un spectre électronique du type métallique devient 
instable et ne peut exister (voir plus loin à la fin du $ 66). 

Les grandeurs thermodynamiques des métaux comportent une 
partie du réseau et une partie électronique. La variation thermique 
des parties électroniques est déterminée par les quasi-particules 
dans le voisinage de la surface de Fermi (loi de dispersion (61,2)). 
Bien entendu, cette dépendance présente le même caractère que dans 
le cas du gaz de Fermi parfait ou du liquide de Fermiisotrope (cf.$ 1); 
les différences que l’on observe dans les formules ne sont dues qu'aux 
nombres d'états différents des quasi-particules près de la surface 
de Fermi qui n’est plus sphérique. 

Désignons le nombre d'états (rapporté à l'unité de volume du 
métal) contenus dans l'intervalle d'énergie de par vde. L'élément 
de volume de l’espace k compris entre des surfaces isoénergétiques 
infiniment rapprochées correspondant aux énergies 8r et ep + de 
est égal à dfde/hvr, où df est l'élément de surface de la surface de 
Fermi et v- le module du vecteur normal à cette surface vr — 0e/ñôk. 
On a donc 


ve : 

l'intégration étant étendue à toutes les nappes de la surface de Fermi 
contenues dans une maille élémentaire du réseau réciproque (si la 
surface de Fermi est ouverte, on ne doit pas intégrer sur les faces 
de la maille). 

La quantité (61,6) se substitue dans les formules des grandeurs 
thermodynamiques à l'expression qui, pour un gaz de particules 
libres (la surface de Fermi est alors sphérique), était de la forme: 


2 4np? _ mpr 
(ni) ppm sh * 
Par exemple, pour la partie électronique du potentiel thermodynami- 
que Q@ d’un métal on a (cf. V, $ 58) 


Geo Le vr VT?, (61,7) 


2 d 


1) Pour le bismuth, par exemple, n_= nr, 10%. 
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où Q,. est la valeur du potentiel à T — 0. En considérant le second 
terme dans (61,7) comme une petite addition à Q,., on peut appliquer 
le théorème des petites additions et écrire une formule analogue 
pour le potentiel thermodynamique ©: 


De Die— vr VIT, (61,8) 


où maintenant v- et V sont donnés en fonction de P (en approxima- 
tion d’ordre zéro, i.e. pour 7 = O). 

En déduisant de (61,8) l’entropie et ensuite la chaleur massique, 
on trouve 


= vrVT. (61,9) 


La partie de réseau de la chaleur massique est proportionnelle à 7 
(à des températures qui sont petites devant la température de De- 
bye 6); il s'ensuit qu'à des températures suffisamment basses la 
contribution électronique à la chaleur massique prédomine !). 
Pour la même raison, dans cette même gamme de températures, 
c’est la contribution électronique qui prédomine dans la dilatation 
thermique des métaux. En tirant de (61,8) le volume V — 68D/6P, 
puis le coefficient de dilatation thermique «&, on obtient 
1 / dV _ a? 0(Vvr) 
a=+ (),=-175 D (61,10) 


On notera qu'ici (de même qu'aux températures 7 > 6, cf. V, $ 67) 
le rapport 


aV ____ 2ln(Vvr) 


— = 


C ôP 
est indépendant de la température. 


$ 62. Fonction de Green pour les électrons contenus 
dans un métal 


Aux $$ 56-58 on a considéré le mouvement d'un seul électron 
dans un réseau soumis à l’action d’un champ magnétique extérieur. 
Nous allons montrer maintenant que les résultats qui y ont été 
obtenus s'appliquent en gros aux quasi-particules (électrons de 
conduction) dans le fluide électronique des métaux réels; il suffit 
pour cela de modifier les définitions des grandeurs qui figurent dans 
les formules (Y. Bytchkov, L. Gorkov, 1961 ; J. M. Luttinger, 1961). 
L'appareil mathématique convenant à l'étude générale du fluide 
électronique est l'appareil des fonctions de Green. 


1) Le petit paramètre du développement dans (61,9) est le rapport T/er, 
tandis que daas le cas de la chaleur massique du réseau le paramètre est le 
rapport T/6. Les deux parties deviennent donc égales lorsque T? 83/2. 
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Au chapitre II nous avons développé cet appareil pour un fluide 
de Fermi « libre »; ici nous allons examiner les modifications qu’il 
faut apporter pour pouvoir l'utiliser pour faire l'étude du fluide 
électronique contenu dans un réseau. 

La fonction de Green du fluide électronique (à la température 
T = 0) se laisse déterminer à l’aide des opérateurs 1 de Heisenberg 
des électrons en utilisant encore la formule (7,9), où la moyenne est 
faite sur l’état fondamental du métal. En raison de l’homogénéité 
du temps cette fonction ne dépend des arguments 1, et t, qu'à travers 
leur différence t — t, — t,. L’homogénéité spatiale est maintenant 
supprimée par le champ du réseau qui est extérieur par rapport au 
fluide. I1 s'ensuit que la fonction de Green ne dépend pas unique- 
ment de la différence r, — r,. On ne peut qu’affirmer qu'elle est 
invariante par rapport à une translation simultanée de r, et r, d’une 
même période du réseau (qui est arbitraire). Dans ce qui suit nous 
donnerons la fonction de Green dans la représentation w. r. ce qui 
implique que nous utiliserons sa composante de Fourier par rapport 
à t: Gap (©; r1, r2). C’est cette fonction qui permet, en principe, de 
déterminer le spectre énergétique du fluide électronique dans le 
métal. Appliquons à notre cas les développements du $ 8 sans refaire 
tous les calculs. 

Nous avons montré au $ 8 que l’homogénéité du système permet- 
trait de déterminer complètement la dépendance par rapport aux 
coordonnées des éléments de matrice des opérateurs 4 et d'écrire 
ainsi l'expression générale de la fonction de Green dans la représen- 
tation spatio-temporelle sous la forme (8,5), (8,6); à partir de cette 
dernière on peut trouver sa représentation en impulsions sous forme 
du développement (8,7). 

Pour le fluide électronique contenu dans un réseau l'invariance 
des éléments de matrice exprimée par l'égalité (8,3) ne vaut que pour 
des translations du réseau égales à ses périodes, i.e. pour r = a. 
Cela entraîne naturellement que la dépendance par rapport aux coor- 
données est moins bien déterminée et au lieu de (8,4) on peut seule- 
ment affirmer que 


OP, r)1mk)= Xbn (r) exp (— ion (k)t), 
émk| (té, r)0)=X, x (r) exp (iomo (k)t), (62,1) 


LEP (1) = ekrueme (r), 
KE (7) = kr Demt (r), (62,2) 


k est la quasi-impulsion de l’état, m l’ensemble des autres nombres 
quantiques caractérisant l’état, tandis que u et v sont des fonctions 
périodiques des coordonnées dans le réseau (nous n’avons écrit les 
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éléments de matrice que pour les transitions à partir de l’état fonda- 
mental qui est l’état 0). Les fonctions 4(* et y") possèdent des 
propriétés analogues à celles des fonctions de Bloch de l’électron 
dans un champ périodique. En exprimant la fonction de Green en 
termes de ces éléments de matrice et en passant ensuite aux com- 
posantes de Fourier sur le temps (comme nous l'avons fait au $ 8) 
on obtiendra maintenant à la place de (8,7) le développement suivant: 


+ 


(+) JD 
Xamk ("1) Xpmk (12) 
Casta v, 1) D (ne (EE (9 
El o+p—ex +i0 
à: Yamae (F1) Xe (Te) } (62,3) 
o+p—eG)—i0 J? L 


où les notations et*) et el") ont la même signification qu'avant; 
dans le second terme nous avons modifié la notation k— —k. 

L'existence d’excitations élémentaires à une seule particule non 
amorties à proximité de la surface de Fermi du métal se manifeste 
en ce que pour & proche de u l'énergie de l’état ne dépend que de k. 
Pour ces états la fonction G,$ (w; r:, r.) présente un pôle pour © = 
— € (k) — p. Près du pôle la fonction est de la forme: 


ak (r1) Xôk (r2) ; 
eue Pise à (62,4) 


Dans le cas d’une dégénérescence de spin on doit sommer encore sur 
deux états de spin. 

En principe, la détermination du spectre énergétique à l'aide 
de la fonction de Green se ramène au problème des valeurs propres 
d’un opérateur linéaire intégro-différentiel. 

Les principes de base de la technique des diagrammes dans 
l’espace des coordonnées sont les mêmes dans le cas étudié que pour 
un fluide de Fermi ordinaire. En introduisant la fonction énergéti- 
que propre Z,g (ft, r, r°) (en tant que somme de l’ensemble des 
diagrammes défini au $ 14) on peut mettre la fonction de Green 
Gas (t, r, r.) sous forme de la série (14,3) qui se laisse sommer en 
donnant l'équation des diagrammes (14,4). Sur ces diagrammes la 
ligne fine en trait continu désigne la fonction. de Green G@% (t, r, — 
— r,) des électrons libres ne subissant ni les interactions mutuelles ni 
les interactions avec le réseau. Selon (9,6) cette fonction vérifie 
l'équation 


. Ô A 
(Era tu) GG nr) = 6 6(D (mr). 


En faisant agir sur le premier membre de (14,4) l'opérateur (...) et 
en passant ensuite aux composantes de Fourier sur le temps, on 


Gas (©; To le) = 
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trouve l'équation cherchée 
A 
(o+ u + +) Gas (oi Fr r2)— 


—( Dai r, r)Gplui r', r) dr =6p6(n—r). (62,5) 


Près du pôle de la fonction G (par rapport à la variable ©), on 
peut omettre le second membre de l’équation, ce qui conduit à une 
équation intégro-différentielle homogène dont les valeurs propres 
déterminent le spectre énergétique du système. Ni l'indice B ni la 
variable r, ne sont affectés par quelque opération que ce soit et 
jouent par conséquent le rôle de paramètres non essentiels de cette 
équation. Il s’ensuit que pour déterminer le spectre on peut utiliser 
une équation de la forme!) 


a , , à 
(o+u+s) X, (r)— \ Zy(o; r, r°)X,(r°) &z'=(©— L) X(r) = 0. 
(62,6) 

Pour le fluide électronique de Fermi contenu dans un métal, cette 
équation remplace l'équation de Schrôüdinger ordinaire. Nous avons 
déjà indiqué que ses valeurs propres déterminent le spectre selon 
w — € (k) — pu; les fonctions propres correspondantes sont les 
fonctions fax (r) de (62.4) (ce qui est évident par la substitution di- 
recte de (62,4) dans (62,5)). Comme l’amortissement des excitations 


est faible près de la surface de Fermi, pour «w petit l'opérateur L 
est hermitique (aux termes de l’ordre de w près). 

Pour passer au cas de l’existence d’un faible champ magnétique 
extérieur on remarquera que lors d’une transformation de jauge du 
potentiel vecteur les opérateurs ÿ se transforment comme les fonctions 
d'onde (cf. (44,3), (44.4)) et de ce fait la fonction de Green G,g (w; 
ri, re) doit se transformer comme produit des fonctionswÿ % (r,) p*(r2). 
Cela signifie que la fonction % (r) dans (62,6) doit également se trans- 
former comme une fonction 4 ordinaire. Si l’on analyse les raisonne- 
ments du $ 56, on constate que l’on n’y a mis à profit que la pério- 
dicité du réseau cristallin, les propriétés générales de la transfor- 
mation de jauge et le fait que le spectre énergétique est déterminé 
par les valeurs propres d’un certain hamiltonien; dans le cas considé- 
ré le rôle de cet hamiltonien est assumé par l'opérateur L de (62,6) ©). 

1) Pour un fluide de Fermi microscopiquement homogène cette équation 
écrite dans la représentation en impulsions se réduit à l'équation (14,13) 

o+p=e0) (p)+Z, p). k 
2) 11 peut sembler important que dans (62,6) l'opérateur L est lui-même 


fonction de w. Or ce n'est qu'un procédé implicite d'écriture de l’hamiltonien. 
Pour les petites valeurs de & (près de la surface de Fermi) on peut passer à l'é- 


criture explicite en développant L Le + oL, et en multipliant ensuite le 
premier membre de l'équation Lx = © { — Li)x par l'opérateur (1 — Z,)”"1. 
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Il est donc évident que le résultat — règle de passage du spectre en 
champ nul au spectre en présence d’un champ faible — sera le 
même : le nouveau spectre est déterminé par les valeurs propres de 
l'hamiltonien 


9 


"4K ? (62,7) 


e (K—-+A(), ri 


où € (k) est le spectre en champ nul. Bien entendu, la signification 
de la fonction e (k) diffère de celle qu'elle avait dans (56,7) puis- 
qu'elle tient compte maintenant de l'interaction collective de tous 
les électrons dans le système. 

D'autre part, comme la discussion de l'approximation quasi clas- 
sique effectuée aux $$ 57, 58 était fondée entièrement sur l’existen- 
ce d’un hamiltonien de la forme (62,7), ces résultats peuvent être 
étendus directement au fluide électronique. Il faut se demander ce- 
pendant ce qu’il faut entendre exactement par intensité du champ 
s’exerçant sur un électron de conduction (et, partant, ce qu’on entend 
par potentiel vecteur A). En toute rigueur, ce devrait être la valeur 
microscopique exacte du champ créé au point donné r par tous les 
électrons (ainsi que par le champ extérieur). Or, dans l’approxima- 
tion quasi classique, la dimension caractéristique r4 de la région 
d'interaction («rayon de Larmor de l'orbite ») est grande devant 
l’ordre de grandeur de la distance entre les électrons (qui coïncide 
avec le paramètre du réseau a). C’est cette circonstance qui donne 
lieu à un moyennage automatique du champ microscopique. Les con- 
sidérations suivantes aident à comprendre l'origine de ce moyenna- 
ge. 

Représentons l'intensité microscopique sous forme de la somme 
de sa valeur moyenne (que l’on appelle en électrodynamique macro- 
scopique induction magnétique B) et d’une partie rapidement varia- 


ble H. Le potentiel vecteur correspondant au champ homogène B 
croît sur toute l'étendue de la dimension orbitale en prenant les va- 
leurs caractéristiques — Br. Le potentiel correspondant au champ 


H oscillant sur des distances — a ne croît pas de façon systématique 
et n’atteint qu'une valeur = Ba que l’on peut négliger devant Bry. 
Or nous avons expliqué au $ 56 que c’est le potentiel du champ qui 
détermine la quantification du mouvement des électrons. Nous arri- 
vons ainsi à la conclusion qu'il suffit de tenir compte du potentiel 
A de l’induction homogène B = rot À qui jouera donc le rôle du 
champ agissant sur l’électron (D. Shoenberg, 1962). Nous verrons 
plus loin (fin du $ 63) que ce résultat peut conduire à de nouveaux 
phénomènes dans l'aimantation des métaux. 

Nous écrirons donc la règle de quantification quasi classique 
(58,7) appliquée au fluide électronique contenu dans un métal 
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sous la forme 
< [| ne 
st, &)= Et B(n+), (62,8) 


où maintenant S (e, À.) est l’aire de la section des surfaces isoéner- 
gétiques vraies des électrons de conduction d’un métal {se trouvant 
à proximité de la surface de Fermi). 

Exactement comme dans le problème concernant le comportement 
d’un seul électron dans un réseau à centre d’inversion !), la prise en 
compte du spin des électrons de conduction donne lieu, en présence 
d’un champ magnétique, à l'éclatement des niveaux en deux compo- 


santes : 
En a (kz) = En (4) + ofE (k.) B, o = +1. (62,9) 


La quantité £ (k,) représente la moyenne d’une fonction E (k) sur 
une trajectoire quasi classique. On peut poser avec une approximation 
suffisante que toutes les trajectoires se situent sur la surface de 
Fermi, ce qui implique que la moyenne calculée ne dépend que de 
k,. Pour un fluide électronique de Fermi l'écart de la quantité 
& (k,) par rapport à l’unité (c’est la valeur pour les électrons libres) 
est déterminé non seulement par l'interaction spin-orbite, mais aussi 
par l'interaction d'échange entre les électrons. 


$ 63. Effet de Haas-Van Alphen 


La susceptibilité magnétique des métaux dans les champs magné- 
tiques faibles (BB<T, P — magnéton de Bohr, B — induction 
magnétique) ne peut être calculée sous une forme générale. Et cela 
pour la raison suivante. Dans le cadre de la théorie du fluide de Fer- 
mi on ne peut évaluer que sa partie paramagnétique (due au spin): 
cette partie est déterminée par les électrons de conduction se trou- 
vant près de la surface de Fermi puisque les spins des électrons se 
trouvant dans les profondeurs de la distribution se compensent mu- 
tuellement. A la partie diamagnétique (orbitale) de la susceptibilité 
contribuent tous les électrons, y compris ceux qui se trouvent dans 
les profondeurs de la distribution où la notion de quasi-particule 
perd son sens en théorie du fluide de Fermi. Or les deux parties de la 
susceptibilité sont généralement du même ordre de grandeur et seu- 
le leur somme possède une signification physique réelle. 

Considérons le cas des champs « forts » lorsque 


T <BB<u, (63,1) 
i.e. lorsque les intervalles entre les niveaux de Landau sont compa- 
rables à la température mais sont encore petits en comparaison avec 


1) Les réseaux cristallins de presque tous les métaux possèdent un centre 
d'inversion. 
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le potentiel chimique. Dans ce cas les parties para- et diamagnétiques 
de l’aimantation ne peuvent être séparées, quoique dans le cas des 
champs forts, dans l’aimantation du métal se manifeste une dépen- 
dance oscillatoire par rapport à l’intensité du champ (effet de Haas- 
Van Alphen) ?). La partie monotone de l’aimantation dépend de tous 
les électrons contenus dans le métal et ne peut être calculée dans le 
cadre de la théorie du fluide de Fermi. Nous montrerons dans ce qui 
suit que la partie oscillante de l’aimantation est déterminée par les 
seuls électrons de conduction se trouvant près de la surface de Fermi 
et peut être analysée sous une forme générale (1. Lifchitz, A. Kossé- 
vitch, 1955). C'est cette dernière partie qui nous intéressera dans ce 
qui suit. 

La dépendance oscillatoire de l’aimantation par rapport au champ 
résulte de la quantification des niveaux d'énergie du mouvement or- 
bital des électrons. Ne sont cependant quantifiés que les états cor- 
respondant au mouvement des électrons sur des trajectoires fermées 
{dans l’espace k). En conséquence, n’apportent une contribution à la 
partie oscillatoire des grandeurs thermodynamiques que les électrons 
de conduction se déplaçant sur les sections fermées des surfaces isoé- 
nergétiques par des plans perpendiculaires à une direction donnée du 
champ. Nous poserons que l’approximation quasi classique est vala- 
ble sur ces sections, c.-à-d. que les nombres n définis par l'égalité 
(62,8) sont grands: 

kcSl|e|B>1. (63,2) 


Pour des surfaces de Fermi typiques dans les métaux les dimensions 
linéaires des sections sont = {/a, de sorte que S = a-°, et la condi- 
tion (63,2) est à priori vérifiée (cf. note au bas de la p. 288). 

Les niveaux quasi classiques (compte tenu du spin) sont donnés 
par (62,9), où e, (k.) sont solutions de l’équation (62,8); à chaque 
niveau correspond le nombre d'états donné par la formule (58,10). 
Par suite, la somme statistique déterminant le potentiel thermodyna- 
mique Q (qui est une fonction de u, 7 et du volume V du système) 
est de la forme: 


—g(s) 
Q— 7 > \ > In {1 + exp HE } (63,3) 
ñn s, © 


L'indice s numérote les différentes nappes de la surface isoénergéti- 
que ; nous omettrons dans ce qui suit cet indice et le signe de somma- 
tion sur cet indice. L'intégration sur dk, est effectuée sur un inter- 
valle suffisant pour incorporer les différentes sections (i.e. excluant 
leurs répétitions périodiques) de toutes les nappes des surfaces isoé- 
nergétiques. 


; 1) Cf. V, $ 60 où cet effet a été étudié dans le cas du gaz électronique par- 
ait. 
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Commençons par isoler la partie oscillante avec le champ de ® 


(que nous noterons Ô) en transformant la somme (63,3) à l’aide de la 
formule de Poisson !): 
i Co œ L- 2 
+ F(0)+3 F(r)= \ F(x)dr+2Re Ÿ \ F(z)eïnüx dr. (63,4) 
0 


I=1 0 


n=| 


Le premier terme de cette formule que nous appliquons à (63,3) 
fournit une contribution non oscillatoire à Q; en l’omettant nous 
écrirons 
3 lelBVT L e 
GC 2Re D D Jo (63,5) 
l=10=+1 


où Lo est la partie oscillante de l'intégrale 


Lio = \ dn | In {1 + exp Her) } eriin dk,, (63,6) 
0 


avec lo —=u—OfEB. 
Pour poursuivre les transformations nécessaires introduisons la 
fonction 
 chS(e k) 1 
ne kh)= TS - leTB 5 (63,7) 
(cf. (62,8)) et passons de l’intégration sur dr dans (63,6) à l’intégra- 
tion sur de: 


La = | \ In {1+ exp nn }erriin — dk, de; (63,8) 


le choix de la borne inférieure d'intégration sur de n’a aucune impor- 
tance (nous la poserons égale à zéro) car dans l'intégrale ce n est que 
la région voisine de la valeur e — up, qui importe. 

Comme la fonction n (e, k,) est grande, le facteur exponentiel 
dans l'expression sous le signe d'intégration dans (63,8) est une fonc- 
tion rapidement oscillante de k,. Ces oscillations amortissent l’in- 
tégrale sur dk,, de sorte que ce sont les régions de la variable k, 
où la fonction n (e, k,) varie le plus lentement (les oscillations sont 
alors les plus lentes) qui fournissent la principale contribution à cette 
intégrale. Autrement dit, la principale contribution à l'intégrale est 
due aux régions proches des points d’extrémums de n» en fonction de 
k, (pour une valeur donnée de e). Soit k,., (e) l’un de ces points; 


1) Cf. V, 8 60. Le fait que dans (63,4) le terme de la somme F (0) est affec- 
té du facteur 1/2 importe peu puisque dans la somme (63,3) n'importent que 
les termes avec n grand. 
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près de ce point nous évaluons l'intégrale par la méthode du col: 
écrivons dans l’exponentielle 


n(e, k)Æ& ne; (E)+ _ (+ je (kz— ke) lex (E)=n(e, ke (e)), 


et mettons dans les facteurs non exponentiels leurs valeurs pour 
k, = k,.,. On trouve ainsi que chaque point d’extrémum apporte à 
l'intégrale une contribution égale à 


co 
f _ Ho—E } dnex 1 | &n |-1/2 
In \i + Xp e Al la 


x exp {Zaire + +} de. 


La substitution ôn (e, k,)/0e par dn../de est admissible car au point 
d'extrémum ôn/ôk, — 0. Les signes “+ et — dans l’exponentielle 
se rapportent respectivement aux cas où k.., est un point de mini- 
mum ou de maximum de la fonction r (e, k.) ?). Pour transformer 
cette expression effectuons une intégration par parties en écrivant. 


dn A 1 Wie 

rs exp (2niln,.,)de=- d exp (2riln.. (e)) 

et en remarquant qu'il n’est pas nécessaire de dériver la fonction 
| dn/0k2 |. qui varie lentement. Le terme intégré ne conduit pas 


à une dépendance oscillatoire par rapport au champ; on peut donc 
l’omettre et on obtient 


e+ix/4 


exp (2nilnex) de 
2niTis/? 


[1 + exp (Se) | roro 


la sommation étant effectuée sur tous les points d’extrémum (dont 
la signification sera précisée dans ce qui suit). 

Le facteur exp (2riln..) figurant au numérateur de l'expression 
sous le signe d’intégration est une fonction e rapidement oscillante. 
Ces oscillations amortissent l'intégrale sur de partout sauf dans l’in- 
tervalle e — up, T, où c'est le dénominateur qui varie rapide- 
ment. La fonction n., (e) elle-même varie dans cet intervalle de 
façon régulière et peut être écrite sous la forme: 


lex (E) Æ lex (Uo) + lex (Mo) (E — Ho) ; 


quant au facteur | d?n/0ki aus il est remplacé par sa valeur pour 
e — u,. Après cela, en passant de l'intégration sur & à l’intégration 


Lie = 


(63,9) 


1 On calcule une intégrale de col de la forme | cie en substituant 


2 = uei%/# pour a > 0 ou z=— ue” i%/4 pour a << 0, après quoi l'intégration 
sur du s'étend de — o à oo. 
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sur x = (e — u,)/T et en remplaçant la borne inférieure — u,/T 
par — oo (puisque u/T 51) il vient !) 

7.2 — 5 Ex liner (ho) & F8) pa 12n2P ne (u ML 

F 2 2PI 19 n/OREl UE Le 


En sommant cette expression sur 6 = +1 on peut remplacer 
partout (sauf dans le facteur exponentiel) u, par u, puisque par 
l'hypothèse (63,1) BB <u. Dans le facteur de phase (exponentiel) 
on ne peut procéder à cette substitution car, la fonction n,,(e) étant 
grande, une variation relativement petite de son argument entraî- 
nerait une variation notable de la phase; il suffit cependant de dé- 
velopper ne, (u + BB) suivant les puissances de BB en se limitant 
aux termes linéaires. On obtient ainsi 


D Tes > exp [2nilnex (U) + ix/4] 
LEE P/2|92n/0k2| 1/2 F 
ë L zlex, pu 


X sh"1{[2n21Tn.(u)]cos [2x /BBE, ner (u)], (63,10) 


où Ex = Ë (k,ez). 11 nous reste à préciser la signification des quanti- 
tés figurant dans cette expression et à la porter dans (63,5). 
Selon la définition (63,7) la fonction n.. (e) est liée à la valeur 
extrémale S,, (e) de l'aire de la section de la surface isoénergétique 
S (e, X,) donnée en fonction de k,, et sa 
valeur pour e = pu est égale à l'aire de la 
section extrémale de la surface de Fermi. 
Sur la figure 15 on a représenté à titre 
d'illustration les sectionsextrémales (deux 
“ sections maximales et une section minima- 
le) d'une surface de Fermi en forme d’hal- 
tère; ces sections sont orthogonales par 
rapport à la direction du champ indiquée 
par la flèche. La sommation sur ex 
dans (63,10) se fait sur toutes les sections fermées extrémales de tou- 
tes les nappes de la surface de Fermi. Pour alléger l'écriture des for- 
mules nous introduirons également la masse cyclotron de l’électron 


Fig. 15 


1) On a utilisé la valeur suivante de l'intégrale: 


L. 02 


* _e in 
Le \ FT = — sh ne * 


iaz 


—œ 


On peut établir cette formule en considérant l'intégrale suivant un contour 
fermé dans le plan de z complexe, qui est formé par un axe réel, la droite 
Im z = 2x et deux segments « latéraux »s infiniment éloignés (pour assurer la 
convergence sur ces segments on remplace le paramètre réel & par æ — i0). On 
détermine l'intégrale le long de ce contour par le résidu au pôle z = ix et on 


trouve ainsi J — 672%] = — Jnie 7%, 
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de conduction lorsque celui-ci se déplace sur une trajectoire fermée 
extrémale. Selon la définition (57,6) cette masse est 
h? dS(e, k.) hr 
8 — St I = — 
m° = 2x de be hs 27 Sex (u), 

où Sex (8) = S (8, k.ex (e)); cette dernière égalité résulte de nou- 
veau de ce qu’au point d’extrémum 68 (e, k,)/0k, = 0. 

On obtient finalement la formule suivante pour la partie oscilla- 
toire du potentiel thermodynamique : 


G= » > (—1)Q cos {se +}, 


ex I=1 
2V (mBB)® | 8S(u, A) |-1/2 À m* k 
= annee 2 “le A cos (al m— E), (68,11) 


A =Ix2Tm*/mbB 


(m est la masse vraie de l’électron; les signes + et — dans l’argu- 
ment du cosinus concernent respectivement les sections minimales ou 
maximales) ?). 

L'’aimantation M (moment magnétique de l'unité de volume) est 
calculée comme la dérivée *) 


1) Pour un gaz d'électrons libres la surface de Fermi est une sphère de 
rayon kp = V2mplh, Sex — nk% et la formule (63,11) se réduit à la formu- 
le (60,5) donnée dans le tome V, $ 60. 

2) Expliquons pourquoi on dérive par rapport à B. On peut établir la for- 
mule (63,12) en procédant comme suit. La variation de l'hamiltonien du systè- 
me résultant d’une variation infinitésimale du potentiel vecteur est égale à 


» LS 
GT —— \ j6A ay, 


où î est l’opérateur densité du courant (cf. III, (115,1)). Pour trouver la varia- 


tion du potentiel thermodynamique Q il faut calculer la moyenne de si (pour 
des valeurs données de u, 7, V). Nous avons montré au $ 62 que la quantifica- 
tion du système est déterminée non par le champ microscopique H exact, mais 


par sa valeur moyenne LS a Lo B; cela signifie que dans 6A on doit en- 

tendre par À le potentiel vecteur du champ moyen B. On peut donc placer la 

variation 6A devant le symbole de la moyenne, et on trouve alors 
5Q—(6H1)= —i | (i) 6A av. 


En introduisant maintenant le moment magnétique selon la définition (j) = 
=c rot M, on trouve après intégration par parties 


5Q— —6B \ Ma. 


21—01124 
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On ne doit soumettre à la dérivation dans (63,11) que les facteurs 
qui varient le plus rapidement, i.e. les cosinus. En raison de l’ani- 
sotropie de la surface de Fermi (m* et S.. dépendent de la direction 
du champ) la direction de M ne coïncide généralement pas avec celle 
de B. Pour la partie oscillante de l’aimantation longitudinale (diri- 
gée suivant le champ) on trouve 


= - | nes 
M,= > D (—1DHiMisin {(2 SnBE ++)}, 
ex I=1' 
D BR (mB}Sex | Su, k)|-12 À m* sus 
Mi En EME ôk2 ex sh à ce (x mm &ex) ® (63,13) 


Les expressions (63,11) et (63,13) sont des fonctions oscillantes 
compliquées du champ magnétique et comportent, en général, des 
termes de différentes périodicités : les termes qui proviennent de cha- 
cune des sections extrémales de la surface de Fermi possèdent leurs 
propres périodes par rapport à la variable 1/B, définies par 


1 __4nmf _ 2nlel 
A B RES ex E ch Sex : (624%) 
On notera que ces périodes sont indépendantes de la température. 
La variation thermique des amplitudes des oscillations est dé- 
terminée par le facteur À/sh À. Pour À > 1 les amplitudes décroissent 
exponentiellement et les oscillations s'estompent. Pour À <& 1 le 
facteur À/sh À — 1, et l’ordre de grandeur des amplitudes est alors dé- 
terminé par les autres facteurs en Q, et M,; les évaluations données 
ci-après se rapportent à ce dernier cas. 
Pour obtenir une estimation grossière on posera 


m*-m,uhk}/m, S — kr, 


où kk 1/a sont les dimensions linéaires de la surface de Fermi. 
On trouve alors 


# (mBB)°"2 BB \5/2 19,1 pB \1/2 


où n = kF est la densité du nombre d'électrons. En ce qui concerne 
la partie de l’aimantation qui varie de façon monotone avec le champ 


(que nous noterons M), on peut l’évaluer en posant 


Me xB- pre n8 #, (63,16) 


h2 
où + est la partie « monotone » de la susceptibilité magnétique, qui 
est évaluée, par exemple, à l’aide de la formule de la susceptibilité 
magnétique du gaz électronique en champ faible (cf. V, $ 59). La 
partie « monotone » du potentiel thermodynamique est alors 
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= V MB V nu (BB/u)°. La comparaison de ces différentes expres- 
sions montre que la partie oscillante du potentiel thermodynamique 
est petite par rapport à sa partie magnétique monotone: 


QIQ = (BBlu)  €1, 


et à fortiori par rapport à sa valeur en champ nul Q, = V nu: 


Q/Q, = (BB/u)5®. La partie oscillante de l’aimantation est par 
contre grande en comparaison avec sa partie monotone 


MIM = (WBB)Ÿ" > 1. 


A propos de cette théorie des oscillations de l’aimantation, on 
peut faire la remarque suivante. Elle concerne le fluide électronique 
dans un cristal parfait et ne tient aucun compte de l'influence éven- 
tuelle que peuvent exercer sur l'effet les processus de diffusion des 
électrons de conduction sur les phonons et sur les défauts de réseau 
(par exemple sur les atomes d’impureté). Ces processus rendent indé- 
terminée l'énergie des électrons :Ae — h/t hvk/l(où + est le temps 
s’écoulant entre deux chocs successifs ; L la longueur de libre parcours ; 
vF la vitesse des électrons). Lorsque les niveaux d'énergie deviennent 
plus flous, les oscillations de l’aimantation s’estompent. La condition 
qui doit être vérifiée pour pouvoir négliger les processus de diffusion 
réside en la petitesse de l’indétermination de Ae devant la distance 
entre les niveaux, ce qui se traduit par l'inégalité: 


hop > hvrl/l. (53,17) 


Lorsque T —0, sont admissibles (condition (63,1)) des valeurs 
de B aussi petites que l’on veut (ou plus exactement limitées scule- 


ment par la condition (63,17)). En principe l’aimantation ï peut 


alors devenir comparable à l'induction B (puisque M/B = #(u/BB)'/°), 
mais avant que cela arrive, la susceptibilité magnétique 4 — 0M/0H 
devient grande (en module)!). En remarquant que l’on ne doit sou- 
mettre à la dérivation que les facteurs oscillants, on trouve que 


1x1 x (BB). (63,18) 


Dans ces conditions les oscillations de l’aimantation ont pour 
conséquence l’apparition sur la courbe de la variation de l’intensité 
macroscopique H = B — 4nif (B) en fonction de l'induction B 
d’une succession d’inflexions, comme indiqué sur la figure 16 
(A. B. Pippard, 1963). Or la condition de la stabilité thermodynami- 


1) Afin d'éviter des complications inutiles, on négligera dans les considé- 
rations qualitatives qui suivent l'influence de l'anisotropie. 


21* 
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que impose que {) 


En conséquence, les états qui correspondent à des portions de la 
courbe telles que be ne peuvent être réalisés. La situation est analo- 
gue à celle qui donne lieu à une transforma- 
tion de phase dans la substance chaque fois 
qu'apparaissent des inflexions sur la courbe 
représentant la variation de la pression en 
fonction du volume (cf. V, $$ 84, 152). A 
la courbe d'équilibre H (B) correspond en 
fait le segment rectiligne horizontal ad mené 
de façon que les aires hachurées sur la figu- 
re 16 soient égales; les portions ab et cd 
correspondent à des états métastables. 
Considérons un échantillon de métal en 
forme de cylindre dont l’axe est parallèle au 
champ extérieur $. L'intensité H régnant 
Fig. 16 dans le cylindre coïncidera alors avec 6 et 
à mesure que ce dernier augmente, le corps su- 
bira une succession de transformations de 
phase donnant lieu à des sauts de l’induction : chaque fois que le point 
figuratif parvient à un point tel que a, l'induction varie par saut de la 
valeur 2, à la valeur B;°). Si l'échantillon se présente sous la forme 
d'une plaque plane perpendiculaire au champ magnétique, le corps 
se subdivise en couches alternées (domaines diamagnétiques) caracté- 
risées par des inductions différentes ; c'est un phénomène analogue à 
la subdivision d’un supraconducteur à l’état intermédiaire en cou- 
ches normales et supraconductrices (J. H. Condon, 1966). Le champ 
extérieur ÿ coïncide dans ce cas avec la valeur moyenne de l’induc- 
tion magnétique dans toutes les couches. Dans l'intervalle B, << G < 
< Bag la plaque se subdivise en couches d’inductions B, et By; à 
mesure que & augmente, le volume des couches d’induction B4 
augmente aux dépens du volume des couches d’induction B,. 


$ 64. Interaction des électrons avec les phonons 


Jusqu'à présent nous avons étudié le comportement des électrons 
de conduction dans un cristal en négligeant leurs interactions avec 
Jes vibrations du réseau, i.e. avec les phonons. Ces interactions re- 
flètent le fait que toute déformation du réseau modifie le champ dans 


1) Cf. VIII, $ 18, où on a établi une condition analogue pour le cas élec- 
trique. 

:) On suppose que l'énergie superficielle de la surface de séparation des 
phases est positive. 
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lequel se meuvent les électrons. Cette altération du champ est appe- 
lée potentiel de déformation. 

L'’interaction électron-phonon joue un rôle décisif dans les phé- 
nomènes cinétiques évoluant dans les semiconducteurs et les métaux, 
mais dans ce paragraphe nous n’envisagerons que l’aspect qualita- 
tif de l’influence qu'’exerce cette interaction sur le spectre énergéti- 
que des électrons. Pour simplifier l'étude nous négligerons l'aniso- 
tropie du réseau et son non-homogénéité microscopique. Cela signifie 
que nous assimilerons le milieu à un liquide isotrope, homogène à 
l'état microscopique, ce qui implique l'existence de vibrations sono- 
res longitudinales seulement. 

A la première approximation par rapport à la déformation le po- 
tentiel correspondant à ce modèle simplifié peut être représenté par 


Var = + | W(r—r)e (rar, (64,1) 


où p’ est la partie variable de la masse volumique du milieu (o est 
sa valeur d'équilibre constante). La fonction W (r — r’) décroit sur 
une distance comparable aux distances interatomiques a. Nous sim- 
plifierons encore l’expression (64,1) en remarquant que du point de 
vue des interactions avec des phonons de vecteurs d'onde & & 1/a 
on peut poser que cette distance est égale à zéro, ce qui revient à po- 
ser W = wô (r —r'), w étant une constante. Dans ces conditions 
Uaer = wp’ (r)/p. En théorie quantique, dans la représentation de 
seconde quantification ce potentiel s'exprime par l’hamiltonien de 
l'interaction électron-phonon 


Hope + |, np D Pal nr, (64,2 


où les opérateurs Ÿ et W+ concernent les électrons et p” est l’opéra- 
teur densité de Heisenberg décrivant le champ phononique; pour les 
phonons libres (i.e. n’interagissant pas avec les électrons) il est dé- 
crit par la formule (24,10). 

Dans l’appareil mathématique des fonctions de Green appliqué 
à l’étude des interactions électron-phonon, on trouve à côté de la 
fonction de Green G des électrons la fonction de Green des phonons 
définie par 


D (XX) = D (Xi — X:) = — i(Tp (X1)p° (X2)), (64,3) 


le produit chronologique étant régi par la règle (31,2) correspondant 
aux bosons. La fonction de Green des phonons libres dans la repré- 
sentation en impulsions s écrit comme suit: 


(0) pp 1e pe De 54 L 
DO (o, k)= Rene Tu) @— uk 0 (64,4) 


(cf. ne du $ 31; dans les formules intermédiaires on pose 
h = 1). 
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En considérant l'interaction électron-phonon comme une petite 
perturbation, on peut construire une technique des diagrammes fon- 
dée sur l’opérateur (64,2) à l'instar de la technique établie au $ 13 
pour les interactions paires de fermions. Sans reprendre les considé- 
rations développées à ce propos, nous n’indiquerons que les règles 
de construction des diagrammes (dans la représentation en impulsions) 
qui en découlent !). 

Les principaux éléments des diagrammes sont les lignes électro- 
niques (continues) et les lignes phononiques (en pointillé) ; à chacune 
de ces lignes on fait correspondre une «4-impulsion ». A la ligne élec- 
tronique de 4-impulsion P on fait correspondre le facteur iGS = 

= i04#G(P) qui est la fonction de Green des électrons libres. A 
la ligne phononique de 4-impulsion Æ on fait correspondre le facteur 
iD) (K) qui est la fonction de Green des phonons libres. Vers cha- 
que point nodal du diagramme convergent deux lignes en trait con- 
tinu ct une ligne en pointillé ; à ces points nodaux on fait correspon- 
dre le facteur complémentaire —iw/p. 

La première correction à la fonction de Green électronique est 
représentée par le diagramme ?) 


K 
TN 64,5 
a a: dé 
PK 


auquel correspond l'expression analytique 


: è ; AK : 
166 (P)= — (GO (P)E | GO(P—K)DO(R) Er. (64,6) 


La première correction à la fonction de Green phononique est repré- 
séntée par le diagramme 


nn D ne (64,7 
? 


1) La structure de l'expression (64,2) de l'opérateur d'interaction électron- 
phonon est analogue à la structure de l'opérateur d'interaction électron-photon 
en électrodynamique tique. En conséquence, les règles de la technique des 
diagrammes sont analogues dans les deux cas. 

2) 11 n'y a pas de diagramme comportant une ligne électronique se fer- 
mant sur elle-même (telle que (a) puisque D() (0) = 0. Il est sous-enten- 
du que le passage à la limite k—+ O précède le passage w— 0. Cela reflète le 
fait que dans l’espace des coordonnées l'intégration sur d°r (qui signifie dans 
ce cas que k—+ 0) est déjà contenue dans la définition de l'hamiltonien (64,2) et 
s'effectue donc avant l'intégration sur le temps qui apparaît lorsqu'on appli- 
que la théorie des perturbations à cet hamiltonien. 
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1 


ou sous forme analytique 


8D (K)= 2 [DO (K)E \ G@)(P)GO(P—K) D (64,8) 
{le coefficient 2 apparaît par suite de la convolution des facteurs de 
spin: Ôcfôpe — 2; il à été tenu compte du facteur —1 qui apparaît 
par suite de l'existence d’une boucle fermée de fermions (cf. $ 13)). 
Nous allons montrer que l'interaction électron-phonon dans le 
métal donne lieu à l’apparition d’une « attraction effective » entre 
les électrons à proximité de la surface de Fermi. Cette attraction 
peut être interprétée comme résultant de l'émission d’un phonon vir- 
tuel par l’un des électrons et son absorption par l’autre électron 
(JT. Bardeen, 1950; H. Frühlich, 1950). 
Considérons le diagramme 


HRK 8 


iX (64,9) 


représentant la diffusion de deux électrons réalisée par échange de 
phonons virtuels; les 4-impulsions P = (e — u,p), À = (w,k), p 
est le potentiel chimique des électrons à T = 0 qui coïncide avec 
l'énergie limite ek. À ce diagramme correspond la fonction nodale 
Lyc, a8= l'ÉeyÔg0s ET = ( —+ } DO (R), 
ou encore 
w®k= à 

avec Âo = €; — &, Àk = p, — pi. 

Par l'ordre de grandeur les impulsions des électrons près de la 
surface de Fermi sont p = p# — h/a. A la diffusion des électrons d’un 
angle = 1 correspond une impulsion du phonon #ik — fi/a et son éner- 
gie fiuk = hiula = kw), ©) étant la fréquence de Debye (pour les 
métaux fo, & eF). D'autre part, l’électron ne peut céder une éner- 


gie supérieure à € — e-. Par conséquent, si pour les deux électrons 
|e— er |, on a à priori 


T & u*lpu° > 0. (64,11) 


En tenant compte de F en tant qu’amplitude de diffusion ($ 16), 
nous voyons que son signe correspond à l'attraction entre les parti- 
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cules. I] convient de noter que ce résultat ne concerne que les électrons 
contenus dans une couche relativement mince (d’une largeur 
de = how, en énergie) de l’espace des impulsions près de la surface 
de Fermi. Nous avons déjà mis à profit ce fait au $ 43 pour trouver 
la valeur du paramètre de coupure en théorie de la supraconduc- 
tivité des métaux !). 


$ 65. Influence des interactions électron-phonon 
sur le spectre électronique dans les métaux 


Nous allons analyser l’influence qu’exercent les interactions élec- 
tron-phonon sur le spectre énergétique des électrons dans les mé- 
taux ©). 

Nous avons montré au $ 14 que dans le cas d’un spectre du type 
Fermi la correction à la loi de dispersion & (p) (par rapport au spectre 
d'un système de fermions libres) est donnée par la différence 


ôe(p) = Z (e—u, p) — Z (0, p)}, (65,1) 


où Z = G@)-1 _ G-lest la fonction énergétique propre. Ici il s'agit 
de la correction déterminée par l'interaction avec les phonons, le 
rôle de spectre « non perturbé » revient au spectre tenant compte de 
l'interaction directe des oo (électrons). Selon (64, ne on a 5) 


S(P)= —80"1= 6G/GUR = à Le | G)(P—K) DO (K) 


mn D ’ 
(65,2) 


mais il faut maintenant entendre par G() la fonction de Green des 
électrons en interaction mutuelle. Près de son pôle cette fonction est 
de la forme 


GO(e—u, p)=Z{[e—p—v8 (p—pr)+i0-sign(e—p)]! (65,3) 


(cf. (10,2)); l'indice (0) auprès de &- signifie que dans cette quantité 
on n’a pas encore tenu compte de l'influence de l’interaction des élec- 
trons avec les phonons. 

Nous devons évaluer maintenant la quantité (65,1), i.e. l'inté- 


grale 
ôe— 2 | {GO (E—p—@0, p—k)— 


2 p—k)} D) (©, LT: (65,4) 


1) En ce qui concerne la constante & on peut l'évaluer grossièrement dans 
le cas des métaux en remarquant que la variation de l'énergie de l’électron 
doit être de l'ordre de cette énergie (= ek) lorsque la variation de la masse 
volumique p” — p. On en tire w — Ep. 

2) Les résultats exposés dans ce paragraphe sont dus à À. Migdal (1958). 

3) Dans les formules intermédiaires on pose que fi = 1. 
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Les calculs ultérieurs laissent apparaître que la principale contribu- 
tion à cette intégrale provient de la région où l’impulsion p—k 
et l'énergie e — w (de même que pet e) sont proches de la surface 
de Fermi, i.e. 4 < pr, © &u. On peut donc exprimer les fonctions 
G() à l’aide de (65,3). 

En coordonnées sphériques menées dans l’espace k dont l’axe est 
dirigé suivant p, on a déK — 2xk° dk dwd cos 6, où 8 est l’angle 
entre k et p. Remplaçons cos 6 par la variable p, = |p—k | ;en 
remarquant que pi = p° + k° — 2pk cos 6, il vient 


d'\K = 2nk° dk dop,dp,/pk = 2xk dk do dp, 


(nous avons posé nm = p & pr). 
Dans l'expression sous le signe d'intégration dans (65,4) seule le 
facteur entre accolades 


{..}= —(e—p)Zle—p—o@—v# (p;— pr) + 
+ i0-sign(e—p—w)f![—@—v8 (pi — pr) —i0-sign ou"! 


dépend de p,. Compte tenu de la convergence rapide de l'intégrale par 
rapport à d (p, — pr) on peut étendre l'intégration à + ; en in- 
troduisant la variable n = v# (p, — pr) on obtient l’intégrale 


| {...}dp,— 


_ __ (—)Z \ an 
op 2), m—@—H—0)—i-sign (e—p—0)] nt+o+it-sigm el © 
Si les deux pôles de l'expression sous le signe d'intégration se si- 
tuent du même côté par rapport à l’axe réel, l'intégrale s’annule (on 
le vérifie en fermant le chemin d’intégration dans l’autre demi-plan). 
L'intégrale n’est donc différente de zéro que si e— pu > © > 0 
ou e— pu << & << 0; dans le premier cas l'intégrale vaut —2niZ/v$ 
et dans le second elle est égale à 2xiZ/v$. En tenant compte de la 


parité de la fonction D) (w, k) par rapport à la variable w on trouve. 
le-ul 


_… Zw 1 i : _ 
ER une \ \ La — 55 JF do dk. (65,3) 


Les parties réelle et imaginaire de cette expression déterminent 
respectivement la correction au spectre des quasi-particules (électrons. 
de conduction) et leur amortissement. Examinons d’abord l’amortis- 
sement. 

En séparant à l’aide de la règle (8,11) la partie imaginaire de: 
(65,5) on obtient 


HP) ls : | k dk; (65,6) 


8npuv? 
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l’intégration sur À est étendue à la région comprise entre 0 et 
|e — up | /u, où le pôle © = uk de l’expression sous le signe d’inté- 
gration dans (65,5) se situe entre 0 et | e — up |. En utilisant les 
unités ordinaires on obtient ainsi 


Zuwi |e—p|s 
2AanhsputoY) | 


Pour obtenir une estimation grossière de cette quantité il suffit 
de remarquer que les paramètres v® et w sont d’origine électronique 
et s'expriment, en ordre de grandeur, en termes des distances intera- 
tomiques a et de la masse de l’électron m : v® = pm hlam, 
we &r — hi/ma® (voir note au bas de la p. 328). La masse volumi- 
que pet la vitesse du son u dépendent encore de la masse M des ions, 
avec p © M, u © M”, de sorte que pu*  1/M. On peut donc écri- 
re une estimation de l’amortissement sous la forme: 


— Imôe- |e—u [5 (fo), (65,8) 


où la fréquence de Debye w, = u/a © M7. 

En toute rigueur, l'estimation (65,8) ne concerne que les valeurs 
|e—u|<fhiw, pour lesquelles l’intégration dans (65,6) s’effec- 
tue dans la région 4 << | e — pu | /ul € wL/u, où la loi de disper- 
sion des phonons w = ku est réellement valable. Pour une estimation 
grossière de l’ordre de grandeur on peut également utiliser (65,8) 
au bord de la région pour 8 — u = kw), où elle donne 


— Im &e— (65,7) 


— Imôe- fun |e—mul]. (65,9) 


Enfin, lorsque |e—u|>>hw,, la région d'intégration dans 
(65,6) ne dépend pas de |e — pu |, car le pôle © = uk < ©, est 
toujours eompris dans l'intervalle entre O et e — u. Dans ce cas 


\ k*dk = (wh/u)$, et l'amortissement est égal à 


— Imôe- hop <|le—ul. (65,10) 


Les expressions (65,8) à (65,10) déterminent l’amortissement spé- 
cifique dû à l’émission de phonons par les électrons 1). Ces résultats 
montrent qu'à proximité immédiate de la surface de Fermi avec 
|e — u | € kw, selon (65,8) l'amortissement est petit ( | Im (e — 
— u) 1 |e— yu|), de sorte que la notion de quasi-particules — 
les électrons de conduction, a un sens parfaitement net. Dans la ré- 
gion où |e— un | kw, l'amortissement de la quasi-particule de- 
vient comparable à son énergie, le spectre devient flou et perd en 


1) Lorsqu'une quasi-particule crée un phonon de basse fréquence, la 
conservation de l'énergie s'exprime par l'égalité (0e/0k) ôk =a vôk = uôk, qui 
n'est vérifiée que si v > u. Dans les métaux cette condition est toujours sa- 
tisfaite puisque vr > u. 
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grande partie son sens. Cependant, à-une distance encore plus grande 
au-dessus de la surface de Fermi, lorsque | e — pu | 5 fo, (quoique 
|e—u|<u) selon (65,10) l'amortissement, tout en restant le 
même en valeur absolue, devient à nouveau petit devant l'énergie 
le—mlet les quasi-particules acquièrent à nouveau un sens dé- 
terminé. Bien entendu, outre l'amortissement phononique des élec- 
trons de conduction, il existe toujours l’amortissement dû aux chocs 
entre les électrons. Cet amortissement, qui se manifeste dans le flui- 
de de Fermi normal ($ 1), est proportionnel à (e — u)*et a pour or- 
dre de grandeur æ (£ — u)*/u, est donc toujours petit dans le domai- 
ne de validité de la théorie. 

Evaluons maintenant la correction à la partie réelle de æ, i.e. la 
correction au spectre lui-même. 

La partie réelle de l'intégrale sur do figurant dans (65,5) est 
donnée par la valeur principale de celle-ci: 


le-nl le-ynl 
Re \ D (w, k) do = ge P À { Sr) = 
à = Lk e—up—uk 
2u e—u+uk 
Il s'ensuit que pour Re ôe on a (en unités ordinaires) 
Re ôe = El \& rs dk. (65,11) 


Lorsque le —u|> fo», le Pen dans l'expression sous 
le signe d’ intégration est — fiuk/ | e — up | et toute l'intégrale 
peut être estimée à fiukhax/ |e —p|] = hulas |e—u|. En 
remarquant encore que du fait de l’existence du facteur p dans le dé- 
nominateur de (65,11), toute cette expression est = 1/M, et on ob- 
tient l'estimation suivante: 


Reôe- (fwn)/1e—u|&|e—mul]. 


Dans ce cas la correction au spectre est relativement petite, de sorte 
que le spectre est décrit par l'expression 


e—pzvp (p—pr)pour |e—u|>ho», (65,12) 


où }” est la vitesse « non perturbée » sur la surface de Fermi. 
Lorsque |e—u|< fo), le logarithme dans (65,11) est 
= |e—mu|/huk et l'intégrale est estimée à | e — pu |kñhax /hu 
m|e—p | /huaÿ. Ainsi “L'expression (65,11) toute entière est 
proportionnelle à 8 — y avec un coefficient indépendant de la masse 
M de l'ion (puisque le produit pu? ne dépend pas de M). En consé- 
quence, dans ce domaine le spectre sera du même type que ci-dessus, 
1.0. 
eue ctvr(p—pr)pourle—nu|<ho,, (65,13) 
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mais avec une vitesse v- qui diffère de v$” d’une quantité du même or- 
dre qu’elle-même !). 

Ainsi, le spectre du type Fermi des électrons dans un métal est 
caractérisé par deux valeurs différentes de la vitesse v- et v$’, l’une 
à proximité immédiate de la surface de Fermi (| e — nu | &Âw), 
l’autre pour |e — | >h%w,. Dans les propriétés thermodynami- 
ques des métaux aux basses températures (T  fiw,) figure le paramè- 
tre v} de (65,13). D’autres paramètres tels que les propriétés optiques 


des métaux dépendent, aux fréquences © > &,, de la vitesse v#. 


Problème 


Déterminer l'amortissement, dans un métal, des phonons de grande longueur 
d'onde (k < pr), déterminé par leur absorption par les électrons. 


Solution. La correction à la fonction de Green des phonons est donnée 
d'après (64,8) par l'intégrale 
Do® 


SD (= | co (P) ce (pr) à 


P= (Po p). K=(0, k). 


Toutefois, dans les fonctions G il faut encore tenir compte des corrections liées 
aux interactions des électrons avec les phonons de courte longueur d’onde. Con- 
formément à ce qui a été dit plus haut, ces corrections ont pour résultat de 
substituer à G() la fonction G qui ne diffère de (65,3) que par ce que la vitesse 
vg” est remplacée par v} et la constante de renormalisation Z par une autre 
constante Z’. Pour les petites valeurs de À on peut utiliser la formule (17,10) 
pour exprimer le produit G()P) G() (P — K). L intégration sur dpdp consiste 
à “a S les fonctions 6, après quoi on intègre sur d cos 6 (6 — angle entre 
pet k) 
1 
ZA p}k 
&D-1(0, = — PF \ cos 64 cos 8 
2n°p° ; ©—vpk cos 0 + i0 
(nous posons © > 0). Le pôle cos 6 = w/kvk se trouve à l'intérieur du domaine 
d'intégration (puisque vp > u) et la partie imaginaire de l'intégrale s'écrit 
comme suit: 
Z'w?p50 
2nprrk 


La loi de dispersion des phonons est définie comme racine de l'équation 
DO) + 6D-1 = 0; on en tire (en unités ordinaires) 

Z'w?p?. 
| AnMpuvi 


Im ôD-1— 


w=uk({—ia), & 


1) Bien entendu, l'utilisation dans ces conditions de la première appro- 
ximation de la théorie des perturbations n’est pas bien correcte. La prise en 
compte des approximations suivantes ne peut modifier le caractère du résultat 
obtenu, car lorsque la première correction est de l’ordre de l'unité, les correc- 
tions suivantes seront du même ordre de grandeur. 
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(nous négligeons la correction à la partie réelle de w). Comme le produit pu ©V M, 


dans une estimation grossière &« = }’m/M, ce qui montre que l'amortissement 
est toujours faible. 


$ 66. Spectre électronique des diélectriques solides 


Üne particularité caractéristique du spectre énergétique des élec- 
trons d’un cristal diélectrique non magnétique est que le premier 
niveau excité se trouve déjà à une distance finie du niveau fondamen- 
tal; cela signifie qu’il existe une fente énergétique entre le niveau 
fondamental et le spectre des niveaux excités (de l’ordre de quelques 
électrons-volts pour les diélectriques ordinaires). 

On peut décrire les excitations élémentaires dans un cristal diélec- 
trique comme l’état excité d’un atome, sans qu’on puisse 1 attribuer 
à un atome déterminé. Comme toujours, la symétrie de translation 
du réseau provoque la « collectivisation » de l'excitation qui se propa- 
ge dans le cristal comme si elle étail transmise d un atome à l’au- 
tre. Comme‘dans les autres cas, on peut assimiler ces excitations à des 
quasi-particules (que l’on appelle excitons dans le cas considéré ici) 
possédant des énergies et des quasi-impulsions déterminées. Comme 
toutes les autres quasi-particules pouvant apparaître individuelle- 
ment, les excitons possèdent un spin entier et sont régis par la sta- 
tistique de Bose !). 

Pour une quasi-impulsion donnée k, l’énergie de l’exciton peut 
parcourir une série de valeurs discrète €, (k). Lorsque la quasi-impul- 
sion parcourt les valeurs correspondant à une maïlle du réseau réci- 
proque, chacune des fonctions e, (k) parcourt une certaine bande 
de valeurs de l’énergie de l’exciton; les différentes bandes peuvent 
chevaucher. Les valeurs minimales des fonctions e, (k) sont diffé- 
rentes de zéro. 

Dans un diélectrique on trouve, à côté des excitons, d’autres ty- 
pes d’excitations électroniques que l'on peut considérer comme 
résultant de l’ionisation d’atomes individuels. Chaque acte d’ioni- 
sation donne naissance à deux quasi-particules — à un électron de 
conduction et à un trou, qui se propagent indépendamment dans 
le diélectrique. Le trou correspond au manque d’un électron dans 
un atome et se comporte donc comme une particule portant une charge 
positive. Dans ce cas aussi. lorsqu'il est question du mouvement des 
électrons et des trous, nous avons en fait affaire à des états excités 
collectifs des électrons du diélectrique, dont le déplacement s’accom- 
pagne du transport d'une charge élémentaire négative ou positive 
(contrairement au cas des excitons). 

Les électrons et les trous possèdent un spin demi-entier et sont 
régis par la statistique de Fermi. Il convient cependant de remarquer 


1) La notion d'excitons a été introduite par Ÿ. Frenkel (1931). 
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que le spectre des électrons et des trous d’un diélectrique ne posse- 
de pas les traits distinctifs du spectre électronique de Fermi des mé- 
taux. Ce dernier se caractérise par l'existence dans l’espace k d’une 
surface de Fermi limite, près de laquelle se situent les quasi-impul- 
sions des électrons. Dans le cas qui nous occupe, il n'existe aucune 
surface semblable et l’électron et le trou créés simultanément peu- 
vent posséder des quasi-impulsions arbitraires. 

Pour mieux comprendre la différence entre ces deux types de spec- 
tres. il suffit d'étudier l'amortissement des excitations élémentai- 
res. Dans un fluide de Fermi toute quasi-particule se trouvant en de- 
hors de la surface de Fermi peut donner naissance à une paire de nou- 
velles excitations (une particule et un trou) et possède donc une du- 
rée de vie finie qui diminue rapidement à mesure que l’on s'éloigne 
de la surface de Fermi (dans les métaux l’électron peut encore émet- 
tre des phonons, cf. $ 65). L’amortissement d’un électron (ou d’un 
trou) unique dans le réseau parfait d’un diélectrique (à 7 = 0) 
est rigoureusement nul dans un intervalle fini d'énergies supérieu- 
res à la valeur minimale ‘). En effet. la création d’une paire électron- 
trou exige en tout cas une dépense finie d'énergie (par suite de l'exis- 
tence d'une fente énergétique A, voir plus loin). L'émission d’un 
phonon acoustique par une quasi-particule n'est possible que si 
la vitesse v de la quasi-particule est supérieure ou égale à la vitesse 
u du son (voir note au bas de la p. 330). 

Les valeurs possibles de l’énergie e(°(k) des électrons de conduc- 
tion et de l'énergie e(*) (k) des trous remplissent également les ban- 
des. La largeur de la fente énergétique dans les diélectriques est en- 
tendue généralement comme la somme À = ef, + eh, des valeurs 
minimales possibles des énergies de l’électron et du trou. Comme 
l'électron et le trou sont créés et annihilés simultanément, c'est 
cette somme, et non les valeurs ef, et e{}, prises séparément. qui 
jouit d’une signification réelle. Généralement on pose, par conven- 
tion. e%}, — 0. Les valeurs minimales de l'énergie des électrons et 
des trous peuvent correspondre à une même valeur ou à des valeurs 
différentes de la quasi-impulsion k = k, ; dans le premier cas on dit 
qu’il s’agit d’une fente directe et dans le second. d’une fente indirec- 
te. Si les niveaux d’une bande d'énergie ne sont pas dégénérés (ou 
ne sont que doublement dégénérés par rapport au spin en conséquen- 
ce de la symétrie par rapport à l’inversion du temps), près de leurs 
minimums les fonctions & (k) sont de la forme : 


1 -1 1 Et É 
e@(k)=A+ mag, eW(k)=-mi ‘ain (66,1) 
oùq —=k—k,; m$} et mi} sont les tenseurs des masses effectives des 


électrons et des trous. 


1) Aux températures finies il existe toujours un amortissement dû à la 
diffusion sur d’autres quasi-particules. 
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Dans la littérature scientifique on désigne la bande électronique 
sous le nom de bande de conduction et la bande des trous sous le nom de 
bande de valence, qui est entièrement rempile d'électrons dans un cris- 
tal se trouvant à l’état fondamental. L'apparition d’une paire de 
quasi-particules — d’un électron et d’un trou, est interprétée alors 
comme résultant du passage d’un électron de la bande de valence 
dans la bande de conduction; l’électron laisse derrière soi un trou 
dans la bande de valence. 

A des distances qui sont grandes devant les distances atomiques, 
les électrons et les trous s’attirent mutuellement conformément à la 
loi de Coulomb. De ce fait, ils peuvent former des états liés. Ces 
états liés constituent une quasi-particule électriquement neutre, i.e. 
un exciton. Pour une valeur donnée de la quasi-impulsion, aux états 
liés correspondent des niveaux d'énergie discrets du système électron+ 

+ trou ; chaque niveau correspond à l’une des bandes d'énergie ex- 
citonique. Les énergies des excitons se situent donc au-dessous des 
énergies des excitations électron-trou (c’est pour cela que la fente 
énergétique définie au début du paragraphe ne coïncide pas avec A, 
étant inférieure à celle-ci d’une quantité égale à l'énergie de liaison 
maximale de l’exciton) !). 

Les niveaux d'énergie des excitons se laissent calculer aisément 
dans le cas limite des états faiblement liés lorsque la distance moyen- 
ne entre l’électron et le trou est grande devant la constante de réseau 
a; un tel exciton est désigné sous le nom d’exciton de Wannier-Mott. 
Dans l’autre cas limite où la distance entre l’électron et le trou 
est de l’ordre de la distance atomique, on dit qu'il s’agit d'un exci- 
ton de Frenkel. 11 est évident que l’exciton de Frenkel ne peut être 
considéré comme un état lié d’un électron et d’un trou que tout for- 
mellement. 

Considérons un cristal diélectrique à symétrie cubique. Dans le. 
cas d’un exciton de Wannier-Mott on peut admettre que l'attraction 
mutuelle de l’électron et du trou s'effectue conformément à la loi de 
Coulomb, le rôle des autres atomes du réseau consistant à créer un 
fond diélectrique homogène qui affaiblit l’interaction de € fois. & 
étant la perméabilité diélectrique du cristal (évaluée pour la gamme 
des fréquences correspondant en ordre de grandeur à l'énergie de liai- 
son de l’exciton). Cela signifie que l'énergie d'interaction de l’élec- 
tron et du trou s'écrit sous la forme U — — e?/er. Supposons que la 
fente énergétique est du type direct et que les minimums d'énergie 
de l’électron et du trou se situent au point où k — 0. Dans un cristal 
cubique les tenseurs des masses effectives se réduisent aux constantes. 


1) Les états excitoniques possèdent cependant un temps de vie fini, car 
l’électron et le trou peuvent recombiner avec] émission d'un phonon ou d’un 
photon par exemple. : 
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scalaires m, et m,, de sorte que 


2k2 2k3 
et (k) = A+, et) (k) = _ 4 (66,2) 
Nous avons indiqué à la fin du $ 56 que le mouvement d’une 
particule dans un réseau cristallin auquel on applique un champ élec- 
trique extérieur variant lentement dans l’espace peut être décrit par 
l'équation de Schrôdinger dans l'hamiltonien de laquelle le rôle de 
l'énergie cinétique est assumé par la fonction & (k). Puisque dans le 
cas considéré la forme des fonctions el° (k) — A et eth) (k) coïnci- 
de avec celle des énergies cinétiques des particules libres ordinaires, 
l'équation de Schrôdinger de notre système présente la même forme 
que l'équation pour un système de deux particules ordinaires en 
interaction coulombienne ; c'est donc l'équation de Schrôdinger éta- 
blie pour l’atome d'hydrogène. Nous pouvons donc écrire aussitôt les 
ne d'énergie du système. i.e. l'énergie de l’exciton sous la 
orme : 


k h°ks mes 

en (k)— A = nent (66,3) 
(G. H. Wannier, 1937). Le premier terme de cette expression est l’éner- 
gie du mouvement de l'exciton considéré comme un «tout» et possé- 
dant la quasi-impulsion k. Le deuxième terme représente l’éner- 
gie de liaison de l’électron et du trou dans l’exciton (m = m,.m,/(m,+ 
-- mn) est la masse réduite du système). Pour une valeur donnée 
de k les niveaux d’énergie discrets du système se resserrent vers la 
frontière du spectre continu à mesure que l'énergie croît. La condi- 
tion de validité de la formule (66.3) consiste à exiger que le « rayon de 
l'orbite » soit grand: r,. — h*en*/me® >> a. Cette condition est süû- 
rement vérifiée pour les grandes valeurs de 7, mais dans les cristaux 
à grande valeur de & elle peut être vérifiée même pour r — 1 !). 

Pour conclure ce paragraphe, reprenons l’assertion du $ 61 con- 
cernant l’existence d’une limite inférieure de la densité du nombre 
d'électrons de conduction dans les semi-métaux. 

Dans un diélectrique où à 7? = 0 il n’y a ni électrons ni trous, 
la possibilité de formation d'états liés implique l'apparition de nou- 
velles branches du spectre énergétique. Dans un métal compensé. cet- 
te éventualité impliquerait que l’état correspondant à des électrons 
ou à des trous libres ne serait pas le plus bas, ce qui signifierait 
que le spectre du type métallique est instable. La possibilité de 
formation d'états liés est éliminée par l'effet d'écran réalisé par les 
quasi-particules se trouvant « entre » l’électron et le trou, dont l'in- 


1) On notera que près du bord supérieur (maximum) d'une bande où les 
masses effectives sont négatives, deux électrons (ou deux trous) peuvent former 
-des états liés. L'énergie de ces états liés se trouve dans la région interdite dis- 
posée au-dessus du maximum de la somme des énergies des électrons. 
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teraction coulombienne donnerait naissance à un état lié. Autre- 
ment dit, la distance moyenne entre les quasi-particules doit être 
comparable ou inférieure aux dimensions r.; d’un exciton (à l'état 
fondamental). Il convient de remarquer que la limite inférieure 
de la densité du nombre d'électrons et de trous ainsi définie s'abais- 
se à mesure que leurs masses effectives diminuent. 


$ 67. Electrons et trous dans les semiconducteurs 


Le spectre énergétique des cristaux semiconducteurs purs (ou 
intrinsèques) ne diffère du spectre des diélectriques que quantitati- 
vement par une moindre largeur À de la fente; de ce fait, aux tempé- 
ratures ordinaires, la densité de porteurs de courant dans les semi- 
conducteurs est beaucoup plus importante que dans les diélectri- 
ques. Il tombe sous le sens que cette distinction est purement con- 
ventionnelle et dépend encore de la gamme des températures envisa- 
gées !). Dans les semiconducteurs dopés (contenant une impureté 
convenable), les atomes d’impureté constituent une source supplé- 
mentaire d'électrons et de trous, car pour les atomes donneurs ou ac- 
cepteurs d'électrons la largeur de la fente est inférieure à celle du 
spectre du semiconducteur intrinsèque. 

Examinons de plus près la relation entre la largeur A de la fente 
et la densité d'électrons de conduction et de trous dans un semi- 
conducteur (ou dans un diélectrique). 

La création ou l’annihilation par paire d’un électron (e) et d’un 
trou (.) peut être considérée, en termes de thermodynamique, com- 
me une « réaction chimique » e + hk == 0 (l’état fondamental du cris- 
tal jouant le rôle de « vide »). Conformément aux règles générales 
(V, $ 101), la condition d'équilibre thermodynamique de cette 
réaction s'écrit sous la forme 


pe + ja = 0, (67,1) 


où pu, et a, sont les potentiels chimiques des électrons et des trous. 
Compte tenu de la densité relativement faible d'électrons (n.) et de 
trous (r,) dans les semiconducteurs (à T & A) leur distribution de 
Fermi se réduit presque exactement à la distribution de Boltzmann, 
ce qui signifie que les électrons et les trous se comportent comme 
un gaz classique ?). Conformément aux considérations générales 
(cf. V, $ 101), on déduit de (67,1) la loi d'action de masse selon laquel- 


1) La largeur A de la fente énergétique de certains semiconducteurs a pour 
valeurs: Si— 1,17 eV, Ge — 0,74 eV, InSb — 0,24 eV, GaAs — 1,52 eV, 
PbS — 0,29 eV. Pour un diélectrique typique tel que le diamant A = 5,4 eV. 

?) Aux températures ordinaires les densités d'électrons et de trous dans 
les semiconducteurs sont comprises entre 1015 et 1017 cm”, tandis que dans 
les métaux, elles sont égales à 10%2-10% cm”3. 
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le le produit des densités d'équilibre est égal à 
nenn = K (T). (67,2) 


La fonction de la température dans le second membre ne dépend 
que des propriétés du réseau fondamental dont les atomes sont la 
source de création et d’annihilation des électrons et des trous; 
cette fonction ne dépend pas de l’existence d’atomes d’impuretés. 
Calculons la fonction À (T) en supposant, pour fixer les idées, que 
l'énergie des électrons et des trous est une fonction quadratique 
de la quasi-impulsion (66,1). 

La distribution des électrons (dans l'unité de volume), d’après 
les quasi-impulsions, est donnée par la distribution de Boltzmann 


Lo—ee (k) æk 
esp ( T )2 Ca 


(le facteur 2 tient compte des deux orientations du spin). Pour 
passer à la distribution suivant les énergies, il suffit d'effectuer la 
substitution 

ak  Vèm/? 


2 ns 18 V'e.—A de,, 


où m, = (mimem:)/® et m,m,, m,; sont les valeurs principales 
du tenseur des masses effectives m%}. Le nombre total d'électrons 
contenus dans l'unité de volume est donc égal à 


V2mi!? 


Re — TS — AS LE: A e”"elT de, 


(en raison d’une convergence sn on peut étendre l'intégration 
à l'infini). Ayant calculé l'intégrale, on trouve 


T \3/2 = 
ne 2 (ir) et or, (67,3) 


On trouve de même 


= mpnT \3/2 eMhT. 
nn=2(p) er (67,4) 


Enfin, en multipliant les deux expressions et compte tenu de 
(67,1), on obtient le résultat cherché: 


neny= era Tse-ar, (67,5) 


Dans un semiconducteur intrinsèque où tous les électrons et tous 
les trous apparaissent par paires: 


em} 
Re=Np= M ETTE TS/2e-A/2T. (67,6) 
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En égalant (67,6) et (67,3) on trouve le potentiel chimique des 
électrons !) 
A T m = 
pe=$+ Tin DR. (67,7) 
En ce qui concerne la contribution des électrons et des trous aux 
grandeurs thermodynamiques caractérisant les semiconducteurs, 
pour T& À elle est exponentiellement petite. En remarquant que 
pour créer une paire électron-trou, il faut fournir une énergie proche 
de À. la contribution d’un électron et d’un trou à l'énergie interne est 
égale à E,, & VneA, nr. étant donné par (67,6). Dans le cas général, 
on peut négliger cette contribution devant celle que fournit le 
réseau. 


$ 68. Spectre électronique près du point 
de dégénérescence 


Dans ce paragraphe nous montrerons, à l’aide d'exemples sim- 
ples, comment utiliser les considérations de symétrie pour déterminer 
le spectre énergétique des électrons ou des trous dans un semiconduc- 
teur (ou un diélectrique) à proximité de certains points dans l'es- 
pace k (du réseau réciproque) choisis en raison de leurs propriétés 
de symétrie !). 

Considérons le réseau d’un cristal cubique de la classe O, et étu- 
dions les propriétés du spectre énergétique près du point k — 0 qui est 
le sommet de la maille cubique du réseau réciproque; ce point 
possède la symétrie intrinsèque du groupe ponctuel complet O,. 

Le premier exemple que nous examinerons est le spectre de 
l’électron lorsqu'on ne tient aucun compte du spin; supposons qu’au 
point k = 0 le niveau d'énergie dans la bande est doublement dégé- 
néré et appartient à la représentation irréductible E, du groupe 
0,5). Lorsqu'on quitte le point k = O0, la dégénérescence est levée ; 
il s'agit de déterminer toutes les branches de la loi de dispersion 
e (k) à proximité de ce point. 

Nous avons expliqué au $ 59 comment faire pour considérer 
un écart par rapport à un point k — k, dans l’espace k comme une 
perturbation. La forme concrète de l'opérateur de perturbation 
ne nous importe nullement ici; il suffit pour nos besoins de con- 
paître la structure des expressions décrivant les corrections à l’éner- 


1) On désigne souvent cette grandeur sous le nom de niveau de Fermi. 
Signalons cependant que dans les semiconducteurs le potentiel chimique des 
électrons ne représente pas ane limite, comme c'est le cas pour les métaux. 

2) Si l'on néglige le spin de l’électron, ce problème est formellement iden- 
tique au problème du spectre énergétique des phonons dans un cristal; cf. V, 
$ 136 


3) Pour les notations des représentations des groupes ponctuels, cf. 111, 
88 95, 99. 


22* 
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gie à chaque ordre par rapport à la petite quantité q = k — k, (dans 
notre cas k, = 0, de sorte que q = k). Au premier ordre les correc- 
tions sont déterminées à l’aide de l'équation séculaire formée avec 
les éléments de matrice (pour les transitions entre les états con- 


cernant un même niveau dégénéré) d’un opérateur de la forme ky, 


+ étant un opérateur vectoriel. Dans ce cas, comme le groupe de 
symétrie comporte un centre d’inversion, tous les éléments de ma- 


trice de l'opérateur y sont à priori nuls et l’effet du premier ordre 
en k ne se manifeste pas (cf. V, $ 136). Au second ordre en k les cor- 
rections à l'énergie sont définies par l'équation séculaire formée 
avec les éléments de matrice d’un opérateur de la forme 


Ÿ = Vakikn, (68,1) 


où y: est un opérateur tensoriel (symétrique par rapport aux in- 
dices i, k) hermitique; en font partie les corrections provenant des 
termes linéaires en k de l'hamiltonien dans la deuxième appro- 
ximation de la théorie des perturbations ainsi que les corrections 
provenant des termes quadratiques en k en première approximation. 
Parmi les éléments de matrice de l'opérateur (68,1) il en existe à 
priori qui ne sont pas nuls, mais les propriétés de symétrie leur im- 
posent des liens déterminés. 

Du point de vue de leur propre loi de transformation lors des 
opérations de symétrie, les fonctions d'onde constituant la base 
de la représentation Æ, seront choisies sous la forme: 

M 2° + o7° + w°2°, pe — 2° + w°y° + w£°, 


NS 


où 

o = ei, @o? = w*, À + © + ©? = 0, 
le signe — désignant ici «se transformant comme ». La rotation 
C4 autour de la diagonale du cube transforme les coordonnées de 


la façon suivante: x, y,z —+ 2, x, y, tandis que les fonctions 4,, 
se transforment comme 


Ca hi—> Obi, Va —> Dhpe. 


La rotation Cx autour d’une arête du cube (transformation zx, y, 
Z—z, — 2, y) transforme les fonctions comme suit: 


CE Va Va + Yu 


etc. Lors de l’'inversion les coordonnées x, y, z changent de signe, 
tandis que les fonctions #,, ÿ. ne changent pas. 
On en conclut que tous les éléments de matrice des composantes 


non diagonales y;, s’annulent, tandis que ceux des composantes 
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diagonales se réduisent à deux constantes réelles indépendantes : 
(el Vzx 11) = (2 | Vex | 2) = Alywl1)=...=4, 
A lYzx 12) = 21Vxl1)=8B, (4 | Yyy | 2) = ©B, 
(1 |Vzz | 2) = w°B. 


Les éléments de matrice de l'opérateur (68,1) s’écrivent mainte- 
nant : 


AIVI1)= 21V]12) = AK, 
AIVI2)= CIVIIX = B (kE + wk$ + oki). 


En formant avec ces éléments de matrice l'équation séculaire et en 
la résolvant, on obtient deux bandes du spectre: 


eye (4) —e (0) = AR? + B[kt—3(kkË + kÈkE + kEkE)]/2. (68,2) 


La dégénérescence est levée lorsqu'on s'éloigne du point k — 0 
dans toutes les directions, sauf la direction de la diagonale du cube 
Gaz = ky = k,) 1). 

Un autre exemple concerne le spectre tenant compte du spin 
de l'électron; aux niveaux d'énergie correspondent alors des repré- 
sentations binaires (spinorielles) du groupe de symétrie. Supposons 
qu’au point k — 0 le niveau soit quatre fois dégénéré et correspond 
à la représentation irréductible D, (ou D;) du groupe 0°). 

Les fonctions de la base de cette représentation peuvent être choi- 
sies telles qu'elles se transforment comme les fonctions propres 
di, (m = —)j,..., j) de moment j — 3/2%). On peut alors utiliser 
un artifice simplifiant grandement la résolution du problème 
(J. M. Luttinger, 1956). 

Dans le cas d’une représentation quadridimensionnelle, la ma- 
trice de l'opérateur (68,1) sera du rang 4 X 4, avec 16 éléments. Une 
telle matrice peut être présentée sous la forme d’une combinaison li- 
néaire de 16 matrices 4 X 4 linéairement indépendantes ; on prendra 
15 matrices 


LES jé, {je Jy}+ j2 {ix Ï5—12}+ 


1) On obtient le même résultat (68,2) pour la représentation E, (au point 
k = 0). La loi de dispersionest, en général, la même près d'un point donné 
pour les représentations qui ne diffèrent que par la multiplication par l'une 
des représentations unidimensionnelles du groupe (dans notre cas £, = £4 X 
X Auu). Il est évident que dans ces cas les éléments de matrice assurant les 
transitions entre les différentes fonctions de la base ont des liens communs. 

2) C’est le cas du bas de la bande des trous dans le diamant, le silicium et 
le germanium dont les réseaux sont du même type. 

3) Nous avons montré dans le problème en III, $ 99 que la représentation 
irréductible D(/2) du groupe complet des rotations reste irréductible pour le 
groupe O et se confond avec sa représentation D’. 
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et les matrices que l’on peut en déduire par la permutation cycli- 
que des indices zx, y, z, ainsi que la matrice {j,, {j,, j,},}, (le sym- 


bole {...}, désigne un anticommutateur). Ici j,, j,, j, sont les 
matrices des composantes cartésiennes du moment j — 3/2, prises 
par rapport aux quatre fonctions 3/2. D'autre part, avec ce choix 


des fonctions de la base, on doit admettre que les opérateurs ja 1 


j, se transforment lors des rotations et des réflexions comme les 
composantes d’un vecteur axial. C’est ce qui permet de trouver 


l'expression de l'opérateur Ÿ, qui est quadratique par rapport 
à k,, k,y, k., en le formant avec des expressions invariantes par 
rapport à toutes les transformations du groupe O,: 


Ÿ = Bike? + 48, (HLÏE + 4595 + KEŸD) + 
+ Ps (sky Onuhe + Hyke Üys Taha + kake (a Jade (68,3) 


où f,, B+, B: sont des constantes réelles. 
Les éléments de matrice de l'opérateur (68,3) par rapport aux 
fonctions 


3/2 3/2 3/2 3/2 
Di Vel Vs Di ie pi 
se laissent calculer maintenant à l’aide des éléments de matrice du 


moment que l’on connaît bien (formules (29,7) à (29,10) du tome 
IT). Ce calcul fournit les expressions suivantes: 


Vas Vu (Bi +382) (ki + ki) + (Bi + 98.) KE, 
Ve — Vas — (B RE 78) (k£ + ki) + (Bi Æ B2) ka, 


Vas Vus Hp, (+ ik), (68,4) 
Vus Vus 2 V8. (ik + Viper, 
Vii= Vos = 0. 


On peut simplifier l'établissement de l'équation séculaire en remar- 
quant que l'éclatement du niveau ne peut être complet puisque la 
double dégénérescence (de Kramers) subsiste toujours. Cela signifie 
que chaque racine À = e (k) — e (0) de l'équation séculaire (valeur 
propre de la matrice V) doit être double. Il s'ensuit qu’à chaque 
valeur propre À doivent correspondre deux ensembles de quanti- 
tés p, (7 = 1, 2, 3, 4) linéairement indépendantes qui sont les solu- 
tions des équations 


> VamQm Su ÀPn- (68,5) 
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En combinant ces deux ensembles nous pouvons imposer aux quanti- 
tés , une condition supplémentaire, à savoir que l’une de ces quan- 
tités s’annule; posons que q, — 0. L’équation (68,5) avec n = 4 


donnera alors ; 
Var + VarPe + VasPs = 0. 


En tirant de là la valeur de , et en portant cette dernière dans les 
équations avec n = 1, 2, on obtient un système de deux équations 
homogènes à deux inconnues q, et @: 


(;" — VaiVis/Vis Vie +.) ( Pi ) = ( Pi ) 
Vos — VasVos/Ves Vos — ViaVes/Vis] \ Pa Pa 


(l'équation avec nr — 3 ne fournit aucun résultat nouveau). Ainsi 
le problème concernant les valeurs propres de la matrice 4 X 4 se 
ramène au problème de la matrice 2 X 2. En formant pour cette 
dernière l'équation séculaire et en résolvant celle-ci (avec les 
valeurs de V:m de (68,4)) on obtient 


À = + (Va + Vas) + [+ (CET 67 ie ni LA io LETTe S 


ou finalement 
€1,e (k) —e (0) = A? Æ [BR + C (kËkÿ + KÈRE + k5KE)]!/2, (68,6) 


A=Bi+5B,, B=— 1685, C=3 (Bi 166:) 


(G. Dresselhaus, À. F. Kip, Ch. Kittel, 1955). En s'éloignant du 
point k — 0 dans n'importe quelle direction le niveau se décom- 
pose !). 

Examinons brièvement la question de la forme des équations 
décrivant le comportement des particules près du bas dégénéré 
d'une bande dans le champ magnétique. Pour fixer les idées, nous 
envisagerons le spectre (68,6). 

L'application directe de l’hamiltonien formé à partir de (68,6), 
selon la règle générale (56,7), se heurte à des difficultés dues au carac- 
tère non analytique du spectre près du point k — 0. On peut lever 


ces difficultés en effectuant la substitution k ——k — K — eA/ñc 
non pas dans (68,6), mais dans l’hamiltonien matriciel (68,3) (pour 
conserver le caractère hermitique on doit effectuer une symétrisa- 
tion par rapport aux composantes de k). Après cela chaque élément 
de matrice de l'hamiltonien se transforme en un opérateur diffé- 


1) Rappelons que l’application de la théorie des perturbations aux états 
d'un seul niveau dégénéré implique la petitesse des intervalles e (k) — e (0) 
de l'éclatement qui se produit devant les distances jusqu'aux bandes voisines, 


y compris celles qui se sont séparées sous l'action de l'interaction spin-orbite. 
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rentiel linéaire agissant non seulement sur les indices de spin, mais 
aussi sur les arguments des fonctions ®, (K) figurant dans les équa- 
tions (68,5) que l’on transforme ainsi en un système de quatre 
équations différentielles linéaires. 

Pour tenir compte des effets de spin en présence d'un champ 
magnétique, on doit ajouter à l’hamiltonien (68,3) des termes dé- 
pendant directement de H et que l’on ne peut pas déterminer par des 
considérations d’invariance de jauge. Puisque le champ est supposé 
être faible, les termes supplémentaires doivent être linéaires en 
H, mais compte tenu de la petitesse supposée de k, ils doivent en 
être indépendants (cf. $ 59). Dans le cas considéré, ces termes, 
qui sont invariants par rapport à toutes les transformations de symé- 
trie du cristal, se présentent sous la forme générale : 


BAH5 + Bs (HP + H + HP). (68,7) 


Pour conclure ce paragraphe mentionnons un cas curieux qui se 
manifeste si l’une des bandes qui se touchent au point de dégénéres- 
cence k, est une bande de conduction et l’autre est une bande de 
valence. Dans ces conditions la largeur de la fente énergétique est 
égale à zéro; pour créer un électron et un trou avec des impulsions 
proches de k,, une énergie infiniment faible suffit. De tels cristaux 
peuvent être considérés dans un certain sens comme intermédiaires 
entre les diélectriques et les métaux. Il n’y a pas de fente énergé- 
tique mais les états d’électron et de trou ne sont séparés les uns 
des autres qu'en un seul point de l’espace k. On peut dire que c’est 
un métal dont la surface de Fermi est «réduite » à un point k,. A T — 

= 0 dans ce semiconducteur sans fente *) il n’y a pas de porteurs de 

courant, mais aux basses températures leur nombre croît suivant 
une loi de puissance au lieu d’une loi exponentielle. La forme du spec- 
tre près du point k, ne peut être établie en s'appuyant sur les seules 
considérations de symétrie; l'interaction coulombienne se manifes- 
tant entre les électrons et les trous conduit à l’apparition d’une 
singularité en ce point chez les éléments de matrice de la pertur- 
bation ?). 


1) Un exemple en est l'étain gris. 
2) Cette question a été discutée en détail par A. Abrikossov, S. Béneslavski, 
JETF 59, 1280 (1970). 


CHAPITRE VII 
MAGNÉTISME 


$ 69. Equation du mouvement du moment magnétique 
dans un ferromagnétique 


La structure magnétique des cristaux implique l'apparition 
de branches spéciales dans leur spectre énergétique. Avant de passer 
à l'étude de ces spectres, rappelons certaines particularités des inter- 
actions dans les corps magnétiques. 

Le principal type d'interactions dans les ferromagnétiques est 
l'interaction d'échange entre les atomes qui conduit à l'apparition 
de l’aimantation spontanée. Une propriété caractéristique de ce 
type d'interaction est qu’elle ne dépend pas de l’orientation de 
l’aimantation par rapport au réseau: l'interaction d'échange est 
déterminée par l'interaction électrostatique des électrons tenant 
compte de la symétrie de la fonction d'onde du système et ne dépend 
pas de l'orientation du spin total !). 

Le système ferromagnétique le plus simple qui soit est un diélec- 
trique dont le réseau cristallin comporte des atomes possédant un 
moment magnétique, le signe de l'interaction d'échange favorisant 
l'orientation parallèle des moments. Dans ces conditions l’état 
fondamental du système correspond à une orientation parallèle des 
spins. Plus exactement, dans cet état, la projection du spin total 
du système sur une certaine direction est égale à la plus grande valeur 
possible Zs, (somme sur tous les atomes), s, étant le spin d’un atome. 


En effet, l’hamiltonien de l'interaction d'échange Héch commute 
avec l'opérateur S du spin total du système et, partant, avec sa 
projection S, (cela découle de ce que H&x ne dépend pas de l'orien- 


tation des spins et l'opérateur S est l’opérateur rotation dans l'espace 
des spins). En conséquence, l’état fondamental doit être caractérisé 
par une valeur déterminée de S, et le minimum d’énergie correspond 
à la valeur maximale de S,. Dans ces conditions les projections 5, 


1) Les données expérimentales concernant les rapports gyromagnétiques g 
fournissent pour les ferromagnétiques des valeurs très proches de 2, ce qui 
moigne que le ferromagnétisme est déterminé par le spin. 
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des spins des atomes individuels sont égales à leurs valeurs maxi- 
males s,, de sorte qu’à l’état fondamental le moment magnétique 
est égal à sa valeur « nominale» Zu,, um étant le moment magné- 
tique d’un atome. Cette propriété est cependant partiellement dé- 
truite par des interactions relativistes qui sont plus faibles. 

Dans les cas plus compliqués l’aimantation du corps n’est pas 
égale à sa valeur nominale. Lorsque l'interaction ne présente un 
caractère ferromagnétique qu'entre certains atomes, on peut s'’at- 
tendre à l'apparition de structures formées de deux sous-réseaux 
à aimantations opposées et inégales qui ne se compensent pas exacte- 
ment; les substances qui présentent ce type de structure magnétique 
sont appelées ferrites (si la compensation est complète, on a affaire 
à un antiferromagnétique). 

Dans un métal ferromagnétique on ne peut pas considérer les 
spins des atomes indépendamment des électrons de conduction qui, 
en aucun cas, ne peuvent être aimantés à saturation même à T7 — 0 
(en raison de la dégénérescence de Fermi). Les particularités des 
interactions magnétiques peuvent déterminer l'apparition d’une 
Structure encore plus compliquée de l’état fondamental du ferro- 
magnétique avec une distribution non colinéaire des moments ma- 
gnétiques atomiques. ce que l’on appelle les structures hélicoïdales. 

Comme dans tout système macroscopique, on peut considérer 
les états faiblement excités du ferromagnétique comme un ensemble 
d’excitations élémentaires, i.e. comme un gaz de quasi-particules. 
Les excitations élémentaires au sein d’une distribution ordonnée 
des moments magnétiques atomiques sont appelées magnons. Comme 
il s’agit de quasi-particules se trouvant dans un réseau cristallin 
caractérisé par une symétrie de translation, les magnons sont caracté- 
risés par des quasi-impulsions parcourant les valeurs qu’implique 
une maille du réseau réciproque. Dans l’approximation classique on 
fait correspondre aux magnons des ondes de spin qui sont des oscilla- 
tions des moments magnétiques se propageant le long du réseau cris- 
tallin. Les magnons sont régis par la statistique de Bose, et à la 
limite du cas classique des ondes de spin correspondent de grands 
nombres de remplissage des états des magnons. 

Si la longueur de l'onde de spin est grande par rapport à la cons- 
tante a du réseau (i.e. le vecteur d'onde k € 1/a), on peut traiter 
l'onde à l'échelle macroscopique et la loi de dispersion o (k) des 
ondes s'exprime en termes de paramètres phénoménologiques (cons- 
tantes matérielles) figurant dans les équations macroscopiques du 
mouvement des moments magnétiques. Ainsi le spectre des magnons 
€ — hiw (k) s'exprimera en termes de ces mêmes paramètres. Ce 
procédé de détermination du spectre des magnons est parfaitement 
analogue à celui qui est utilisé pour déterminer le spectre des pho- 
nons de grande longueur d'onde à l’aide de paramètres macroscopiques 
(modules d'élasticité) figurant dans les équations macroscopiques 
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des vibrations dans les ondes sonores. Pour cela il faut d’abord trou- 
ver les équations de mouvement concernées !). 

Nous commencerons par le cas où il suffit de tenir compte des 
seules interactions d'échange. 

Etant donné que nous envisageons les états faiblement excités 
d'un ferromagnétique (ce sont les seuls dont on peut décrire les pro- 
priétés sous une forme générale), nous ne considérerons que les mou- 
vements «4 lents » du moment magnétique, i.e. des fréquences basses. 
Ce sont les mouvements donnant lieu à une variation lente de la 
direction spatiale du moment magnétique dont le module reste cons- 
tant. Comme la valeur d'équilibre de l’aimantation est fixée par 
l'interaction d'échange, sa variation implique une dépense d'énergie 
finie quelle que soit la longueur d'onde (on suppose que le corps se 
trouve à une température suffisamment éloignée de son point de Curie 
où l’aimantation spontanée s’annule). D'autre part, l'énergie ne 
varie pas lorsque le moment magnétique du corps tourne d’un seul 
bloc. Il s'ensuit qu'une rotation non uniforme de l’aimantation le 
long du corps exige une dépense d'énergie d'autant plus faible que 
la longueur d'onde est grande (ce qui signifie que la fréquence des 
vibrations de grande longueur d'onde est petite). L’équation cherchée 
de la densité du moment magnétique (de l’aimantation) M doit avoir 
une forme assurant la conservation de | M |: 


ôM 


= 2 x M, (69,1) 


où @ est la vitesse angulaire de précession du moment que nous allons 
calculer maintenant. Nous écrivons l’équation du mouvement comme 
une équation différentielle de premier ordre par rapport au temps 
puisqu’aux fréquences basses on peut négliger les dérivées supérieu- 
res. 

Pour déterminer @ il faut tenir compte de ce qu'aux grandes 
longueurs d’onde et aux basses températures la dissipation d'énergie 
résultant d’une variation d’aimantation est petite et nous pouvons 
donc la négliger (nous le justifierons à la fin du $ 70). Afin de for- 
muler la condition d'absence de dissipation d'énergie, considérons 
le moment magnétique du ferromagnétique comme un paramètre 
indépendant dont la distribution d'équilibre se laisse déterminer 
en minimisant l'énergie libre. Nous le ferons à température et volume 
constants du corps et pour une valeur constante de l'intensité H 
du champ en chaque point du corps; le potentiel thermodynamique 


1) Les développements qui suivent ont été élaborés par L. Landau et 
E. Lifchitz (1935). On notera qe ces développements s'appliquent bien aux 
ferromagnétiques à mécanisme d'échange. Nous n'envisagerons pas ici le cas du 
ferromagnétisme faible lorsque le moment ferromagnétique ne peut être révélé 
qu'en tenant compte d'interactions relativistes. 
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correspondant à ces variables est l’énergie libre F *). On écrira la 


variation ÔF résultant d'une variation infinitésimale de M sous la 
forme : 


2 


6F— — | HerôM a, (69,2) 


où H,;, désigne un « champ effectif » que nous introduisons par ana- 
logie avec l'expression de l'énergie du moment magnétique dans un 
champ magnétique extérieur. A l'équilibre H,,, = 0. 

La dissipation d'énergie accompagnant une variation d’aiman- 
tation dans le temps est donnée par la dérivée 


_r25 ___ 6Rmin _ __ 0 
Con dr ô& à” 


où S est l’entropie du corps et R,; le travail minimal nécessaire 
pour amener le corps dans un état hors d'équilibre donné. A l’aide 
de (69,1) nous avons donc 


Q = \ Herr TE dV — \ Hrt (8 x M) dy. (69,3) 


Ce résultat montre qu’en l'absence de dissipation le vecteur Q doit 
être parallèle au vecteur H.;,, ce qui permet de poser @ = const-H,;t. 
Après cela l'équation (69,1) prend la forme 


M = const (Hs X M); (69,4) 


la signification et la valeur de la constante seront précisées plus 
loin. 

Selon la définition (69.2), on trouvera la forme explicite du champ 
effectif en faisant varier l'énergie libre totale du corps. Cette dernière 
est donnée par l'équation 


= | {o(W)+Unrom—MH— 5) 4 (69,5) 


(cf. VIII, $ 39). Ici f, (M) est la densité de l'énergie libre du corps 
aimanté de façon homogène pour H — 0 qui ne tenant compte que 
des interactions d'échange ne dépend pas de la direction de M. 
U,.hom St la densité de l’énergie d'échange supplémentaire liée 
à la variation lente de la direction du vecteur M dans un corps aimanté 
de façon non homogène. 


1) Cf. VIII, 8 39 (où les grandeurs thermodynamiques relatives au corps 
tout entier étaient désignées par des lettres manuscrites). Lorsque la distri- 
bution n'est pas uniforme, il serait plus correct de parler de l'énergie libre du 


corps (pour un volume donné) que du potentiel thermodynamique ©. Nous 
n’envisagerons pas ici les effets de striction, i.e. les contraintes et les déforma- 
tions qui apparaissent dans le cristal dont l’aimantation varie. 
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Les premiers termes du développement de cette énergie suivant 
les puissances des dérivées du moment M par rapport aux coordon- 
nées sont de la forme: 


1 ‘M M 
Un.hom= 5 in Gr de” (69,6) 


cette forme quadratique en les dérivées est essentiellement positive. 
L'expression (69,6) est formée de façon à être indépendante de la 
direction absolue du vecteur M (conformément aux propriétés de 
l'interaction d'échange). Dans les cristaux uniaxes le tenseur sy- 
métrique du second rang &;yx, a pour composantes ie = y = 
= d. &, = @& (l'axe des z est l’axe de symétrie du cristal). Dans les 
cristaux cubiques œix — &ô;x. 

On peut évaluer l’ordre de grandeur des coefficients &;, en re- 
marquant que l’énergie de la non-homogénéité rapportée au volume 
d'une maille élémentaire du réseau cristallin devrait atteindre les 
valeurs atomiques caractéristiques de l'énergie des interactions 
d'échange si la direction du moment variait sensiblement sur des 
distances de l’ordre du paramètre a du réseau. L'ordre de grandeur 
de l'énergie d'échange caractéristique coïncide avec celui de la tem- 
pérature de Curie 7, (point de disparition du ferromagnétisme). De 
la condition T./aÿ — «M®/a° on tire 


a = T/aM®. (69,7) 
En faisant varier l'intégrale (69,5) (avec des valeurs données 


de H en différents points du corps) et en effectuant une intégration 
par parties dans le deuxième terme de ee 5), on obtient 


= | {Han + —an ee — H} 6M ay. 


Selon la définition (69,2) l'expression entre accolades vaut —H,;t. 
Le premier terme y est dirigé suivant M, mais lorsqu'on le porte 
dans l'équation de mouvement (69,4) ce terme s'élimine, ce qui 
permet de l’omettre !). On trouve ainsi 


6?M 
Herr 39 + H- (69,8) 


En tenant compte des seules interactions d'échange qui sont 
indépendantes de la direction du moment magnétique, pour un corps 
à aimantation homogène l'équation (69,4) doit se ramener à l’équa- 
tion de mouvement d’un moment en précession libre : 

ôM 
— _ slel — (H x M), 
où e — — |e |est la charge et m 4e masse de l’électron, g le rapport 
gyromagnétique du ferromagnétique (cf. II, $ 45). D'autre part, 


1) Mais après cela Herr ne sera pas nécessairement nul à l'équilibre. 
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dans le cas d’une aimantation homogène. H.;, = H; il s'ensuit que 
le coefficient constant dans (69,4) a pour valeur const = g | e |[/2mc, 
de sorte que l'équation du mouvement s'écrit 
0M e À 
= ee (Her X M), (69,9) 
avec H,;; donné par (69.8). 

Pour obtenir un système complet d'équations on doit y adjoindre 
l'équation de Maxwell établissant une relation entre le champ H 
et la distribution de l’aimantation M. Les ondes de spin, qui feront 
l’objet du paragraphe suivant, sont des ondes de basse fréquence en 
ce sens que © € ch. Dans ces conditions le champ est quasi station- 
naire. Dans les équations de Maxwell on peut négliger les dérivées 
par rapport au temps et les écrire sous la forme 


rotH=0, div B = div (H + 41M) = 0. (69,10) 


On peut se demander alors s’il est correct de faire varier sur M 
l'intégrale (69,5) en champ H constant quoique ces grandeurs soient 
liées par la seconde équation (69,10). Si l’on pose H — —%œ (en 
vertu de la première équation) et si l’on calcule la variation de l’inté- 
grale sur ®, cette variation doit être nulle en vertu de la deuxième 
équation, de sorte que la variation de H ne fournit aucune contri- 
bution à ÔF. 

Si le corps n’est pas soumis à l’action d’un champ magnétique 
extérieur, le champ qui règne en son intérieur dépend entièrement 
de la distribution de l’aimantation et représente, dans le cas général, 
une quantité du même ordre de grandeur que M. A ce point de vue 
le terme H figurant dans l'expression (69,8) du champ effectif repré- 
sente un effet relativiste (n'oublions pas que les moments magné- 
tiques atomiques et partant l’aimantation spontanée M sont définis 
par le magnéton de Bohr f — | e | f/2mc qui est une quantité con- 
tenant c dans le dénominateur). Dans l’approximation d'échange 
considérée ici, le second terme dans (69,8) doit être omis, de sorte 
que l'équation du mouvement devient 

ôM _ glel 62M 
"ot  2mc ik ( Ôx; Ôzr 
On notera que cette équation n’est pas linéaire. 


On peut récrire (69,11) sous la forme d’une équation de continuité 
pour le moment magnétique: 


x M). (69,11) 


ul { oi 
St ôz} 
où le tenseur flux du moment est de la forme: 
__ glel M 
Du=i ir (M X ah 
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On pouvait s’y attendre puisque dans l’approximation d'échange le 
moment magnétique total du corps se conserve. 

Tenons compte maintenant de l'existence dans les ferromagné- 
tiques d'interactions relativistes des moments électroniques spin- 
spin et spin-orbite, qui sont beaucoup plus faibles que les interac- 
tions d'échange. En théorie macroscopique on les décrit par l’éner- 
gie de l’anisotropie magnétique dont la densité U,, dépend de la 
direction du vecteur aimantation par rapport au réseau crislallin. 
L'ensemble de ces interactions établit la direction d'équilibre de 
l'aimantation spontanée du ferromagnétique. L'’interaction de M 
avec le champ magnétique H est également relativiste. 

Dans un cristal uniaxe l'énergie d’anisotropie est de la forme 


Uan= — + Mi. (69,12) 


Si K>0, l’aimantation d'équilibre est dirigée suivant l'axe de 
symétrie — l’axe des z (ferromagnétique du type «axe de facile 
aimantation »); si À << 0, la direction de l’aimantation spontanée 
se situe dans le plan y (ferromagnétique du type « plan de facile 
aimantation »). Dans un cristal cubique l'énergie d’anisotropie peut. 
être écrite sous la forme: 


Uan = 7e (MEME + MEME + MEM®), (69,13) 


les axes x, y, z étant dirigés suivant les trois axes de symétrie du 
quatrième ordre (arêtes des mailles cubiques). Si X° > 0, le vecteur 
d'équilibre M est dirigé suivant l’une des arêtes de la maille cubique, 
tandis qu'avec ÆX’ << 0, il est dirigé suivant l’une des diagonales 
spatiales des mailles !). 

Pour fixer les idées, considérons un ferromagnétique uniaxe. En 
ajoutant à l'expression sous le signe d’intégralion dans (69,5) le 
terme Un donné par (69.12), on obtient après variation le terme 
supplémentaire — KM,vôM. où v est le vecteur unitaire suivant la 


direction de l’axe de symétrie du cristal. Le champ efficace est alors 
égal à 


PL 
Herr=@n ee + AM ET, (69,14) 


On vérifie aisément que cette variation du champ efficace est le 
seul résultat de la prise en compte des effets relativistes dans l’équa- 
tion du mouvement (69,9). En effet, le fait de négliger la dissipation 
d'énergie signifie encore que le second membre de l'équation du 
mouvement doit être orthogonal à HLys, ie. doit être de la forme 
M’ X Herr), où M' ne peut différer de M que grâce aux corrections 


1) Les tités sans dimension X, X’ possèdent, selon les ferromagnéti- 
ques, des valeurs comprises entre des dixièmes d'unité jusqu'à des dizaines d'u- 
nités. L'ordre de grandeur du rapport des interactions relativistes à l'interac- 
tion d'échange est caractérisé par la quantité a%,n/T, et vaut de 1074 à 1075. 
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relativistes, qui sont toujours petites devant la grande valeur de M, 
et donc négligeables. Les termes relativistes dans H,,, viennent 
s'ajouter à une quantité qui est petite, la variation de M dans le 
corps étant lente. Ces termes peuvent donc devenir importants aux 
grandes longueurs d'onde. 


$ 70. Magnons dans les ferromagnétiques. 
Spectre des magnons 


Appliquons les équations établies dans le paragraphe précédent 
à la propagation des ondes dans lesquelles la densité du moment 
magnétique exécute de petites oscillations et une précession autour 
de sa valeur d'équilibre M,. Nous considérons un échantillon mono- 
domaine dans tout le volume duquel M, est constant, en nous limi- 
tant aux longueurs d'onde notablement inférieures aux dimensions 
de l'échantillon. Dans ces conditions on peut poser que le milieu 
est illimité. 

Nous analyserons d’abord ce problème en ne tenant compte que 
des seules interactions d'échange, i.e. en nous fondant sur l'équation 
(69.11). Posons M — M, + m, où m est une petite quantité, et 
linéarisons l’équation en rejetant tous les termes quadratiques en m; 
comme la valeur absolue est M — M, dans cette approximation 
m ! M,, et on trouve que 
jel 


mc 


au (525 X Mo) (70,1) 


= ÔZi 0TRk 


(ici et dans ce qui suit nous posons g = 2). Si m dépend des coor- 
données et du temps comme exp {i (kr — wt)], on obtient 

iom = LL ok2(m x Mi), (70,2) 
où a = œ(n) = œixniny, n étant le vecteur unitaire suivant la di- 
rection du vecteur d'onde k. En développant cette équation suivant 
les composantes nous obtenons 


: e 
iom, = L aMk?m,, 


iom, = — EL aMk?m, 
(l'axe des z est dirigé suivant M,). On en tire la loi de dispersion des 
ondes de spin !) 


& — JL æ (n) #2. (70,3) 


1) La loi quadratique de la dispersion des ondes de spin a été établie pour 

la première fois à l’aide de la théorie microscopique par F. Bloch (1930). L'ex- 

ression de ce spectre en fonction des paramètres macroscopiques a été formu- 
ée en 1945 par L. Landau et E. Lifchitz. 
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Ce résultat montre que, conformément à ce qui a été dit au début 
du paragraphe précédent, dans l’approximation d'échange la fré- 
quence tend vers zéro lorsque 4 — 0. Dans l’onde de spin le vecteur m 
tourne dans le plan ry avec une vitesse angulaire o constante en 
restant constant en valeur absolue. 


Dans l'approche quantique la formule (70,3) décrit le spectre 
énergétique des magnons € = hi !): 


e (k) = 2BMa (n) k°. (70,4) 


Dans le formalisme de la seconde quantification, les grandeurs 
macroscopiques caractérisant le ferromagnétique sont remplacées 
par les opérateurs exprimés au moyen des opérateurs de création et 
d’annihilation des magnons. Voyons comment on procède dans le 
cas des magnons (70,4). 


Faisons correspondre à la grandeur classique M l'opérateur vec- 
toriel M dont les composantes vérifient certaines règles de commu- 


tation. Soit $ (r) ôV l'opérateur du spin total des atomes, contenus 
dans un élément de volume 6V physiquement infinitésimal entourant 


le point r. Les opérateurs $ (r,) ôV,et $ (r2) ÔV,, se rapportant à des 
éléments ôV, et ôV, différents, sont commutatifs. Les composantes 


d’un opérateur donné $ (r) ôV vérifient les règles ordinaires de com- 
mutation du moment: 
5.5v.$,5v — $,5v.S,5V = iS.6v. 


ou encore $, é, _ $, K = iS /ôV (et relations analogues pour les 
autres commutateurs). À la limite 5V —+ 0 ces règles s'écrivent sous 
une forme unifiée quels que soient r, et r,: 


Sa (m1) 8, (ra) — $, (ra) 8x (e1) = 28, (r1) Ô (rs — rs). 
En multipliant maintenant cette égalité par 4° et en remarquant 
que l'opérateur d’aimantation M = —2p$ il vient 
M 1) My (es) — My (rs) Ma (5) = —2iBÂl, (r1) 8 (ri — r2). (70.5) 


Pour les ondes de spin dans lesquelles M effectue de petites oscilla- 
tions autour de l’axe des z, en première approximation par rapport 
aux petites quantités m.,. m, on peut remplacer, dans le second 


membre de (70,5), l'opérateur M. par le nombre Àf, = M, ce qui 
permet d'écrire 
ms (rs) my (re) — my (re) Ma (1) = —2i8ME (r, — r.). (70,6) 


1) Dans ce chapitre B désigne partout le magnéton de Bohr: B = [e |A/2mc. 
23—01124 
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Ce résultat montre que les quantités m, et m, jouent ici (à des fac- 
teurs constants près) le rôle de « coordonnées et impulsions géné- 
ralisées » canoniquement conjuguées, exactement comme œ et p' 
jouaient le même rôle dans la quantification des ondes sonores dans 
un liquide ($ 24). Il importe cependant de noter une différence essen- 
tielle entre ces deux cas. La règle de commutation (24,7) établie pour 
les opérateurs phononiques est une règle exacte qui n’est nullement 
liée à la petitesse des vibrations (i.e. à la petitesse des nombres de 
remplissage des états phononiques). La règle (70,6) est, elle, une 
règle approchée qui n'est valable qu’à la première approximation 
par rapport à la petite quantité m. 

Partant de la règle de commutation (70,6) et de la relation entre 


les opérateurs m, et m, correspondant aux équations linéaires (70,1), 
on peut trouver les expressions de ces opérateurs en termes des opé- 
rateurs de création et d’annihilation des magnons, comme nous 
l'avons fait pour les phonons au $ 24 (cf. problème 4 au $ 71). 

Reprenons l'étude du spectre des magnons et voyons l'influence 
qu’exercent sur ce spectre les effets relativistes. Pour cela il faut 
tenir compte du champ magnétique H qui apparaît du fait des oscilla- 
tions de M. Ce champ sera du mème ordre de petitesse que m; no- 
tons-le h. 

On tire des équations de Maxwell (59,10) 


kXh=0, kh — —4rkm, 


ce qui montre que le champ h est dirigé le long du vecteur d'onde et 


vaut 
h = —4x (nm) n.' (70,7) 


En portant (70,7) dans les deux derniers termes de l'expression sous 
le signe d'intégration dans (69,5) il vient 


—mh— 2 27 (nm) (70,8) 


(nous avons omis ici le terme M,h qui, en raison du caractère poten- 
tiel du champ h, lors de l'intégration dans tout le volume se transforme 
en une intégrale de surface et s’annule); cette partie de l'énergie 
d'anisotropie existant dans une onde de spin est dite énergie magné- 
tostatique. 

Posons que le ferromagnétique soit uniaxe et du lype à « axe 
de facile aimantation », ce qui implique que M, est dirigé suivant 
l’axe de symétrie du cristal (axe des z): M, — vi. Ayant en vue des 
applications ultérieures, nous admettrons également l'existence 
d’un champ extérieur @ parallèle à la même direction v; l'échan- 
tillon doit posséder la forme d’un cylindre avec l’axe le long de w. 
Le champ à l’intérieur du corps est alors égal à H = G + h. L’équa- 
tion de mouvement linéarisée (que nous écrivons après l’avoir multi- 
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pliée par À) s'écrit 
. 9 dd ÿ N 
— iem = 2BM/ {(ak+x +) (vx m)—(vx h)}. (70,9) 


Pour un cristal uniaxe &« = 4, sin° 0 + @&, cos? 8, où 6 est l’angle 
entre k et w. 

En y portant h de (70,7) on écrit l'équation en termes des com- 
posantes (il est recommandé de disposer l’axe des x dans le plan 
passant par les directions de v et n). De la condition de compati- 
bilité des équations obtenues pour m, et m, on déduit la loi de dis- 
persion 


en [(a+K+ SE) (a+ + ansint0) |". 
(70,10) 


On notera que par suite de la présence du terme sin° 6 = k2/k?, 
le développement de € (k) suivant les puissances des composantes k 
ne présente pas un caractère de puissance simple; la raison en est 
l’action à grande distance des interactions magnétiques. 

L'expression de la forme (70,10) qui a été établie pour un ferro- 
magnétique uniaxe (du type à « axe de facile aimantation ») reste 
valable pour les cristaux cubiques. Cela tient à ce que la variation 
de l'énergie d’anisotropie résultant de petits écarts du vecteur M 
par rapport à sa direction d'équilibre est de la même forme dans les 
deux cas. Pour un cristal cubique avec Æ’ >> 0 la variation OU: 
déterminée par un écart de M par rapport à la direction de M,, 
coïncidant avec l’arête du cube, ne dépend que de l’angle 8 entre M 
et M,et vaut 6Uan — K'M°Ô*. En comparant ce résultat avec l'ex- 
pression analogue ôU,, — KM°6°/2 pour un cristal uniaxe nous 
voyons que pour passer à un cristal cubique avec X’ >> 0 il suffit de 
remplacer dans (70,10) X —> 2X'. On vérifie aussi facilement que 
pour passer au cas d’un cristal cubique avec Æ° << 0 (M, dirigé 
suivant la diagonale spatiale du cube) il faut remplacer K —+ 
— 4 | K' |/3. Signalons aussi que dans un cristal cubique la quantité 
a (n) se réduit à une constante. Pour un ferromagnétique uniaxe du 
type « plan de facile aimantation » (X << 0) la situation est autre: 
la variation ôU:n déterminée par un écart de M par rapport à M, 
dépend aussi bien de l’angle polaire que de l’azimut de la direction 
de M par rapport à celle de M, ; c’est donc un cas particulier qui est 
traité dans le problème à la fin de ce paragraphe. 

Rappelons que la formule (70,10) ne décrit que la partie initiale 
du spectre où les quasi-impulsions k € 1/a et on peut utiliser l’ap- 
proche macroscopique. Pour les grandes valeurs de À vérifiant encore 
cette condition (œk° > 4n, K), l'expression (70,10) se réduit à 


€ (k) = 2BMa (n) À? + 26. (70,14) 
23* 
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Le premier terme coïncide ici avec l'expression (70,4) décrivant 
l'interaction d'échange. L'existence d’un champ extérieur ajoute 
simplement à l'énergie du magnon le terme 26&. Dans cette appro- 
ximation la projection du moment du magnon sur la direction de M, 
est donc égale à —2$. L'excitation dans le corps de chaque magnon 
entraîne une diminution du moment magnétique total du corps de 2$. 

Dans le cas opposé où k — 0 l'expression (70,10) tend vers une 
valeur différente de zéro qui est égale à (pour & = 0) 


e(0)=2BATK (14+ sin 0)”. (70.12) 


Nous voyons que la prise en compte de l’anisotropie magnétique 
détermine l'apparition d'une fente énergétique dans le spectre des 
magnons !). Ce résultat est bien naturel puisque du fait de l’existence 
de l’anisotropie, même la rotation en bloc du moment magnétique 
(i.e. pour k = 0) est liée à une énergie finie. Lorsque k est petit, 
les effets relativistes, quoique faibles, donnent lieu à des corrections 
relativement importantes dans le spectre. 

L'identification du magnon à des excitations élémentaires n'est 
valable que s’il s’agit d'états faiblement excités qui apparaissent 
lorsque le corps se trouve à basse température. Il s'ensuit que dans 
les formules relatives aux magnons, les valeurs de toutes les cons- 
nn matérielles (dont l’aimantation Af) doivent être prises à 
T =0. 

Reprenons l'hypothèse du $ 69 concernant la petitesse de la 
dissipation d'énergie. Dans l'approche quantique la dissipation 
implique que les magnons ont une durée de vie finie par suite de leurs 
interactions mutuelles et avec d’autres quasi-particules. 

En ce qui concerne les interactions mutuelles des magnons, si- 
gnalons tout d’abord que dans l'approximation d'échange le nombre 
de magnons reste constant (chaque magnon contribue à M, de —2$, 
tandis que l'interaction d'échange assure la conservation de M). 
Cette approximation n'autorise donc que les processus de diffusion ; 
la probabilité de ces derniers diminue avec la température, ne serait- 
ce qu’en raison de la diminution du nombre de centres diffuseurs, 
ce qui entraîne que l’amortissement d'échange tend en tout cas vers 
zéro lorsque T -: 0. Nous verrons plus loin ($ 72) que dans l’appro- 
ximation d'échange l’état à un seul magnon est un état rigoureuse- 
ment stationnaire du système ?). 


1) La fréquence correspondante & (0) = & (0)/% est appelée fréquence de la 
résonance ferromagnétique. 

2) Signalons aussi que la section de diffusion mutuelle de deux magnons 
dans l’approximation d’échange tend vers zéro à mesure que leur énergie di- 
minue (cf. $ 73). Cet cffet diminue encore l'amortissement d'échange des ma- 
gnons à basse température. À des températures suffisamment basses les effets 
relativistes interviennent notablement dans les processus de diffusion. 
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A T = 0 l'amortissement des magnons est déterminé uniquement 
par les processus de leur décomposition. Ces derniers ne peuvent 
se produire qu’aux dépens d'interactions relativistes, ce qui implique 
que leur probabilité est faible. En outre, lorsque k est petit, la pro- 
babilité de décomposition diminue toujours en raison de la pe- 
titesse des poids statistiques (i.e. des volumes de phase) des états 
finals du processus. 

L'amortissement des magnons est dû aussi à leurs interactions 
avec les phonons (le rôle d’opérateur de perturbation est assumé 
ici par la partie de l’hamiltonien d'interaction d'échange dépendant 
de la déformation du cristal). A T = 0 un magnon peut donner 
naissance à un phonon, à condition que la quasi-impulsion du mag- 
non soit assez grande, i.e. la vitesse du magnon de/ñ0k doit être 
supérieure à la vitesse du son (voir note au bas de la p. 330). La pro- 
babilité du processus est également petite en raison de la petitesse 
du poids statistique de l’état final. 

Enfin, dans un métal ferromagnétique, le magnon peut exciter 
un électron se trouvant au-dessous de la surface de Fermi (par in- 
teraction d'échange avec les électrons de conduction). Pour les petites 
valeurs de k la probabilité du processus y est petite en raison du faible 
poids statistique des états finals. 


Problème 


Trouver le spectre des magnons dans un ferromagnétique uniaxe du type 
« plan de facile aimantation » (K < 0). 


Solution. L'aimantation d'équilibre M, est contenue dans un plan 
perpendiculaire à l'axe de symétrie du cristal (axe des z); choisissons la direc- 
tion de M, pour axe des r. L'équation linéarisée du mouvement du moment 
magnétique est dans ce cas de la forme: 


—iem=2f {ak?(n,; Xm)—]K] m;n,—{(n, Xb)}, 


où n,, n, sont les vecteurs unitaires dirigés le long des axes de coordonnées, 
le vecteur m étant contenu dans le plan yz orthogonal à M,. En y portant h de 
(70,7), en écrivant l'équation en termes de composantes et en égalant à zéro le 
déterminant du système obtenu, on obtient le spectre des magnons 


e(k)= 28M [ak?(ak2+ |K|)-+4n sin?6 (ak?+ |K] sin? p)l'Æ#, 
où 0 et p sont l'angle polaire et l'azimut de la direction de k par rapport à la 
direction de M, (l'azimut étant compté à partir du plan zz). Lorsque ak? > 1, 


nous retrouvons le spectre quadratique (70,4) et lorsque k— 0, l'énergie du 
magnon tend vers la valeur 


e(0)=4(x |K|) 2BM Isin6sinp|, 


qui s'annule lorsque le vecteur k est contenu dans le plan zz formé par l'axe 
e symétrie et l’aimantation spontanée du cristal. Cette annulation est cepen- 
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dant approximative et lorsqu'on tient compte dans l'énergie d'anisotropie des 
termes d'ordres supérieurs, l’anisotropie se manifeste aussi dans le pas zy, 
ce qui conduit à une fente énergétique finie suivant n'importe quelle direc- 
tion de k!1). 


$ 71. Magnons dans les ferromagnétiques. 
Grandeurs thermodynamiques 


Les magnons excités dans les ferromagnétiques apportent une 
certaine contribution à leurs grandeurs thermodynamiques. Les 
résultats obtenus dans le paragraphe précédent permettent de cal- 
culer cette contribution à des températures basses, i.e. à T  T.. 
En effet, dans les conditions d'équilibre thermique à la tempéra- 
ture 7, la majeure partie des magnons possèdent des énergies e — T. 
Dans le cas du spectre quadratique 


e (k) = 2BA/a (n) k°, (74,1) 


cela signifie qu'aux températures T € T, les magnons excités possè- 
dent des quasi-impulsions # € (T./BMa)'/®. En utilisant l’estima- 
tion (69,7) de & et en évaluant l’aimantation comme M — f/a° 
(le moment magnétique d’une maille élémentaire est de l’ordre de 
plusieurs f) on en tire ak € 1, i.e. la condition de validité des ré- 
sultats du $ 70. 

On calcule les parties « magnoniques » des grandeurs thermodyna- 
miques d'un ferromagnétique comme grandeurs thermodynamiques 
d’un gaz de Bose parfait dont le potentiel chimique est égal à zéro. 
Ainsi, la partie magnonique du potentiel thermodynamique Q@ est 


« 


égale à 


Qu er \ Inq—e-er, VER (71,2) 


(2n)° 


(cf. V (54,4)). La contribution des magnons à l'énergie interne est 
donc égale à ?) 


mag _ e V&k 
Emag = Qmag -T 57 = \ TEL Gp (71,3) 


La contribution des magnons à l’aimantation spontanée est déter- 
minée par la variation de cette dernière avec la température. Elle 
est calculée comme la dérivée par rapport au champ magnétique 


1) Rappelons (cf. VIII, $ 40) que le développement de l'énergie d'aniso- 
tropie suivant les puissances de M est en réalité le développement suivant le 
rapport relativiste v/c (et n'est donc pas lié à la petitesse de M, i.e. à la proxi- 
mité du point de Curie). 

?) Lorsque le potentiel chimique p = 0 (d'où ® = Nu = 0) on a E = 
= O+TS—PV—=TS+Q; l'entropie S — — 9Q/0T. On pourrait écrire 
(71,3) directement sans utiliser (71,2). 
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extérieur 

1 mag 

V 09 | 5-0 
(cf. VIII (31,4)). En dérivant (71,2) on obtient 


* de 1 dk 
Mmes = — | r Bd T7 Eee (71,4) 


Minis = M(T)— M (0) = — 


La dérivée —(0e/0 G) représente le moment magnétique propre du 
magnon. 

Calculons les intégrales (71,3). (71,4) aux températures T > 
5 216M !); on peut utiliser alors l'expression limite (71,1) pour 
décrire le spectre des magnons. En raison de la convergence rapide 
des intégrales, on peut étendre l'intégration à l’espace k tout entier 
(au lieu d’une maille du réseau réciproque). En posant que la quan- 
tité & est constante (pour les cristaux cubiques) et en effectuant la 
&k —+ 4nk°dk on obtient, après une substitution évi- 

ente 


œ 
LE ( atdz y TT (6/2) € (2) 

mA Ant AE À ex —1 AnEASE 
0 


où À = 2fAfa (de sorte que e = Ak°)*). On en déduit pour la chaleur 
massique Cag — 0Emar/OT : 
ST (5/2) L (5/2) 2 T \3/2 
Car = V REC) 73/2 = 0,113 (+)"v. (15) 

Rappelons que cette expression ne représente que la partie magno- 
nique de la chaleur massique ; la chaleur massique du cristal com- 
porte en outre une partie phononique. 

Conformément à (70,11) substituons dans l'intégrale (71,4) la 
valeur —2f pour le moment magnétique des magnons. Pour T > 
> 2rPM on obtient alors 


Tor at ds 
Manc= — ge | (71,6) 
0 
d’où 
M(T)=M (0)— PORC 2 m7 (0)—0,1178 (7/4). (1,7) 


Bien entendu, la contribution des magnons représente la totalité 
de la variation de l’aimantation puisque les phonons ne portent 
aucun moment magnétique. Dans l'intervalle des températures 


2) Pour une valeur typique de M = 2:10 gf cela donne T > 1 K. 
2) Voir V, $ 58 pour le calcul des intégrales de ce type. 
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2nBM € T € T,, l'aimantation spontanée varie comme 7%? 
(F. Bloch, 1930). 

L'existence de la fente (70,10) dans le spectre des magnons dé- 
termine une dépendance exponentielle de Cmag 8t Mmag Par rap- 
port à T dans la gamme des températures encore plus basses. Pour 
T <BKM 


Cars Mmog © exp (—2BKM/T). (74,8) 


La quantité figurant dans le numérateur de l’exponentielle est la 
valeur minimale de la fente énergétique correspondant à 6 — 0 et 
60 — n (cf. problème 1). 

Si l’aimantation spontanée du ferromagnétique à l’état fonda- 
mental est égale à la plus grande valeur possible (valeur dite nomi- 
nale) correspondant à l'orientation parallèle de tous les moments 
atomiques dans le corps, cette valeur ne changera pas si l’on applique 
à ce corps (dans la même direction) un champ magnétique extérieur, 
ce qui signifie que dans cette direction la susceptibilité 4 est égale 
à zéro. 

La prise en compte des interactions relativistes diminue l’aiman- 
tation spontanée (à 7 = 0) par rapport à sa valeur « d'échange » 
et la susceptibilité est alors différente de zéro (T. Holstein, H. Pri- 
makoff, 1940). Quoique cet effet soit très faible, son calcul présente 
un intérêt de principe. 

Dans le calcul des parties magnétiques des grandeurs thermody- 
namiques, nous avons omis l’énergie de zéro des « oscillateurs magné- 
tiques » qui n'apporte aucune contribution à la variation thermique 
de ces grandeurs. L'énergie de zéro correspond à des nombres de 
remplissage des états de magnons égaux à 1/2: 

E (O)nae= | 720) Er 


i (2x) ° 


En conséquence, l’aimantation « de zéro » est égale à 


- OO 1 de dk 
M\(0)= — \ ZT ny : 
Cette intégrale diverge pour les grandes valeurs de k, ce qui implique 
qu'elle dépend surtout des magnons de petite longueur d'onde 
(ka — 1) que l’on ne peut traiter macroscopiquement. Or nous ver- 
rons plus loin que la variation de l’aimantation due aux effets rela- 
tivistes est déterminée par la partie du spectre des magnons corres- 
pondant aux grandes longueurs d'onde et peut être calculée à l’aide 
des formules établies au $ 70. 

Pour simplifier, nous considérerons un cristal cubique et nous 
négligerons la constante d’anisotropie qui est alors petite, ce qui 
revient à écrire le spectre des magnons (70.10) sous la forme: 


e (k) = 28 ((bk2+ 6) (bK+ G+4nM sin26)]/2, (71,10) 


(71,9) 
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où b = aM ; aux effets relativistes correspond dans cette expression 
le terme 41M sin° 6 qui résulte de la prise en compte de l'énergie 
magnétostatique. La variation ÔM cherchée de l’aimantation due aux 
effets relativistes s'obtient en soustrayant de (71,9) une intégrale 
semblable avec esen (k) = 2Bbk° + 2BG à la place de e (k): 


M = —+ \ & {e (k)— &con Ar - (71,41) 


Cette intégrale converge déjà pour les grandes valeurs de k?). 
Pour effectuer le calcul il est recommandé de dériver sur M avec b 

constant (c’est pour cela que nous avons introduit la notation b 

dans (71,10)). Après quelques transformations simples, on obtient 


‘TH © 
05M __ __ 4nfM ( ( sint 6.21k° dk-sin 6 d@ 
0M (2) à à CEA GES FAN Sn * 


En raison de la convergence on peut étendre l'intégration sur dk 
jusqu’à l'infini. 

Pour G = 0 le calcul de l'intégrale se simplifie; en intégrant 
ensuite sur A7 on obtient 

1 _ VB , 
ôM=—-ss—. (71,12) 
Cette quantité est très petite: ÔM/M — 106. 

Si le champ extérieur est grand ($ > 4rM), on peut négliger 
le terme 4nxM sin° 6 dans le dénominateur de l'expression sous le 
signe d'intégration. Après cela le calcul fournit le résultat suivant: 

__ 2apMtr# 
ôM — — 15@3/2$5172 * (71,13) 
Lorsque G — co, ÔM tend vers zéro. 

Indiquons, pour conclure, que si l’on essayait d'utiliser la mé- 
thode que nous avons appliquée ci-dessus au cas tridimensionnel pour 
étudier la variation thermique de l’aimantation d’un ferromagné- 
tique bidimensionnel, on obtiendrait, dans l’approximation d’é- 
change, à la place de (71,6), une intégrale logarithmiquement diver- 
gente. Cela signifie que l aimantation spontanée d’un système bidi- 
mensionnel à interaction d'échange est nulle à toutes les tempé- 
ratures différentes de zéro (T =£ 0). Cette situation est analogue à 
celle que nous avons décrite au $ 27 dans le cas d’un liquide de Bose 
bidimensionnel (dans V, $ 137 il s'agissait d’un cristal bidimension- 
nel). Le fait que l’énergie du système est indépendante de la direction 


1) Afin d'éviter toute confusion, signalons que ce procédé ne permet pas 
de calculer la correction à l'énergie de l’état fondamental, car sans dérivation 
par rapport à {5 l'intégrale de e — ex diverge lorsqu'on utilise les expres- 
sions du spectre de magnons établies pour les grandes longueurs d'onde. 
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du moment magnétique a pour conséquence que dans l’expression 
de l’énergie ne figurent que les dérivées du vecteur M; cela a pour 
conséquence la divergence des fluctuations et la disparition de l’ai- 
mantation (dans le cas bidimensionnel). La prise en compte des inter- 
actions relativistes qui dépendent de la direction de M stabilise les 
fluctuations et rend possible l'existence d'un ferromagnétique bidi- 
mensionnel. 


Problèmes 


1. Calculer les parties magnoniques des grandeurs thermodynamiques 
à une température T< e (0). 

Solution. Il convient de tenir compte des magnons de petites quasi- 
impulsions k se propageant dans la direction le long de laquelle la fente est 
minimale, i.e. près de 8 = 0 et 6 = x; ces deux valeurs fournissent des contri- 
butions égales. Par exemple, pour les petits 6 nous avons, à la précision désirée, 

e(k)=26KAM+AK+ 4npME?, 


où À = 2BMa pour les cristaux cubiques ou À = 264; pour les cristaux 
uniaxes du type « axe de facile aimantation ». Aux Hope considérées 
la distribution des magnons peut être considérée comme boltzmannienne (i.e.on 
peut négliger l'unité dans les dénominateurs des expressions sous le signe d’inté- 
gration) et on peut remplacer dans tous les facteurs préexponentiels e (k) par 
e (0). L'intégration sur # et sur 6 est étendue jusqu'à œ et on trouve 
kTS:2 2BAM Emag 
ae Vans XP (— T ] " More 


Pour calculer la chaleur massique, il suffit de dériver le facteur exponentiel 
Cmag = 2BKMT-*Emag. 


2. Déterminer la variation de l’aimantation en fonction du champ exté- 
rieur lorsque 9 > 41 M et T > BS. 
Solution. Dans les conditions indiquées on peut négliger les termes 
relativistes et écrire e (k) sous la forme (70,11). Ayant dérivé (71,4), il vient 
OM _ 4p° [ eelT dk 
99 T (et/T_4qp (2x) ” 


Dans l'intégrale seules importent les petites valeurs de k. C'est pourquoi 


Em 


OM À iger À 124 LT ï k° dk 
6 APT | mue | arme 
U 


que avons posé a& = const; M, est la valeur de M pour & = 0). On obtient 
inalement 
a à 
dp — Sn (aMo)#2 QU * 
Ainsi, dans les conditions considérées, M — M, © Gl3. 
3. Déterminer la dépendance de l'aimantation à T = O0 par rapport au 
champ extérieur en champ faible. 
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Solution. En dérivant l'intégrale (71,11) avec e (k) de (71,10) par 
rapport à % on obtient 


0M \ 4n°BME sint 6 d‘k 
09  Jj ((@Mkt+4nMosin 046) (aMok2+ D) (2n)s * 


Lorsque $ — 0, l'intégrale sur dk diverge logarithmiquement pour les petits k. 
En conséquence, si l'on se contente d'une approximation logarithmique, on 
peut poser k = 0, % — 0 dans le premier multiplicateur du dénominateur, et 
$ = 0 dans le second, tout en bornant l'intégrale par le bas pour k° = G/aM, 
et par le haut pour &° = 4x/œ. On trouve alors 


M B z 41Mo 
09 32 y/n Mal? $ 


Rappelons que dans (71,10) on a négligé K. Pour $& KM, dans le logari- 
thme $ doit être remplacé par AM,. 

4. Déterminer, dans l’approximation d'échange, la fonction de corrélation 
spatiale des fluctuations de l’aimantation aux distances r > a. 


Solution. Les opérateurs M, et my qui vérilient la règle de commu- 
tation (70,6) et que l’on exprime en termes des opérateurs de création et d’annihi- 
lation des magnons se présentent (dans la représentation de Schrüdinger) 
sous la forme: 

ES ES a : 
mx (r)=(BM/VUE D (agelkt age ike), 
k 


my (r) = (BMIV)U2 D (aeikt—ate” ile), 
k 
Ces opérateurs permettent de calculer la fonction de corrélation 


qu Gr) Ge Ces) nr) Cr.) Me (r)) = nr 


(les indices i, k parcourent les valeurs z, y). En remarquant que les éléments 
matriciels diagonaux non nuls ne participent qu'aux produits (afa,) = n, 
(aat) = "% +1 (rx étant les nombres de remplissage des états magnoni- 


ques), il vient 


qun (= êun | 26 (met) cit 


L'expression sous le signe d'intégration fournit directement la composante 
de Fourier de la fonction de corrélation. Dans cette expression on peut omettre 
le terme constant, car à ce terme correspond le terme à fonction Ô dans @;4 (r), 
tandis que toute notre analyse concerne uniquement les distances r > a. Ainsi, 


qun (k)=2BMniôrn =2BM [eVT 4; En. 
A; la limite classique, pour e& T, on a 
qu (k) = Or T/ak?. 
Dans un ferromagnétique cubique & = const et on trouve alors 
qan (r) = GsaT/4nar, r'>(BMa/T)'!#. 
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$ 72. L’hamiltonien du spin 


Pour trouver la loi de dispersion des magnons dans tout l’inter- 
valle de variation de la quasi-impulsion (et non plus seulement à la 
limite des grandes longueurs d'onde), il faut utiliser des conceptions 
plus fines sur la structure microscopique des ferromagnétiques. 

Considérons un diélectrique composé d’atomes possédant un 
moment orbital nul, mais un spin S différent de zéro. Si l’on n’en- 
visage pas les états fortement excités liés à l'excitation des envelop- 
pes électroniques des atomes, on peut prendre la moyenne de l’ha- 
miltonien du système sur les variables orbitales des électrons des 
atomes à l’état fondamental (les noyaux des atomes étant fixés aux 
nœuds du réseau). On obtient alors l'hamiltonien du spin du système 
considéré ne contenant que les opérateurs des spins globaux des 
atomes !). 

Si l’on ne tient compte que de l'interaction d'échange qui ne 
dépend que des orientations relatives des spins, les opérateurs des 
vecteurs spins des atomes ne peuvent figurer dans l’hamillonien que 
sous forme de combinaisons scalaires. Du point de vue de la métho- 
dologie, est particulièrement instructive l’étude du système décrit 
par l’hamiltonien le plus simple du type considéré: 


À 6er == _; nl Than; Jam = J (rn— rm), (72,1) 


mn 


où la sommation est étendue à tous les atomes; les indices « vecto- 
riels » m et n (à composantes numériques entières) numérotent les 
nœuds du réseau; r, en sont les rayons vecteurs. Les nombres J,m 
sont appelés intégrales d'échange (cf. III, $ 62, problèmes) ?). Lors 
de sommations indépendantes sur m et n, chaque paire d’atomes 
figure deux fois dans la somme (72,1) et, comme de bien entendu, 
Jam = Jun. 

Dans (72.1) on suppose que les atomes magnétiques présents dans 
le réseau (un par maille élémentaire) sont identiques. L'hypothèse 
qui se trouve à la base de cet hamiltonien consiste en ce que les ato- 
mes dans le réseau se trouvent à des distances relativement grandes 
les uns des autres. L'intégrale d'échange est déterminée par le « re- 
couvrement » des fonctions d'onde de deux atomes et décroit très 
rapidement (suivant une loi exponentielle) lorsque la distance entre 


1) C'est une procédure analogue à celle que l'on utilise pour construire 
Le RéniNomens d'atomes séparés décrivant la structure fine de leurs niveaux 
cf. III, $ 72). 
2) La description de l'interaction d'échange par l'hamiltonien du spin 
a été élaborée par P. A. M. Dirac en 1929. L'hamiltonien (72,1) a été introduit 
par J. H. van Vleck (1931); on le considère comme hamiltonien de Heisenberg 
car il correspond au modèle des ferromagnétiques élaboré par ce dernier. 
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eux augmente. Pour un système d’atomes éloignés l’un de l’autre, 
on peut donc admettre que l'interaction cest du type paire en consé- 
quence de quoi on ne trouve pas dans (72,1) de termes contenant des 
produits d'opérateurs du spin de plus de deux atomes. A la même 
approximation on peut admettre que l'interaction d'échange entre 
deux atomes est toujours assurée par une seule paire d'électrons — 
un par atome. Dans.ces conditions l'opérateur d'interaction sera 
formé de façon bilinéaire avec les opérateurs du spin des électrons, 
et après moyennage sur les états des atomes, de façon bilinéaire avec 
les spins atomiques (C. Herring, 1966) ?). 

Le système décrit par l’hamiltonien (72,1) sera ferromagnétique 
si les intégrales d'échange Jmn > 0. Calculons l'énergie de l’état 
fondamental du système. Si nous supposons que le ferromagnétique 
est soumis à l’action d’un champ magnétique extérieur G, on devra 
adjoindre à (72,1) l'opérateur 


V= — GX Êm: (72,2) 


(l'axe des z est dirigé suivant le champ). L'opérateur Ÿ Sa de la 
projection du spin total du système commute aussi bien ‘avec Hé 


qu'avec V; on peut donc classer les états du système d’après les 
valeurs propres de cette quantité. 

Dans le cas d’un système ferromagnétique, à l’état fondamental 
correspond la plus grande valeur possible de la projection du spin 
total qui est égale à NS, N étant le nombre d’atomes dans le système 
(le champ extérieur ne fait que rendre évident l’axe choisi). Notons 
%o la fonction d’onde normalisée du spin de l’état fondamental. 

La valeur maximale VS de la projection du spin total ne peut être 
atteinte que si la projection du spin de chaque atome individuel pos- 
sède sa valeur maximale S. Par conséquent, #, est simultanément la 


fonction propre de chacun des opérateurs Sh.: 


Snzko — So: (72,3) 
Introduisons les opérateurs S: — S,; + iS, qui vérifient les 
règles de commutation 
5,8. — S$S,—25, SSi— SiS, = +$2 (12,4) 
(cf. III (26,12)). Les éléments matriciels de ces opérateurs s’écrivent 
comme suit: 


(Sz1S+1S3—1) = (S;, —11S_1S,) — 
= VS +S)(65—S,+1) (72,5) 


3) Dans ces conditions la sommation dans (72,1) doit être faite unique- 
ment sur les paires d'atomes voisins. Cela ne simplifie pas les formules et nous 
n'en tiendrons pas compte de façon explicite. 
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(cf. III, (27,12)). L'opérateur Se augmente d’une unité et $_ dimi- 
nue d’une unité la valeur de la projection S.. Ecrivons encore 


Sad n Te Sais + + (Ém+$n- + Sue) 
et ensuite 
À = —+ > Jon (Sw2$ 02 Ts Êm-$n+) nn 2BS » $ me (72,6) 
msn m 


où on a utilisé la symétrie Jun = Jam et la commutativité des opé- 
rateurs concernant des atomes différents. 


Comme les opérateurs S,+ ne possèdent des éléments de matrice 
que pour les transitions donnant lieu à une croissance des nombres 
S;: l'état correspondant aux plus grandes valeurs de ces nombres 
est caractérisé par 


Sn+%Xo = 0 (72,7) 
(ce résultat apparaît aussi dans les expressions explicites des élé- 


ments matriciels (72,5)). Il s'ensuit qu’en faisant agir l’hamiltonien 
(72,6) sur la fonction d’onde %,, on obtient 


a ! : 
H% = {— » JunS?—2BGNS) Lo. 
mn 
L'expression entre accolades est l’énergie Æ, de l’état fondamental. 
En remplaçant la sommation sur m et n par une sommation sur m 
et sur q = n — m, on écrira E, sous la forme définitive 


E,= 5 NS D Ja—2BSNG. (72,8) 
qa#0 


Dans cet état le moment magnétique total du système est égal à 
2BSN. 

L'état qui suit dans l’ordre de décroissance de la projection du 
spin total correspond à la valeur NS — 1 de cette dernière ; cet état 
correspond à l'excitation d’un magnon de moment magnétique —2f. 
L'état qui possède cette valeur de la projection du spin total est 
caractérisé par la fonction d'onde 


(2SY 12 Sao (72,9) 
dans laquelle, sous l'action de l'opérateur £a, la projection du 
spin de l’un des atomes a été diminuée de 1 ?). Cette fonction n'est 


1) On vérifie aisément la normalisation de la fonction (72,9) en remarquant 
que 


Ent" (S n_40= 185$ no = (S 1 Sn4Sn- | S)= 
={S ] Sa+ JS—1) {S—11 Sn- | S)=2S. 
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cependant pas une fonction propre de l’hamiltonien du système, car 
on n’a pas encore tenu compte de la symétrie de translation du réseau. 
La fonction propre de l’hamiltonien doit être construite comme une 
combinaison linéaire des fonctions (72,9) avec tous les numéros n. 
Les mêmes raisonnements que ceux que nous avons développés au 
$ 55 pour définir les fonctions de Bloch de l’électron placé dans un 
champ périodique montrent que pour tenir correctement compte de 
la symétrie de translation, la combinaison linéaire doit être de la 
forme : 


x = (2NSY 2 S'eikrns,_ 4, (72,10) 
L'] 


(le facteur V-{/# est le facteur de normalisation). Le vecteur cons- 
tant k nest autre que la quasi-impulsion du magnon. 

L'énergie e (k) du magnon est égale à la différence Ex — Eo 
entre les énergies de l’état excité et de l’état fondamental du système. 
En conséquence. 


(À — En) x = 8 (k) 4. 
En portant dans le premier membre de cette égalité l'expression 
(72,10) et en remplaçant ensuite Eo%0 par Ho, il vient 


e(k) 4x =(2NSy 29 en (HS —$n_H)%. (72.11) 


On évalue sans difficulté le commutateur en écrivant Æ sous la 
forme (72,6) et en utilisant les règles de commutation (72,4). En 
tenant compte une nouvelle fois de la symétrie des coefficients Jun 
on obtient 


ÀËn-— 8n-4 =" Jon (SmrSn- — Sn:$m-) + 2868 n-. (72.12) 
m 


En portant cette dernière expression dans (72,11), en utilisant (72,3) 
et en sommant sur q = n — m, on obtient 


e (k) Xx = {s 2 Ja(t—e*"a) +285) ke 


L'expression entre accolades est l'énergie cherchée du magnon. La 
partie imaginaire de l'expression sous le signe somme, étant une 
fonction impaire de ra, s’annule à la sommation et on trouve fina- 
lement 


e(k)=S à Ja(1— cos kra) + 2S (72,13) 
a 
(F. Bloch, 1930). 


Cette formule est l'expression exacte de la loi de dispersion des 
magnons dans le système décrit par l’hamiltonien (72,1). Dans le 
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cas limite des petites valeurs de k, elle se transforme tout naturelle- 
ment en la loi quadratique: 


e(k)=+ Skikx D Jarairar + 286 (72,14) 
qa#0 


Le point de Curie du système considéré se trouve à la tempéra- 
ture T. = J, de sorte qu'aux températures T 5 J, le système est 
à priori paramagnétique. À ces températures on peut négliger, en 
première approximation, l'interaction entre les atomes, ce qui 
entraîne que la susceptibilité magnétique du système coïncide avec 
la susceptibilité du gaz parfait d’atomes de spin S et est donnée 
par la formule 


N 4BS(S+1 ” 
=} SEEN (72,15) 


(cf. V, $ 52); la susceptibilité est rapportée à l’unité de volume. 
Cette expression est le premier terme du développement de la fonc- 
tion x (T) suivant les puissances de 1/7. Les termes suivants du 
développement dépendent déjà des interactions mutuelles des ato- 
mes; nous allons calculer le premier de ces termes. 

La susceptibilité (en champ nul) est définie comme la dérivée 
x = 0M/0$ lorsque G —+ 0, l’aimantation M étant calculée comme 


la dérivée de l'énergie libre: VM — —0F/0ÿ. Pour résoudre le 
problème posé, on doit évaluer # aux termes en <1/T° près. 

Partons de la formule F = —T In Z, où Zest la somme statis- 
tique : 


E E° E3 
Z=Ye-Enre S (1H), 
n n 


s 


la sommation étant étendue à tous les niveaux d'énergie du systè- 
me !). Le nombre total de niveaux dans le spectre du système con- 
sidéré est fini et égal au nombre de toutes les combinaisons possibles 
des orientations des spins atomiques par rapport au réseau. Comme 
chaque spin peut présenter 2S + 1 orientations, le nombre en ques- 
tion est égal à (2S + 1)N. En désignant par un trait horizontal la 
moyenne arithmétique simple, récrivons Z sous la forme: 


soi _ 
Z= (2540) [17 Et 57 EE). 
La valeur moyenne E" = Tr A"/(2$ + 1)N. En utilisant la 


propriété connue de la trace d’un opérateur, on peut la calculer en 
partant de n'importe quel système complet de fonctions d’onde; 


1) Les calculs ultérieurs de l’énergie libre correspondent aux calculs donnés 
dans V, $ 73 que l’on prolonge jusqu’au terme suivant du développement. 


$ 72] L'HAMILTONIEN DU SPIN 369 


posons que ce sont les fonctions correspondant à tous les ensembles 
possibles des orientations des spins atomiques. Dans ces conditions 
le calcul de la moyenne se réduit au calcul de la moyenne 
indépendant de chacun des spins sur ses orientations, avec £ = 0. 
En prenant maintenant le logarithme de Z et en développant une 
nouvelle fois suivant les puissances de 1/7, on obtient à la même 
approximation 


F=—TNIn(25+1)—-E+ ES. (72,16) 


Dans cette expression nous retiendrons les termes en G° puisque 
ce sont les seuls qui donnent une contribution à la susceptibilité. 
En omettant tous les autres termes et en remarquant qu'au moyen- 


nage les puissances impaires des composantes du spin s’annulent, 
il vient 


= GE 5 gr _ Me 1 


= Sms D) mn (Sn8n:)(SmSm:). 


nsm 


Les valeurs moyennes sont égales à 
Sn:Snx = Sn:S ny = 0, SE, = S(S +1)/3. 


On obtient ainsi 


Pa — D PENS(S 41) pr PENSUS AP D Jos 


q#0 
d'où l'expression définitive de la susceptibilité 
__ 4B2S (S +1) N S(S+1) 
a 


On notera que le signe du terme correctif placé entre crochets dépend 
du signe de l'intégrale d'échange. 


Problèmes 


1. Trouver la partie magnétique de la chaleur massique du système décrit 
par l’hamiltonien (72,1), aux températures T > J. 
Solution. Le premier terme du développement de la chaleur massique 


suivant les puissances de 1/7 provient du terme — E/2T dans l'énergie libre 
(72,16). En calculant par le même procédé la moyenne du carré de l'hamilto- 
nien (72,1) on obtient 


1 Rs SUN Ne 
Et=2 2 TanSmiSmaS ni9 na = 3 9 + D Ja 
mn qg#0 
2401124 
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(puisque S;8; = S(S + 1) 6x/3). On trouve enfin pour la chaleur massique 


NS2(S+1 = 
Cas =$r— D dé 
qa#0 
conformément à V (73,4). 


2. En négligeant l'interaction entre les spins, calculer l’aimantation d'un 
paramagnétique pour une relation arbitraire entre BQ et T. 
Solution. La somme statistique (pour un spin dans le champ) est 
égale à 
= 289 h [286 (S + 1/2)/T 
z= > exp (— S2)=° 1289 ( 12/T] 


Per T sh (B&/T) 


En calculant l'énergie libre et en la dérivant par rapport à $ on trouve l'ai- 
mantation 
2BN 


us (s + +) cot 


285 (S+1/2) _ 1 BS 
V DT 27} 


M= 


(L. Brillouin, 1927). Lorsque BG & T, cette expression se ramène à (72,15). 
A la limite inverse où f£% T, l'aimantation tend vers sa valeur nominale 


selon la loi 


ms fie (2). 


$ 73. Interaction des magnons 


La question de la contribution qu’apporte l'interaction des ma- 
gnons à la partie magnétique des grandeurs thermodynamiques d’un 
ferromagnétique présente un intérêt méthodologique essentiel ; 
rappelons que les calculs du $ 71 se fondaient sur le modèle d’uu 
gaz parfait de magnons sans aucune interaction mutuelle. Considé- 
_ le cas d’un système décrit par l’hamiltonien d'échange de spin 
(72,1). 

N'ayant en vue que le calcul de la contribution de l’ordre le plus 
bas relatif au petit rapport 7/T,, nous pouvons nous contenter du 
cas des interactions paires des magnons. Cela signifie que nous con- 
sidérerons les états du système à deux magnons où la projection du 
spin total est égale à VMS — 2. 

A cette projection correspondent les fonctions d'onde 


Xnm = [4S (25 — 1712 nn Lo, 


AL (73,1) 
Xmn =(2S)"! Sm-Sn- Xo mn; 
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comme les opérateurs de spin d’atomes différents sont commutatifs, 
ON à Ymn — {nm !). Les fonctions (73,1) sont normalisées par la con- 
dition Ymn Xmn — 1, résultat que l’on vérifie aisément en expli- 
citant le produit exactement de la même façon que nous l’avons fait 
pour vérifier la normalisation dans (72,9). Le même procédé permet 
de s'assurer de l’orthogonalité mutuelle des différentes fonctions 
nn: 

Les fonctions (73,1) ne sont pas telles quelles des fonctions pro- 
pres de l’hamiltonien. Les fonctions d'onde des états stationnaires 
à deux magnons du système doivent se présenter comme des combi- 
naisons linéaires déterminées des fonctions %mn que nous écrirons 
sous la forme: 


{ . . 
= D 75 mnfan + À Vnaknn (73,2) 
mn n 

(puisque Ymn €t Xnm Sont identiques, on doit poser aussi que Ymn = 
= nm). L'ensemble des coefficients ÿ%h forment la fonction d'onde 
dans la représentation dans laquelle les variables indépendantes sont 
les numéros repérant les atomes dans le réseau. Le facteur 1/2 a 
été introduit dans la première somme de (73,2) pour que le carré du 
module | 4 |? soit égal à la somme Ÿ |Ÿmn |? dans laquelle chacun 
des Ymn différents ne figurait qu’une seule fois. 

En utilisant le procédé qui a permis de trouver l'équation (72,11) 
pour les fonctions d'onde des états stationnaires à un magnon, nous 
trouverons que les fonctions (73.2) doivent vérifier une équation 
analogue 


ç Ÿmn ,f à 6 Ÿ, 7 & à à 
E= D gs Us $m-Sn-}4o+ D PDT {#3 Sn-Sn-} Xor 


msn 
(73,3) 


où & — E — E, est l'énergie de deux magnons en interaction mu- 
tuelle (les accolades désignent le commutateur). 

Explicitons les commutateurs dans le second membre de l’équa- 
tion (73,3); remarquons d’abord que 


{À, Sm-$0-}= {À $m-} $n- + 8m- {À, n-}, 


et utilisons l’expression (72,12) des commutateurs {H, Se En- 
suite, compte tenu des règles de commutation (72,4), déplaçons les 


opérateurs S, dans la position extrême droite où, agissant sur la 


1) Si le spin est S — 1/2, la double application du même opérateur So 
à la fonction x, de l'état fondamental annule cette dernière. Dans ce cas 
toutes les fonctions « diagonales » x, == 0. 


24e 
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fonction %, ils la multiplient par S. On obtient ainsi 


{À, Sabse) Xo= S x [Ji ($m - —&-) Éa- Æ 
+ Jni (Se =) sl %o + Ômn > Faso 


— Jmn9m- 9n-%9 + 486$ m-$n-X0: (73,4) 


pour alléger l'écriture nous n'avons pas indiqué les limitations im- 
posées aux indices de sommation; les sommations sont étendues à 
toutes les valeurs de 1, mais il est sous-entendu que tous les Ju 
« diagonaux » sont nuls : Ju = 0. 

Le calcul ultérieur se ramène à substituer (73,4) dans l'équation 
(73,3) et à identifier les coefficients placés auprès des fonctions 
identiques %mn Se trouvant dans les deux membres de l'égalité. 
Les calculs sont simples quoique laborieux et fournissent finalement 
le système d'équations suivant pour les quantités mn : 


(2JS — €) mn = S 2 (Jimbin + Jin im) + JmnŸmn — 
+ As Hs (mm + Yan) + 20mn 2 Jimi |; (73,5) 


4-2) 


et J désigne la somme 5 Ju ‘qui ne dépend évidemment pas de 
1 


l'indice n1). 

Passons dans cette équation de la représentation des coordonnées 
(les variables indépendantes sont les coordonnées r,, rm des atomes) 
à la représentation des impulsions, ce qui revient à poser 


Ya = + etKEm+rn)/2 > pK, k) etkFm-fn) (73,6) 
k 


Le vecteur K joue le rôle de la quasi-impulsion totale des deux ma- 
gnons, et k celui de la quasi-impulsion de leur mouvement relatif; 
la sommation se fait sur V valeurs discrètes de k permises pour un 
réseau de volume Vv (N est le nombre d’atomes dans le réseau, 
v le volume de sa maïlle élémentaire). Avec mn on doit mettre sous 


1) Ces équations restent valables dans le cas où le spin S = 1/2 et tous 
les ÿ,, sont arbitraires. On notera que pour S — 1/2, toutes les quantités 4, 
« diagonales » sont éliminées entre les équations avec m  n. Quant aux équa- 
tions avec m = n, on doit admettre dans ce cas qu'elles n'existent pas. 
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orme de séries de Fourier les intégrales d'échange: 


Jan = D mn) (k), J(k)= D Jone tre" tn) (73,7) 
k 


(vu que Jmn = Jnm, 0n à J (k) = J (—k)). 
En omettant des calculs intermédiaires simples, nous présentons 
le résultat final de la transformation de l'équation (73,5): 


[e(S+k)+e(S-k)-8]v& 0+ 

+ TU, k LH K, kr) or = 0, (73,8) 
ou 
NU(K, k,k)=46[J(5+k)+J(Ek)+ 
+J(5+k)+7 (5) ER +R, (78,9) 


et e (k) est l’énergie d’un magnon définie par (72,13); la sommation 
sur k’ est remplacée par l'intégration dans une maille du réseau ré- 
ciproque. j 

Ainsi le problème exact (dans le cadre de l’hamiltonien (72,1)) 
des états à deux magnons du système considéré se ramène à la réso- 
lution d’une équation tout à fait analogue à l’équation de Schrô- 
dinger écrite pour un système de deux particules dans la représen- 
tation des impulsions (cf. III, (130,4)). Dans ce cas les fonctions e (k) 
jouent le rôle d'énergies cinétiques des particules, tandis que le 
noyau de l'équation intégrale U (K, k, k’) joue le rôle de l'élément 
matriciel de l’énergie U de leur interaction pour le passage (la diffu- 
sion) des états d’impulsions k,, k, aux états d’impulsions k;, k;, où 


k=i+k k=Ë-k, k=+k, k= sk. 


Dans ce sens il est opportun d'écrire U (K, k, k’) sous la forme: 
NU, k$5 ki, k)= 4817 (k:)+ 9 (2) +97 (ki) +7 (k)]— 
1 ” LA _ 
—35 1 k—k)+J(k—k,). (73,10) 


Dans le cas général les équations (73,8), (73,9) sont très compli- 
quées, aussi nous ne calculerons les corrections aux grandeurs ther- 
modynamiques que dans l'hypothèse S 5 1. Ce cas est simple, car 
l'énergie e (k) des magnons est proportionnelle à S, tandis que leur 
interaction U ne dépend pas de S (pour S > 1, dans (73,9) le coeffi- 
cient Às 1/4). On peut donc considérer U comme une petite per- 
turbation et la correction Q,,t (due à l'interaction des magnons) 
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au potentiel thermodynamique Q sera alors égale à la valeur moyenne 
de LU. En prenant « l'élément de matrice diagonal » 
Ll 
U(k,,k,; ki, k)=-7 19 (k)+J7 (ke) —J (ki—ke)—J (0), (73,11) 
nous prenons la moyenne sur l’état caractérisé par des quasi-impul- 
sions données des magnons. Après cela, la moyenne statistique sur 
la distribution d'équilibre des magnons se laisse calculer par inté- 
gration 
Vidk1dk 

Ont = | »(k) 2 (KA) U ke; ke, Ke) EEE, (73,12) 
où nr (k) = [exp (e (k)/T) — 1]-1 est la fonction de distribution de 
Bose. 

Aux basses températures l'intégrale est déterminée dans le 
domaine des petites valeurs de k,, k,, ce qui permet de développer 
e (k) et J (k) suivant les puissances de k. Alors e (k) est donné par 
l'expression quadratique (72,14). Comme J (k) est une fonction paire 
de k, les premiers termes de son développement sont également qua- 
dratiques: 

| J (k) & J (0) + axkikr] 
On a alors, 


1 
U(k, k; ki, ke) = Gino. 


Lorsqu'on substitue cette expression impaire en k,, k, dans (73,12), 
l'intégrale s’annule lorsqu'on prend la moyenne sur les directions 
de k, et k.. ; 

I] s'ensuit que l'on doit tenir compte, dans le développement de 
J (k), des termes du quatrième ordre et de ce fait, dans l'intégrale 
(73,12), la fonction U (k,, k, ; k,, k.) est une forme de quatrième 
degré ; les termes de cette forme quadratiques en k, et k, fournissent 
à l'intégrale une contribution différente de zéro. En raison de la 
convergence rapide, l'intégration peut être étendue à la totalité de 
l’espace k. En effectuant le changement des variables k =k VT, 
on constate que la dépendance de Q@,,. en fonction de T et Gest de 


la forme: 
Qint = VTSf (G/T), (73,13) 


où f (0) et f’(0) sont finis. 11 s'ensuit que le terme correctif à .'aiman- 
tation 


Mint = — + Et Fe const. T4, (73,14) 


Le terme correctif à la chaleur massique est régi par la même loi ?). 


1) Ces résultats (dans le cas général d'un spin arbitraire) ont été obtenus 
par F. Dyson en 1956. La démonstration de (73,5) que nous avons exposée ci- 
dessus est inspirée de À. J. Boyd, J. Callaway (1965). 
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Nous voyons que l'interaction entre les magnons n’entraîne des 
corrections aux grandeurs thermodynamiques qu'aux ordres d'ap- 
proximation supérieurs en 7/T.. Rappelons que les principaux termes 
de l’aimantation et de la partie magnétique de la chaleur massique 
varient selon la loi en 7%. Entre ces termes et les corrections pro- 
venant de Q,,. on trouve encore des termes proportionnels à T“/° 
et 77/2 provenant des termes suivants du développement de l'énergie 
e(k) des magnons suivant les puissances de k?. 

A l’aide des équations ci-dessus on peut étudier la question des 
états liés de deux magnons. Ces états se manifestent comme des va- 
leurs propres discrètes (pour un K donné) de l’équation (73,8). En 
tant que fonctions de la variable K, ces valeurs propres & (K) 
constituent de nouvelles branches des excitations élémentaires dans 
le système. L'analyse de ce cas montre cependant que ces états n’exis- 
tent que pour des valeurs suffisamment grandes de K ; c’est pour cela 
qu’ils ne se répercutent pas sur les grandeurs thermodynamiques 
des ferromagnétiques aux basses températures !). 


Problème 


En supposant que S > 1, calculer, dans le cas de l'interaction entre les 
magnons, les termes correctifs à l'aimantation et à la chaleur massique pour 
le réseau cubique dans lequel les intégrales d'échange ne sont différentes de 
zéro que pour les paires d'atomes voisins (le long des axes cubiques). 


Solution. Chaque atome est entouré de six atomes qui en sont les 
plus proches voisins. D'après la définition (73,7) on a 


J(k)=2J, (cos ka cos k,a+cos ka), 
où J, est l'intégrale d'échange pour une paire d’atomes voisins et a la longueur 
de l’arête de la maille cubique. Pour les petites valeurs de k 
4 
7 & Jo[2 a+ (4+4+ |, 
d’où 


1 
U (ur kaï Kus k)= —T (ÉkEe + M hy + RÉLKE) 


(on a omis les termes impairs en k, et k,). Selon (72,14), l'énergie du magnon 


est égale à 
e(k)=SJo0tk?+ 286. 
Après calcul de l'intégrale (73,12) on obtient les résultats suivants: 
Mint __ _ 3n& (3/2) & (5/2) ( T V Ce = 1978 (5/2) N T )* 
M — 25° ans, | * “nt S AnSJ, 
(5 est la fonction dzéta). 


1) Cf. M. Wortis, Phys. Rev. 132, 85 (1963). IL s'agit d'un réseau tridi- 
mensionnel. Dans les cas bi- et unidimensionnels les états liés des magnons 
existent pour toutes les valeurs de k. 
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$ 74. Magnons dans les antiferromagnétiques 


Dans les antiferromagnétiques les moments magnétiques de tous 
les électrons se compensent mutuellement dans les limites de cha- 
que maille élémentaire du réseau cristallin (à l’état d'équilibre en 
champ magnétique nul). En toute rigueur, la densité du moment 
magnétique est répartie dans tout le volume de la maille élémentaire, 
mais dans les cristaux des diélectriques antiferromagnétiques on 
peut admettre avec une bonne approximation que cette densité est 
localisée en atomes séparés, ce qui permet d’attribuer à chacun de 
ces atomes un certain moment magnétique. En se retrouvant périodi- 
quement dans toutes les mailles, ces moments créent, dans les anti- 
ferromagnétiques, des sous-réseaux magnétiques. 

Les différents antiferromagnétiques présentent une grande variété 
de structure. Nous étudierons le problème de leur spectre énergé- 
tique magnétique en considérant un exemple typique d’un cristal 
comportant deux atomes magnétiques situés en des points équiva- 
lents de toutes les mailles élémentaires (i.e. en des points qui se 
transforment les uns dans les autres lors des transformations de la 
symétrie cristallographique). Les densités moyennes des moments 
magnétiques créés par ces atomes des sous-réseaux seront notées 
M, et M, et on définira deux vecteurs 


M=M +M, LM —M. (74,1) 


A l'état fondamental de l’antiferromagnétique, M = 0, L - 0, 
tandis que pour un ferromagnétique on aurait M 0, L = 0. On 
notera une différence essentielle entre les états fondamentaux de 
ces deux types de substances. Dans l’approximation d'échange, 
à l’état fondamental d’un ferromagnétique, les projections des spins 
de tous les atomes magnétiques possèdent des valeurs déterminées 
(maximales) S, = S auxquelles correspond la valeur nominale de 
l’aimantation M. A l'état fondamental d’un antiferromagnétique, 
les aimantations des sous-réseaux ne peuvent à priori posséder leurs 
valeurs nominales, car les projections totales des spins de chacun des 
sous-réseaux pris séparément ne sont pas des grandeurs qui se con- 
servent (même dans l'approximation d'échange) et ne possèdent 
donc pas de valeurs déterminées (à l'état stationnaire). A fortiori 
les projections des spins des atomes individuels ne peuvent avoir 
des valeurs déterminées. 

La forme des « équations macroscopiques de mouvement » des 
vecteurs L et M s'établit de façon analogue à ce que nous avons fait 
au $ 69 pour les ferromagnétiques. La condition d'absence de dissi- 
pation implique qu’en vertu des équations de mouvement soit véri- 
fiée l'égalité 

dF ôL 9M 
=] {Be +Hu 4 =0, 2 
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où les « champs effectifs » Hz et Hy sont définis par l'expression 
SF = — \ (H,ôL + H,,6M) dV (74.3) 


qui représente la variation que subit l'énergie libre lors d’une varia- 
tion de L et M; à l'équilibre Hz = Hy = 0. 

Dans l’approximation d'échange les équations cherchées doivent 
rester invariantes lors de la rotation simultanée de tous les moments 
magnétiques par rapport au réseau cristallin. Avec l’équivalence 
cristallographique des positions de deux atomes magnétiques dans 
la maille élémentaire, il en découle également la nécessité de l'in- 
variance par rapport à la permutation de M, et M, i.e. par rapport à 
la transformation L > —L, M —- M. En raison de l’invariance de 
l'énergie libre, cette transformation implique également que H, —+ 
+ —H,, Hy + . 

En considérant les petites oscillations des moments magnétiques, 
nous poserons L = L, + 1, M = m, où 1 et m sont de petites quan- 
tités. Dans l’approximation linéaire les équations de mouvement 
vérifiant les conditions imposées sont de la forme: 


ô . à 
_ =y(Hy X v), = y (Hz X v), (74,4) 


où v est le vecteur unitaire dans la direction d'équilibre du vecteur 
L,; la transformation L —+ —L implique que v —+ —wv. Il a été tenu 
compte de ce que les quantités H, et H},, qui s'’annulent à l’équi- 
libre, sont linéaires par rapport à L et m et que v est le seul vecteur 
constant dont nous pouvons disposer. Par analogie avec le $ 69, 
on pourrait mettre le coefficient y sous la forme y = (g | e [/2mc) L,; 
mais à la différence des ferromagnétiques, ici g - 2, même en négli- 
geant les effets relativistes. Dans le cas d’oscillations monochroma- 
tiques ôl/ôt = —iol, . .., de sorte que les vecteurs 1 et m définis 
par (74,4) sont perpendiculaires à v. Dans cette approximation cela 
signifie que le vecteur L exécute un mouvement de précession autour 
de la direction v avec une valeur absolue constante L & L,. 

Pour déterminer les champs effectifs H, et H,, il faut connaître 
la forme de l'énergie libre du cristal. On devra se limiter aux termes 
de second ordre en 1 et m qui sont de petites quantités; quant aux 
termes contenant les dérivées de ces quantités par rapport aux coor- 
données, on ne gardera que les termes d'ordre deux ou au-dessous en 
le vecteur d'onde des oscillations dont la longueur d'onde est suppo- 
sée grande devant le paramètre du réseau (comme au $ 70). Dans 
l'approximation d'échange l’énergie libre doit être invariante par 
rapport à la rotation simultanée de tous les moments magnétiques. 
ainsi qu’à l’inversion du signe de L. L'expression satisfaisant à tou- 


378 MAGNÉÊTISME (CH. VII 


tes ces conditions est de la forme: 
am* b ôl ôm 1 ôl 61 _ 
Fécn = | { 5 +3 (m1) ou) (74,5) 


où on peut admettre que l'axe des z est dirigé suivant v (le change- 
ment du signe de v implique également l’inversion du signe de 2); 
le coefficient a > 0, comme il convient pour qu’à l’équilibre m = 0. 
Il n’y a pas de terme en l°, car sa présence impliquerait que l'énergie 
dépendrait de la direction du vecteur L = L, + 1 dans le cristal, 
ce qui ne peut avoir lieu dans l’approximation d'échange. Le terme 
contenant la somme môl/0z + 1ôm/0z se ramène à une dérivée totale 
et serait éliminé à la suite d’une intégration dans le volume. Enfin 
il est inutile de tenir compte des termes quadratiques en les dérivées 
ônv8z;, car ils sont à priori petits devant le terme en m°. En faisant 
varier l'intégrale (74,5) (et en l’intégrant par parties) on obtient 


ô) 6°l ôl 
Hi =D + On pe Hy = —am—b. (74,6) 


Pour une onde de spin monochromatique plane les équations de 
mouvement (74,4) fournissent maintenant les résultats suivants: 


—iol= —ya(mXxv)—ik,yb (1 x v), 


— iom = ik,yb (m x v)—ya(n) (1 X v), (74,7) 


où, comme au $ 70, a (n) = œ;xnnx, n étant le vecteur unitaire 
dans la direction de k. En multipliant vectoriellement la première 
de ces équations par v, il vient . 


vam = —io (1 X v) — ik,ybl, (74.8) 


la substitution de cette expression dans la seconde équation conduit 
immédiatement à la loi de dispersion des ondes de spin: 


o = yk [aa (n) —b? (vn)2]/2. (74,9) 


Ainsi, la fréquence des ondes de spin et, partant, l'énergie e = ho 
des magnons existant dans un antiferromagnétique sont proportion- 
nelles (dans l’approximation d'échange) à À et non à 4°, comme dans 
le cas d’un ferromagnétique !). 

Les équations (74,7) établissent une relation univoque entre 1 
et m, mais les deux composantes de 1 (contenues dans le plan ortho- 
gonal à v) restent arbitraires. Cela signifie que dans l’antiferromagné- 
tique considéré les ondes de spin possèdent deux directions de pola- 
risation indépendantes. 


1) Cette loi de dispersion pour les antiferromagnétiques a été établie par 
L. Huithén (1936). La démonstration fondée sur une analyse macroscopique de 
l'aimantation des sous-réseaux a été élaborée par M. Kaganov et V. Tsukernik 
(1958). 
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Pour pouvoir tenir compte de l’anisotropie magnétique, il faut 
postuler une symétrie concrète du cristal. Supposons que le cristal 
possède une symétrie uniaxiale, la direction d'équilibre de L coiïn- 
cidant avec l'axe de symétrie !). 

L'expression (74,8) montre que dans une onde de spin le vecteur m 
est petit devant 1 et contient une puissance en trop du petit vecteur 
d'onde k. De même le champ effectif H,, > H,. Il s'ensuit qu'il 
suffit de tenir compte de l’anisotropie liée au vecteur 1. Avec les 
hypothèses faites, la densité de cette énergie Uan = K1°/2, avec 
K > 0. La prise en compte de cette énergie conduit à l'apparition 
du terme supplémentaire —X1 dans le champ effectif H,, qui pour 
une onde plane devient égal à 


H, =ik,bm—{a(n)k3+ X]1. (74,10) 


Ce résultat montre que compte tenu de l’anisotropie, la loi de dis- 
persion des ondes de spin se déduit de (74,9) en remplaçant ak° par 
ak° + K. Lorsque À —+0, l'énergie des magnons, au lieu de tendre 
vers zéro, tendra vers la valeur finie ?). 


e(0)=ñyV ak (74,11) 


(Ch. Kittel, 1951). On notera que la fente dans le spectre est propor- 
tionnelle à la racine carrée de la constante d’anisotropie (et non à 
cette dernière, comme dans (70,12)). Comme la petitesse des effets 
relativistes se traduit par la petitesse relative de la constante d’ani- 
sotropie, dans les antiferromagnétiques ces effets sont en général 
plus importants que dans les ferromagnétiques. 

La contribution des magnons à l'énergie interne des antiferro- 
magnétiques peut être calculée à l’aide de la formule (71,3). Dans 
la gamme des températures e (0) &T Ty (la température 7; 
à laquelle disparaît l’antiferromagnétisme est dite point de Néel) 
on peut utiliser le spectre (74,9). Dans le cas d’un cristal uniaxe 


o = yal/?[a,(kÈ+k5)+ kil? «=, —b?/a. 


Le calcul de l’intégrale (71,3) fournit la contribution des magnons 
à la chaleur massique: 


273 
C an°T 


mas = Ve ann: (74,12) 


Aux températures T < æ (0) la contribution des magnons aux 
grandeurs thermodynamiques est exponentiellement petite. 


1) À ce type appartient l'antiferromagnétique FeCO, possédant un réseau 
trigonal (classe cristallographique D:4 dont la maille élémentaire contient 
deux ions Fe. Les moments magnétiques de ces ions sont dirigés en sens opposés 
le long de l'axe de symétrie du troisième ordre (axe des 2). 

2) La fréquence © (0) = æ (0)/% est appelée fréquence de la résonance anti- 
ferromagnétique. 


CHAPITRE VIII 


FLUCTUATIONS ÉLECTROMAGNÉTIQUES 


$ 75. Fonction de Green des photons se propageant 


Avant de commencer l’étude des propriétés statistiques du champ 
électromagnétique dans les milieux matériels, rappelons quelle est 
la signification des valeurs moyennes des grandeurs électromagné- 
tiques que l’on utilise en électrodynamique macroscopique. 

Si nous partons, pour fixer les idées, de l'approche classique, on 
peut distinguer le calcul de la moyenne sur un volume physiquement 
infinitésimal avec une distribution donnée de toutes les particules 
qui y sont contenues, et le calcul de la moyenne de la quantité obte- 
nue sur le mouvement des particules. Dans les équations de Maxwell 
de l’électrodynamique macroscopique figurent les valeurs moyennes 
des grandeurs. D’autre part, lorsqu'on étudie les fluctuations du 
champ, il s’agit des variations dans le temps des grandeurs dont la 
moyenne n’a été évaluée que sur un volume physiquement infini- 
tésimal. ; 

En mécanique quantique la moyenne sur le volume concerne, 
bien entendu, non pas la grandeur physique elle-même, mais son 
opérateur ; il convient donc d'évaluer la valeur moyenne de cet opé- 
rateur en s'appuyant sur les probabilités quantiques. Les opérateurs 
du champ que le lecteur rencontrera dans ce qui suit ne doivent être 
entendus que comme moyennés dans le premier sens. 

Les propriétés statistiques du rayonnement électromagnétique 
dans les milieux matériels sont décrites par la fonction de Green du 
photon dans ces milieux. Dans le cas des photons le rôle des opéra- 
teurs 1» est assumé par les opérateurs du potentiel du champ électra- 
magnétique. Les fonctions de Green photoniques sont définies à l’aiae 
de ces opérateurs exactement comme on détermine les fonctions de 
Green des particules à l aide des opérateurs Ÿ. 

Les potentiels du champ forment le 4-vecteur A“ — (4°, A), 
où A° = est le potentiel scalaire et A le potentiel vecteur. En 
électrodynamique classique le choix de ces potentiels n’est pas uni- 
voque puisqu'ils admettent une transformation dite de jauge qui ne 
se reflète sur aucune grandeur observable (cf. II, $ 18). En électro- 
dynamique quantique cette non-univocité se retrouve dans le choix 
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des opérateurs du champ et donc dans la détermination des fonctions 
de Green du photon. Nous utiliserons une jauge telle que le potentiel 
scalaire soit égal à zéro: 


A = œ =0, (75,1) 


de sorte que le champ n’est déterminé que par le potentiel vecteur. 
Généralement cette jauge convient aux problèmes où il s agit de 
l'interaction du champ électromagnétique avec les particules non 
relativistes, comme c'est le cas pour le champ régnant dans les 
milieux matériels ordinaires. 

Avec cette jauge la fonction de Green constitue un tenseur tri- 
dimensionnel de second rang 


Din (Xi Xe) = —i (TA (X1) A5 (X2)) (75,2) 


{i, k = x, y, z sont les indices vectoriels tridimensionnels), où les 
chevrons désignent (comme dans (36,1)) la moyenne sur la distri- 
bution de Gibbs pour un système composé du milieu et du rayonne- 
ment d'équilibre qui y est contenu; comme les photons sont des 


bosons, la permutation des opérateurs À;, A, effectuée pour assurer 
l’ordre chronologique n’entraîne pas une inversion du signe du pro- 


duit. Rappelons aussi que les opérateurs À; sont autoconjugués 
(ce qui exprime la neutralité des photons); en conséquence, on ne 


fait aucune différence entre À; et Ai dans (75,2) !). 

Pour construire tous les types de fonctions de Green photoniques 
il convient de se fonder non pas sur (75,2) mais sur la notion de fonc- 
tion de Green retardée définie par 


(Ai (Xs) Au (Xe) — An (Xe) À (Xi), > tes 
0, ti<t, 


(le signe « moins » entre les deux termes contenus entre les chevrons 
correspond à la définition (36,19) de la statistique de Bose). 

Pour un système fermé la fonction de Green ne dépend des ins- 
tants #, et {, que par leur différence { = t, — t.. En ce qui concerne 
les coordonnées r;, r,, dans le cas général d’un système inhomogène 
elles entrent dans la fonction indépendamment l’une de l'autre: 


Dix(t; r,,r2). De ce fait, le développement en série de Fourier de 


iDih (Xs x3={ (75,3) 


.. Dans le cas général d’une transformation de jauge arbitraire des poten- 
tiels, la fonction de Green photonique est le 4-tenseur D,, (avec la jauge (75,1): 
D50 = 0, Dos = 0). En statistique les propriétés générales de jauge et tensoriel- 
les de la fonction de Green photonique sont les mêmes qu'en électrodynamique 
quantique du champ dans le vide. On notera que la définition (75,2) se distingue 
par le signe de celle adoptée dans le tome IV. Nous l'avons choisie pour qu’elle 
soit homogène aux définitions des fonctions de Green d'autres bosons (y com- 
pris des phonons). 
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cette fonction ne se fait que suivant le temps; la composante de ce 
développement est 


Dh; ry, r)= \ elot DB (#: rs, r.) dt. (75,4) 
0 


En considérant les grandeurs moyennées sur des volumes physi- 
quement infinitésimaux, on se limite à l'étude de la partie du rayon- 
nement correspondant aux grandes longueurs d’onde où les vecteurs 
d'onde des photons vérifient la condition 


ka <1 (75,5) 


(a est la distance interatomique dans le milieu). Dans cette gamme 
des fréquences la fonction de Green des photons se laisse exprimer en 
termes d’autres caractéristiques macroscopiques du milieu, telles 
de se permittivité diélectrique & (w) et sa perméabilité magnétique 
u (o). 

Pour cela écrivons l’opérateur d'interaction du champ électro- 
magnétique avec le milieu: 


p= 1 \ jÂdiz, (75,6) 


où j est l'opérateur densité du courant électrique créé par les parti- 
cules du milieu !). Si l’on introduit dans le milieu un courant 
« étranger » classique j (t, r), à ce courant sera associé l’opérateur 
d'interaction ; 


p= 1 \ j(é, r) Âdü. (75,7) 


Cette expression permet d’établir un lien avec la théorie générale 
de la réponse des systèmes macroscopiques aux actions extérieures. 

Rappelons que dans cette théorie (cf. V, $ 125) figure une suite 
discrète de quantités x, (a = À, 2, . . .) caractérisant le comporte- 
ment du système sous l'influence d'actions extérieures déterminées. 
Ces actions sont décrites par des « forces de perturbation » f, (t) 
qui sont telles que l'opérateur de l’énergie d'interaction est de la 


1) Cf. IV, $ 43 (dans IV le courant est désigné par ej, i.e. la charge élé- 
mentaire e était séparée de la définition de j). L'opérateur (75,6) implique 
l'utilisation de l'expression relativiste de l'opérateur du courant. Dans les 
problèmes non relativistes on peut négliger dans les opérateurs # (à l’aide des- 


quels on construit l'opérateur du courant j) les parties liées aux fréquences 
négatives, i.e. aux antiparticules. Cela signifie notamment que l'on néglige les 
corrections radiatives qui modifient la fonction de Green photonique dans le 
vide par la création virtuelle de paires électron-positon. Pour les longueurs 
d'onde À > f#i/mc — condition toujours vérifiée dans la gamme (75,5), ces 
corrections sont négligeables. 
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forme : 
= 2 fata- 


où Ta sont les opérateurs des quantités x,. Les valeurs moyennes 
Ta (t) qui s établissent sous l’action de la perturbation sont des fonc- 
tionnelles linéaires f, (t) des forces. Pour les composantes de Fourier 
de toutes les quantités cette relation s'écrit sous la forme: 


Las nc 2 ab (w) fo 


(on suppose qu’en l’absence de perturbations x, = 0). Dans ces 
relations les coefficients &«,, sont appelés susceptibilités généralisées 
du système. Si les deux quantités x, et x, se comportent de la même 
façon par rapport à l’inversion du temps et si le corps n'est pas magné- 
tiquement actif (ne possède pas de structure magnétique et ne se 
trouve pas soumis à l’action d'un champ magnétique) les quantités 
av Sont symétriques par rapport à leurs indices. 

Dans ce chapitre nous aurons affaire aux quantités f, et x, qui 
ont un caractère distribué et qui sont des fonctions des coordonnées r 


d’un point du corps. Dans ce cas l’expression de V doit s’écrire sous 
la forme: 


==> \ falt,r)zat, r) dir, (75,8) 


et la relation entre les valeurs moyennes z, et les forces f, sous la 
forme : 


Zao(r)= D Ü aos(o; r, r) fo (r') d'a’. (75,9) 
b 
Les susceptibilités généralisées sont maintenant des fonctions des 
coordonnées de deux points du corps et leur symétrie s'exprime par 
l'égalité 
Loeb (D: Fr, Fr) = Gpa (©; Fr’, r). (75,10) 
Selon la formule de Kubo (cf. V, (126,9)), les susceptibilités 
s'expriment en termes des valeurs moyennes des commutateurs des 
opérateurs de Heisenberg zx, (t, r): 
Las (Qi r, r*)= 
=+{ elut(z(t, r)2(0, r')—28(0, r')Za(t, r))dt. (75,11) 
0 


Supposons que le rôle des « forces » f, est assumé par les com- 
posantes du vecteur courant j. En identifiant (75,7) et (75,8) on 
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constate que les quantités z, correspondantes sont les composantes 
du potentiel vecteur du champ A/c. La comparaison de la formule 
(75,11) avec la définition (75,3), (75,4) montre maintenant que les 
susceptibilités généralisées &, (w; r, r’) coïncident avec les com- 
posantes du tenseur 


— DE (o; r, r’}/he2. 


En vertu de (75,10) il s'ensuit immédiatement (pour les milieux 
magnétiquement inactifs) que 


Do; r, r')= Do; »', r). (75,12) 
Les relations (75,9) s’écrivent dans ce cas sous la forme: 
Aot)=—7 | Dh r, rns(r)da. (75,13) 


La valeur moyenne À n’est autre que le potentiel vecteur du 
champ électromagnétique macroscopique (complètement moyenné; 
voir début de ce paragraphe) régnant dans le milieu; dans ce qui 
suit nous omettrons le trait horizontal au-dessus du symbole A, 
ainsi que au-dessus des symboles des autres quantités macroscopiques. 
Remarquons encore que le champ macroscopique créé par le courant 
classique j vérifie l'équation de Maxwell 

rot H, = j, — À HA 
où D est l’induction électrique ; dans le cas général d'un milieu ani- 
sotrope, D, est lié à l’intensité E,, par les relations D, = ex (@) Ew; 
si le milieu n’est pas homogène, le tenseur de la permittivité di- 
électrique dépend encore des coordonnées: &;, (&, r). 
Avec la jauge des potentiels choisie (75,1) nous avons 


Bo=rotAw, Eu=i Au (75,14) 


où B est l'induction magnétique liée à l'intensité H par les relations 
Bio = WirHyw ?). En conséquence, le potentiel est décrit par l'équa- 
toin ©) 


= wo? an . 
[rotim (mn rOtnx) — 7 en | Aro = — Jiv- 


1) Rappelons qu'en électrodynamique macroscopique la valeur moyenne 
de l'intensité électrique microscopique est désignée par E et la valeur moyen- 
ne de l'intensité magnétique par B que l'on appelle induction magnétique. 

2) Ici et dans ce qui suit nous utilisons la notation rotyy = ex10/0xp, où 
€ihl Pa pseudo-tenseur unitaire antisymétrique. On a alors (rot A); = 
= rot;A}. 
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En y portant A, sous la forme (75,13) on constate que la fonction 
D doit vérifier l'équation 


[rotin (Un rot) — + eu] Di(o; r, r')= — 4nhô,.Ô(r—r'). 


(75,15) 

Cette équation se simplifie notablement si le milieu est isotrope 
(en chacun de ses éléments de volume) lorsque les tenseurs e;, et 
ur se réduisent à des scalaires. Généralement la perméabilité magné- 
tique est proche de 1 et nous la poserons égale à 1 dans ce paragraphe. 
En posant e;x = eô;r et ir — ô;x on obtient l'équation 

PE o® 

Zion On —ôur E (wo; r)] X 
x Do; r, r')=—4nhômô(r—r). (75,16) 

Ainsi, le calcul de la fonction de Green retardée pour un milieu 
non homogène se ramène au calcul d’une certaine équation diffé- 
rentielle (/. Dzialochinski, L. Pitayevski, 1959) ?). 

Sur les frontières entre milieux différents les composantes du 
tenseur D doivent satisfaire à des conditions déterminées. Dans 
l'équation (75,16) la deuxième variable r’ et le deuxième indice k 
ne participent ni aux opérations différentielles ni aux opérations 
algébriques auxquelles on soumet le tenseur D%, ce qui signifie 
qu'ils jouent le rôle de paramètres. Il s'ensuit que les conditions aux 
limites ne doivent porter que sur les coordonnées r pour la fonction 
Dh (w; r, r’) considérée comme un vecteur par rapport à l'indice L. 
Ces conditions correspondent, en électrodynamique macroscopique, 
à la condition de continuité des composantes tangentielles de E 


et H ?). Comme E — —Alc, le rôle du vecteur E est assumé par 
la dérivée 


1 à R ’ 
7 Dur, r) 
ou en composantes de Fourier 
ie Dh(@:; r, r'). (75,17) 


1) On notera que la fonction DR s'avère être la fonction de Green des 


équations de Maxwell dans la signification que l’on prête à ce terme en physique 
mathématique, à savoir que c'est la solution des équations du champ créé par 
des sources ponctuelles vérifiant la condition du retardement (la fonction avan- 


cée Df vérifierait une équation semblable où à la place de e on mettrait e*). 


:) Les conditions aux limites pour les composantes normales de B et D 
n’apportent aucune nouvelle information puisque pour un champ variant dans 
le temps comme e"{®{ Jes équations div D = 0, div B = O0 découlent des équa- 
tions rot E — {wB/c, rot H — — iwD/c. 
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De même le rôle du vecteur H (qui se confond avec B lorsque p = 1) 
est assumé par la quantité 


rotri Dix (©; r, r°). (75,18) 


Pour un) milieu illimité spatialement homogène la fonction Dà 
ne dépend que de la différence r — r’. Pour les composantes du dé- 
veloppement de Fourier suivant cette différence l'équation diffé- 
rentielle de 16) se réduit à un Ds d'équations algébriques 


mn L'nhi—Buk®+ 6 À e (w)] DA (w, K)=8n. (75,19) 
La solution de ces équations s'écrit : 
R 2 Anh ckikh 
Di} (o, k) = D (wo) [ 8x — LE (@) . (75,20) 


Selon (36,21) la fonction de Green D;, pour un milieu homogène 
s exprime en termes de la fonction  . D par la formule 


Dy(o, k)=Re DÉ (w, k)+ icoth 2e © x Im DA (o, k). (75,24) 
Lorsque T +0, cette formule donne 
Da (©, k)=Re Di (o, k)+isigno-Im Di (w, k). (75,22) 


La fonction Di est donnée par (75,20); si l’on remarque que 
Re e (w) est une fonction paire et Im e (w) une fonction impaire de 
w, on trouve que pour ? = 0 


Dir (@, k) = Di (| Lo) l, k). (75,23) 


Dans le vide & (w) = 1, mais comme dans tout milieu matériel 
Im e (w) > 0 pour w > 0, au vide correspond le passage à la limite 
e —+ 1 + i0 sign w et on obtient alors l'expression 

4si c2kik 
Do, L = (5x — + Sr) , 
qui coïncide avec le résultat connu de l’électrodynamique quantiqus 
(cf. IV, $ 76). 


$ 76. Fluctuations du champ électromagnétique 


Nous avons déjà signalé au début du paragraphe précédent que 
l'étude des fluctuations du champ électromagnétique concerne les 
oscillations avec le temps des grandeurs moyennées uniquement sur 
des éléments de volume physiquement infinitésimaux (et non sur le 
mouvement des particules dans ces volumes infinitésimaux). C’est 
dans ce sens qu’il faut interpréter aussi les opérateurs quanto-méca- 
niques de ces grandeurs. 
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On peut écrire les formules fondamentales de la théorie des fluc- 
tuations électromagnétiques en se fondant directement sur les for- 
mules générales du théorème de fluctuation-dissipation (V, $ 125). 
Rappelons que pour un ensemble discret de grandeurs fluctuantes 
Za, la distribution spectrale des fluctuations s'exprime en termes des 
susceptibilités généralisées ol par la formule 


(ZaZy)o = NE + (aÿa — ob) coth © TT ; 


où la quantité considérée (z,r:), représente la composante du dé- 
veloppement de Fourier suivant le temps de la fonction de corrélation 


Par (t)= + (a (1) 2e (0)+ 2e (0) Ze (#)), 


où Ta (t) sont les opérateurs de Heisenberg des quantités z,. Dans le 
cas des quantités distribuées z, (r) (fonctions des coordonnées du 
point considéré du eorps), cette formule s'écrit sous la forme: 


(riz 2) = + coth 2 [aa (0: To F1) — Gap (@ ris M2)l, (76,1) 


où les indices (1) et (2) signifient que la valeur de la quantité corres- 
pond au point Fr, ou r.. 

Nous avons montré au paragraphe précédent que si les quantités 
za sont les composantes du potentiel vecteur A (r)/c, les susceptibi- 
lités généralisées correspondantes seront représentées par les com- 


posantes du tenseur —D}} (w; r;,, r2}/ñc°. On en tire aussitôt 
(4548), = — coth 2e {D (o; rm, r)—(Dh(o; re, r)*}. (76,2) 


Les fonctions spectrales des fluctuations des intensités du champ 
se déduisent de (76,2) tout simplement. Soit œq4 (ti, ri: te, re) la 
fonction de corrélation des fluctuations du potentiel vecteur ; l’ex- 
pression (76,2) est la composante du développement de Fourier de 
cette fonction suivant t —{, — t,. Comme l'intensité électrique 


A 
E=——, 
la même fonction pour les composantes de E est 
1 4 1 
PR TT no VA 0 Pie 


ou en composantes de Fourier 


(ESEP = & (AP AS). (76,3) 


25* 
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De même, en tenant compte de la relation B = rot À, il vient 
(B!"BE)s = = rote rot, (AS AD os (76,4) 


(BE B$)u = rotin (A! A )u. (76,5) 


En exprimant les fonctions corrélation des fluctuations électro- 
magnétiques à l’aide de la fonction de Green retardée, les formules 
(76,2) à (76,5) permettent de ramener le calcul de ces fonctions à la 
résolution de l'équation différentielle (75,15) ou (75,16) avec des 
conditions aux limites convenables sur des frontières données des 
corps 1). 

Dans ce qui suit nous supposerons que le milieu est magnétique- 
ment inactif. Dans ce cas la fonction D, jouit de la propriété de 
symétrie (75,12) et l’expression (76,2) s écrit sous la forme: 


(AP AD), = —coth7 Im Di (o:; rs, re). (76,6) 


On notera que l’expression (76,6) est réelle et, partant, sont 
réelles les expressions (76,3), (76,4) tandis que (76,5) est imaginaire. 
Cela signifie que les fonctions de la corrélation temporelle des com- 
posantes de E avec les composantes de B sont paires par rapport 
au temps & — t, — t, (comme il se doit pour la corrélation entre les 
quantités qui sont toutes les deux paires ou impaires par rapport 
à l’inversion du temps). La fonction de la corrélation temporelle des 
composantes de E avec les composantes de B est impaire par rapport 
au temps (comme il se doit pour deux quantités dont l’une est paire 
et l’autre impaire par rapport à. l’inversion du temps). Il s'ensuit 
qu’à un même instant les valeurs de E et de B ne sont pas corrélées 
entre elles (la fonction impaire de t s’annule pour t = 0). Lorsque 
la fonction de corrélation s'annule, s’annulent aussi les valeurs 
moyennes (prises à un même instant) de toutes les expressions qui 
sont bilinéaires en E et B, par exemple celle du vecteur de Poynting. 
Ce dernier résultat est évident à priori: dans un corps se trouvant 
dans un état d'équilibre thermique, qui est invariant par rapport 
à l’inversion du temps, il ne peut y avoir de flux d'énergie internes 
macroscopiques. 


$ 77. Fluctuations électromagnétiques 
dans un milieu illimité 


Dans un milieu homogène illimité les fonctions D;4 (w; r;, r.) 
ne dépendent que de la différence r — r, — r, et sont paires par 
rapport à cette variable (l'équation (75,15) ne contient que les déri- 

3) La théorie des fluctuations électromagnétiques a été construite 


une autre forme par S. Rytov (1953) et sous une forme équivalente à (76,2) 
(76,5) par M. Lévine et S. Rytov (1967). 
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vées secondes par rapport aux coordonnées et par suite D; (@; r) 
et D;, (©; —r) vérifient une seule et même équation). En évaluant 
les composantes de Fourier en r des deux membres de l'égalité (76,2) 
on obtient 


(AA jou = + coth {D (o, k)—[DE (w, k)*}. (77,1) 


Dans le cas de milieux magnétiquement inactifs et compte tenu de 
(75,12), cette formule s'écrit 


(AP AP )ou = — coth + Im Di (w, k). (77,2) 


Dans un milieu isotrope non magnétique (u = 1) la fonction 
DR, (w, k) est donnée par la formule (75,20). Le problème de l’éta- 
blissement de la fonction de corrélation spatiale des fluctuations se 
ramène au calcul de l'intégrale 

dk 
Do; r)= \ Di (w, k)eikr En (77,3) 


On effectue l'intégration à l’aide des formules 


[ eikr dk : e7x*r 
À k?Hx (27)  Anr ? 


( kikpeikr dk d e-* (77,4) 


RILYT (2x) Oz;idrs 4nr * 


La première formule résulte du calcul des composantes de Fourier 
de l'égalité connue 


(A— x) e*r 


= — Anô(r), (77,5) 


et la seconde s'obtient par dérivation de la première. Finalement 
on trouve 


D, (o; = —h [6 + Ein =] exp(—?V—er), (77,6) 


&°e 07; 0th 


où r=|r,—r,| et la racine VW —æe doit avoir un signe tel que 


Re V —e>>0; dans le vide on doit poser e=1, W—e= —i 
(voir plus loin). 
On en tire immédiatement en utilisant (76,6) et (76,3) 


(ES ER) = 
=hcoth 27 Im m{+ [S nt] 


Tr 


(2) 
(77:7) 
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(S. Rytov, 1953). En réalisant la contraction de cette expression par 
rapport aux indices i, k (et en utilisant la formule (77,5)) il vient 


(EMES), — 
= 2h coth 2e Im {+ LS exp ( TV —: r) + 2nô «r) |} . (77,8) 


De même les calculs fondés sur la formule (76,4) fournissent des ex- 
pressions des fonctions de corrélation du champ magnétique qui 
diffèrent de (77,7), (77,8) par l’absence du facteur 1/e devant les 
crochets; dans (77,8) le terme contenant la fonction 6 placé sous le 
signe Im devient réel et s'élimine du résultat. Le lien entre les expres- 
sions (77,7), (77,8) et la partie imaginaire de & fait ressortir le lien 
existant entre les fluctuations électromagnétiques et l'absorption 
dans le milieu. Si l’on passe à la limite Im e —0 dans les formules 
(77,7), (77,8) on obtient des expressions finies différentes de zéro. 
Cette circonstance est liée à l’ordre du passage à deux limites sui- 
vantes : aux dimensions infinies du milieu et à l'annulation de Im &. 
Etant donné que dans un milieu illimité même une valeur infinité- 
simale de Im & conduit enfin de compte à l'absorption, l'ordre du 
passage aux limites que nous avons utilisé est tel que le résultat 
obtenu concerne un milieu physiquement transparent où, comme dans 
tout milieu réel, il existe cependant une absorption non nulle. 

Effectuons, par exemple, le passage indiqué dans la formule (77,8). 
Remarquons d’abord que pour un Im e petit et positif (avec @ > 0) 


V =ez—iVvRees (1+i-8) 


(compte tenu de la condition que Re VW —e>>0). A la limite 
Im £—+0 on obtient 


(EME), = _ (HOH D), = 


20®%h .  oœonr ko 

a Sin — coth TT: (77,9) 

où n — Ve est l'indice réel de réfraction. Comme il n’y a pas de 

terme contenant une fonction 6, cette expression reste finie même 

si les points r, et r, se confondent : 

1 2o%fin ko 

(EE), rs (2), = PS coth ST 5 (77,10) 

Le passage à la limite d'un milieu transparent pourrait être 

réalisé au début des calculs, i.e. dans la fonction de Green. En re- 

marquant que Im e (w) a le même signe que &, on trouve qu'à cette 
limite la fonction (75,20) s'écrit sous la forme: 


R anñ ckikn 
Do, = repose Lôu— ur | (77,11) 


(M. Riazanov, 1957). La partie imaginaire de cette fonction n'est liée 
qu’à la règle de parcours autour des pôles © = +ck/n; en la sépa- 
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rant à l’aide de la formule (8,11) et en la portant dans (77,2) on 
obtient 


(ESER )ox = 
= (Son) {5 (x) —8 (2 +x)} coth er. 
(77,12) 


Dans cette expression les arguments des fonctions 6 ont une signi- 
fication physique simple: ils montrent que les fluctuations d’un 
champ possédant une valeur donnée de k se propagent dans l'espace 
avec la vitesse c/n, coïncidant avec la vitesse de propagation des 
ondes électromagnétiques dans le milieu considéré. A l’aide d’une 
transformation de Fourier inverse de (77,12) on peut retrouver 
(77,7). 

L'énergie du champ électromagnétique fluctuant dans un milieu 
transparent (avec u — 1) dans l'intervalle spectral do est donnée 
(par unité de volume de l’espace) par l'expression 


1 n d(we) 0 
5 [2Œ do je + 2H 57 


(cf. VIII, $ 80) !). En y portant (77,10) on trouve après une trans- 
formation simple 


ko ko or? d(nw = 
[+ ] LU) do. (77,13) 
Le premier terme entre crochets est lié aux oscillations de zéro du 
champ. Le second terme représente l'énergie du rayonnement électro- 
magnétique en équilibre thermodynamique dans un milieu trans- 
parent, i.e. l'énergie du rayonnement noir. On pourrait obtenir cette 
partie de la formule sans faire intervenir les fluctuations par une 
généralisation appropriée de la formule de Planck pour le rayonne- 
ment noir dans le vide. Selon la formule de Planck, l’énergie du 
rayonnement noir (dans l'unité de volume) contenue dans l’inter- 
valle dk des vecteurs d’onde est donnée par la formule 


ko 2 d3k 
en0/T _4 (27) 


(le facteur 2 tient compte des deux sens de la polarisation). En consé 
quence, pour trouver la densité spectrale de l’énergie, il faut rem- 
placer d‘k par 4nk°dk et effectuer la substitution 4 = w/c. Pour pas- 


1) On trouve l'énergie totale en intégrant sur dw de 0 à œ; les facteurs 
2 entre crochets proviennent de ce que selon la définition adoptée des fonctions 
spectrales des fluctuations, la valeur moyenne (7°) s'obtient en intégrant (7°), 
par rapport à dw/2x de — oo à oo (cf. V, (122,6)). 
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ser du vide à un milieu transparent il suffit de poser À = nwl/c, 
ce qui revient à écrire 


on? d(no) 


am do 


kdk=ke À Fes 


ce qui donne l2: résultat cherché. 


Problèmes 


1. Trouver les fluctuations du champ électromagnétique à grande distance 
du corps nee dans un milieu raréfié transparent en équilibre thermique 
avec le corps; la longueur d'onde du rayonnement et la distance entre le corps et 
le point d'observation sont grandes devant les dimensions du corps. Le corps 
présente une polarisabilité électrique anisotrope &;x (w). 


Solution. Assimilons le milieu raréfié transparent au vide. Les fluc- 
tuations cherchées sont déterminées (à grande distance du corps) par une petite 
variation de la fonction de Green du vide, due à la présence du corps. Pour pro- 
céder au calcul de cette variation nous nous appuyons sur une analogie selon 


laquelle la fonction du vide D8, (w; r,r’) (avec un indice donné k) peut être 
formellement considérée comme un champ électrique E; (r, r’) créé au point r 
par une source située au point r’. Cette analogie se fonde sur ce que le champ 
E; (r, r’) (de même que son potentiel 4; (r, r’)) vérifie pour r  r’ la même 
équation que la fonction DR, (w; r, r”), à savoir l'équation (75,16) avec e = 1. 
Posons que le corps se trouve au point r = 0. Le champ 


E1(0, r’)}=D% (w; 0, r')= DA (w; r') 


(où D (w; r) est la fonction de Green’ dans le vide en l'absence du corps, qui 
est donnée par (77,6) avec e — 1) polarise le corps et, partant, crée au point 
r = 0 le moment dipolaire d; = anDi (w; 0, r’). Le champ créé par ce moment 
dipolaire au point r représente la variation cherchée ôpà, (w; r, r’). Selon une 
formule connue de l’électrodynamique (cf. 11, $ 72) le champ créé au pointr 
par le moment dipolaire d se trouvant au point r — 0 (qui dépend du temps 
comme e-l%!) est égal à 
oo? 02 eivrle 
Ei=di [+ dits | à 
la distance r doit être grande seulement en comparaison avec les dimensions du 
core et non avec la longueur d'onde; cette expression peut être écrite sous la 
orme: 
3 DR. 
E;= FE Dÿ(@; r)d 
(rappelons que la fonction DË(v; r)est paire par rapport à la variable r). En 
utilisant l'expression du moment dipolaire on obtient 


2 
6DE (@; r, = D} (@; r) amD8 3 (&; r'). 
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Les fonctions de corrélation des fluctuations cherchées sont données maintenant 
par les formules générales (76,3) à (76,6) avec ôDÀ au lieu de DE. On obtient 
finalement 

2w? 
6 (A AR = 


(tr Jin tof tr) am Dh (oi role (9 


Rappelons que le corps se trouve au point r = 0, tandis que r, et r. sont deux 
points situés loin du corps. On notera qu’aussi bien la partie imaginaire que la 
tie réelle de la pos auS apportent leurs contributions aux fluctuations; 
contribution de la partie réelle résulte de la diffusion sur le corps du rayonne- 
ment noir remplissant le milieu transparent. 
2. Même énoncé mais pour un corps présentant une polarisabilité magné- 
tique @ig (w)?). 
Solution. Identifions dans ce cas rot,DR (w: r, r’) avec le champ 


magnétique A; (r, r”) créé au pointr par une source se trouvant au point r” 
(ce n’est pas le champ H; lui-même mais son potentiel A; qui vérifie une équa- 


tion de la même forme que celle qui correspond à la fonction DË).Ce champ 
aimante le corps et crée au point r — 0 un moment magnétique égal à 
m=—a rot}, DR, (©; 0, r') 


(la dérivation par rapport à r est remplacée par la dérivation par rapport à r” 
parce que DA, ne dépend que de la différence r — r’). La variation cherchée 
de la fonction de Green coïncide avec le potentiel vecteur du champ magné- 
tique créé par ce moment magnétique au point r: 


Aj= rot, [+ myeirle | 


(c£{ II, $ 72, problème 1). On peut donc écrire 
eior/e 


6D8 (©; r, r')=— ( rotii ) Gim rotin DPF) (©; 0, r’). 
En y portant De de (77,6) il vient 

ior/c , eiwr’/e 

) Lim FO — 7 — (2) 


6DF (&; r,r')=A (rotis n 


(on a mis à profit le fait que rotmnVn = emanVaVn 0). 


3. Déterminer les fluctuations du champ électromagnétique dans les con- 
ditions du Fee 1, mais en supposant que la température du milieu est nota- 
blement inférieure à la température du corps. 


Solution. Le champ calculé dans le problème se subdivise, confor- 
mément à l'existence de deux termes entre les accolades dans (4), en fluctua- 
tions de zéro et en rayonnement thermique noir. Ce dernier se subdivise à son tour 
en deux parties — lerayonnement thermique émis par le corps et le champ qui 
apparaît à la suite de la diffusion du rayonnement noir du milieu sur le corps. 
Si la température du milieu est basse, ce dernier est nul. Pour nos besoins nous 


1) L'existence de la polarisabilité magnétique n'implique pas nécessaire- 
ment que le corps est en matériau magnétique. Il peut donc s'agir de l'exclu- 
sion du champ magnétique par l'effet de peau. 
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le calculerons séparément et le retrancherons de (1). Posons A (r) — AU) + As), 
où AU) est le champ fluctuant en l'absence du corps et A(5) le champ diffusé 
par le corps. A grande distance où A() est petit on peut négliger les termes 
quadratiques en A(:), ce qu facilite le calcul de 6 (4;14p>)w. En conséquence, la 
contribution due à la diffusion est égale à 


80) (Ais4ns)o & (AD AO) + (AD AG) = (AD AO) + (LA 


Le champ diffusé est encore donné par la formule de II, $ 72, mais on doit 
entendre maintenant par moment dipolaire le moment induit par le rayonne- 
ment noir: d; = &gAÿ9 (0). En introduisant de nouveau la fonction de Green 
dans le vide en l’absence du corps nous écrivons 


oo? 
AP (r)= —- Di (6 à F1) Gim (&) AU? (0), 


de sorte que 
o? 
APAËD = — 5 DE (@ à 11) @im (A) (0) AÏ9 (r2))u- 


La fonction de corrélation (AP AR )o est encore donnée par (76,2), mais comme 


nous ne cherchons à calculer que le rayonnement thermique, on doit y omettre 
les oscillations de zéro, ce qui revient à effectuer la substitution 


1 ño 1 1 1 

7 (other RTL LPO TE . 

On trouve ainsi que la contribution du rayonnement noir diffusé à la fonction 
de corrélation est donnée par 


20° 


ô(s) (4:14 = ———  — 
( di R2)w he® (en0/T 4) 


(D (@ ÿ 1) Gr Im Drun ( à ra) + 


+ DR (w; ra, lm DR,(@, rl. (3) 


Pour déterminer le champ fluctuant dans un milieu froid il faut retrancher (3) 
de (1); après quelques transformations simples utilisant les propriétés de sy- 
métrie des tenseurs D;4 et &;, on obtient 


20° 
he? (eRS/T _ 4) 


tr est la température du corps). Nous n'avons écrit que le terme thermique; 
e terme contenant les oscillations de zéro figurant dans (1) reste inchangé. On 
notera que l'expression (4) déterminant le rayonnement thermique du corps ne 
dépend que de la partie imaginaire de la polarisabilité. Le flux d'énergie calculé 
par l'expression (4) n’est plus nul et représente l'intensité du rayonnement ther- 
mique que le corps échauflfé envoie dans le milieu froid. 


BD (Arrow = DF(w'; r;) [Im œim (@)] DRE (5; rs) (4) 


$ 78. Les fluctuations du courant 
dans les circuits linéaires 


Une autre application intéressante du théorème de fluctuation- 
dissipation est le problème des fluctuations du courant dans les cir- 


PR TZ nes 


cuits linéaires qui a été initialement étudié par H. Nyguist (1928). 
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Les fluctuations du courant sont des oscillations électriques libres 
se manifestant dans les conducteurs sans qu’une force électromotrice 
leur soit appliquée. Dans un circuit fermé linéaire les plus inté- 
ressantes sont bien entendu les oscillations qui déterminent le pas- 
sage à travers le circuit du courant total J. Dans ce qui suit nous 
supposons que le circuit vérifie la condition d’un régime quasi 
stationnaire, c.-à-d. que ses dimensions sont petites devant la lon- 
gueur d'onde À — c/@. Dans ce cas le courant total J est le même 
dans toutes les portions du circuit et ne dépend que du temps. 

Identifions ce courant J avec la quantité x (t) figurant dans 
l'énoncé général du théorème de fluctuation-dissipation donné dans V, 
$ 124. Afin de préciser la signification de la susceptibilité généralisée 
correspondante & supposons qu’une force électromotrice extérieure € 
agisse dans le circuit. La dissipation d'énergie dans le circuit sera 


alors égale à Q — J 8. En identifiant avec l'expression Q = —xf 
qui sert de définition à la « force » f (cf. V (123,10)), nous voyons que 
f — —Æ€ ou pour les composantes de Fourier &, = iof,. D'autre 
part, dans un circuit linéaire, la force électromotrice et le courant 
sont liés par la relation €, = Z (w) J,, où Z (o) est l'impédance 
du circuit. Il s'ensuit que 


Ja = Ev/Z = iofs/Z 


et en identifiant avec la définition de la susceptibilité généralisée 


dans la relation (x), — & (w) f nous trouvons que & (w) = iw/Z (w) 
dont la partie imaginaire est 


mo=Im+= TZ R(o), 


avec R = Re Z. 
D'après le théorème de fluctuation-dissipation 


(2x2), = hRicoth — + Im a (o). 
On en tire pour la fonction spectrale des fluctuations du courant 
fo ñ 
(= À (0) coth ST - (78,1) 


On peut présenter cette formule sous une forme différente en décri- 
vant les fluctuations du courant comme le résultat de l’action d’une 
f.é.m. « aléatoire » &, — ZJ,. Cette f.é.m. s'écrit 


(£2)» = wR (©) coth ee ; (78,2) 


Dans le cas classique (wo & T) 
(8*)s = 2TR (o). (78,3) 
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Soulignons une nouvelle fois que ces formules ne dépendent pas 
de la nature des phénomènes déterminant la dispersion de la ré- 
sistance du circuit. 


$ 79. La fonction thermique de Green décrivant le photon 
dans un milieu 


La fonction thermique de Green utilisée pour décrire le comporte- 
ment des photons dans un milieu est construite sur la base des opé- 
rateurs de Matsubara des potentiels du champ électromagnétique, 
comme la fonction de Green temporelle (75,2) est construite à l’aide 
des opérateurs de Heisenberg: 


Tin —(TAi (nr) Em, n). (79,1) 
Comme les opérateurs de Schrôüdinger pour le champ sont hermitiques, 


les opérateurs de Matsubara ÂM et AM (définis par (37,1)) coïnci- 
dent et il en a été tenu compte dans (79,1). Ces opérateurs (à la diffé- 
rence des opérateurs de Heisenberg) ne sont plus hermitiques; le 
paramètre t étant réel, on a 
[A (x, r)|* = Le" À (r) e "HA y+ = e” "HR À (r) eA'/n 
ou 
[AM (T, rt = ÂM(— 7, r). 


Comme la fonction (79,1) ne dépend que de la différence t = 
= T, — T (cf. $ 37) on peut écrire (en posant t > 0 par exemple) 


Din ro r)= — (AY (x, ni) ÀŸ (0, r2)), 

Din ti ror)=— (AN (r, re) À (0, ri). 

La comparaison de ces deux expressions montre que 
Bin (Ti ru re) = Dai (Ti ra, M). (79,2) 


La fonction Z;, peut ètre développée en une série de Fourier 
suivant la variable +: 


Zik (T; T1 r2) =T » Dir CG: DE r2) e7itsr, (79,3) 
les fréquences Ë, parcourant (en accord avec la statistique de Bose 
qui régit les photons) les valeurs A Ë, — 2nsT (cf. (37,8)). Pour les 
composantes de ce développement il découle de (79,2) une relation 


analogue 
Din (Gs5 Pas Vo) = Di (— 5 ra Mi). (79,4) 
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Selon la relation générale (37,12) ces composantes sont liées à la 
fonction de Green retardée par l'égalité 


Din (5 Pas Fe) = Di(its; Fo M) 
pour les valeurs positives de &,. Nous avons montré au $ 75 que les 
fonctions D (w; r;, r.) pouvaient être interprétées comme les 
susceptibilités généralisées figurant dans la théorie générale de la 
réponse d’un système macroscopique à une action extérieure. On en 
a déduit la propriété de symétrie de ces fonctions exprimée par 
(75,12) (dans le cas de milieux magnétiquement inactifs); comme 


il existe un lien entre les fonctions D# et Z;,, ces dernières jouis- 
sent de la même propriété: 


Din (Gs3 Var Ve) = Di (si Per M). (79,5) 


On peut conclure des égalités (79,4) et (79,5) que les fonctions 
Din (53 Tu Te) sont paires par rapport à la variable discrète &,, 
ce qui signifie que pour toutes ses valeurs (positives et négatives) on a 


Din (Gi rure) = DR El; FL ro). (79,6) 


D'autre part, la fonction D% (w; r;, r.), comme toute autre 
susceptibilité généralisée, est réelle sur le demi-axe imaginaire supé- 
rieur o (cf. V, $ 123) ; (79,6) implique que la fonction Z;4 (6, ; r,, r2) 
est réelle pour toutes les valeurs de &,. Il découle de ces propriétés 
que la fonction initiale Z;, (t; r,, r.) est réelle et paire par rapport 
à la variable +: 


Din (Ti ru re) = Dir (—T; 1, ro). (79,7) 


La relation (79,6) entre les fonctions de Green thermique et 
retardée permet d'écrire aussitôt l'équation différentielle qui doit 
être vérifiée par la fonction Z;, dans un milieu non homogène; il 
suffit pour cela d'effectuer la substitution © — à | &, | dans l’équa- 
tion (75,15) ou (75,16). Par exemple, pour un milieu isotrope magné- 
tiquement inactif (u = 1), on obtient l’équation 


[504 +Éeqiitr |, r)6u| Din (si Fr, r)= 


= — 4nhô,,0 (r—r'). (79,8) 


Pour un milieu homogène illimité la fonction Z;, (6,: r, r') 
peut être développée en une intégrale de Fourier suivant la diffé- 
rence r —r’. Les composantes de ce développement vérifient le 
système d'équations algébriques 


L 2 Re 
Anh Li — Bu? —6u "e € (ë | [as D] Dir (Os k) = Ôjn (79,9) 
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et sont données par la formule i) 


Anh ckikh 
; k) = — — RÉAL 

Pin Gr) Ge (E 1 Ba IVe+ 2 [ou + Ge (161) J° 

Comme dans la région des grandes longueurs d’onde ka 1 la 
fonction D, (&., k) s'exprime en termes de e (&), la technique des 
diagrammes correspondante convient au calcul de la permittivité 
diélectrique du milieu. Cette dernière possède aussi une signification 
déterminée pour cette technique que nous allons préciser. 

Représentons la fonction Z exacte en pointillé gras et la fonction 
% dans le vide en pointillé fin, conformément aux conventions 
suivantes 2): 


(79,10) 


= "24 —---= 2 (79,11) 


L'ensemble de tous les diagrammes représentant la fonction Z peut 
être représenté par une série (analogue à la série (14,3) pour la fonc- 
tion G): 


mn st =} --+--O—O---+ (79,12) 


où le cercle désigne l’ensemble des blocs de diagramme ne se divi- 
sant pas en deux parties liées uniquement par une ligne en pointillé; 
notons —®;,/4x cet ensemble. La fonction P;, (qui est analogue 
à la partie d'énergie propre de la fonction de Green des particules) 
est désignée sous le nom d’opérateur de polarisation. 

L'égalité graphique (79,12) est équivalente à l'équation 


= 0 —— (79,13) 


(cf. le passage de (14,3) à (14,4)). Sous forme analytique cette égalité 
s'exprime par 


Dun= DR +0 PM Gun (79,14) 


(tous les facteurs sont des fonctions des mêmes arguments £,, k). 
En multipliant le second membre de (79,14) par le tenseur inverse 


1) Dans les applications réelles (cf. $ 80) la fonction Z;, figure toujours 
dans le produit avec £2; ainsi se trouve en fait éliminée la divergence pour 


= 0. 

: 2) L'utilisation des lignes en pointillé pour désigner les fonctions Z ne 
peut donner lieu à confusion, car ni dans ce paragraphe ni dans les suivants 
n'apparaît explicitement l'énergie des interactions paires des particules du 
milieu (pour laquelle on a précédemment utilisé cette même notation). 
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"et le premier membre par Z(°-1 on peut récrire (79,14) sous la 
forme : 


3 =S% tp, l4n. (79,15) 


En prenant Z5x dans le premier membre de l’équation (79,9) et la 
même expression avec & = 1 pour 2%", on trouve 


Pan (Gr K)= 5 (E( 16 1) — 1161 (79,16) 


ce qui définit la signification que possède la fonction e (w) — 1 dans 
un ensemble discret de points sur le demi-axe imaginaire supé- 
rieur w. Le prolongement analytique de la fonction e (i |£.|) dans 
tout le demi-plan supérieur doit, en principe, être effectué compte te- 
nu de ce que & (w) ne doit pas y avoir de singularités et que & (&) + 
— 1 lorsque | © | — oc 1). 

Dans un milieu non homogène l'opérateur de polarisation est une 
fonction des coordonnées de deux points (comme Z;;). En reprenant 
toute la démonstration dans la représentation des coordonnées on 
obtient, à la place de (79,14), l'équation suivante: 


Din(ras re) = D (rs re) + 
+7 À SP (sr) Pin (rs, 7) Sn (ro F3) des Pau 


(pour alléger l'écriture nous n’avons pas indiqué les arguments £,). 
En appliquant au premier membre de cette égalité l'opérateur 


92 ns 
NERSTEEN ÉnrAi ++ Onr 


et en remarquant que D() vérifie l'équation (79,8) avec £—1 on 
obtient 


<2 
À Pur 2°) Zn tr, r:) da" = fe (r,)— 11 Din (ra F2 
d'où 
Pin (us Tu ra) = À Gnô(ri—re)le(E ||, )—1le (79,17) 


La structure du milieu condensé et, partant, ses propriétés dié- 
lectriques sont déterminées par les forces s’exerçant entre ses parti- 
cules à des distances comparables aux dimensions atomiques a. 


1) Dans un milieu anisotrope on doit écrire 
Pins, K) = LE/hct)lesn(il Le 1) — Bin]. 


Signalons que sous cette forme l'expression reste valable même s'il existe une 
dispersion spatiale lorsque e;, dépend non seulement de la fréquence mais 
également du vecteur d'onde. 
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À ces distances on peut négliger le retard des interactions (les vitesses 
des particules étant non relativistes) qui n’est notable que pour les 
composantes du champ de grande longueur d'onde (en ce sens que 
ka < 1) ; autrement dit, dans le calcul de l'opérateur de polarisation, 
on peut négliger la partie de grande longueur d’onde du champ. Dans 
les diagrammes de la fonction de Green Z,;, le champ de grande 
longueur d'onde n'apparaît que sous la forme de pointillés fins dans 
le second membre de (79,12). 

Le tenseur tridimensionnel ;, considéré dans ce paragraphe 
n’est que la partie spatiale du 4-tenseur de polarisation @,.. Afin 
d'éviter tout malentendu, signalons que sa composante temporelle 
Poo et Ses composantes mixtes P,; ne sont pas nulles. Tout comme 
en électrodynamique quantique, ce 4-tenseur est indépendant de la 
jauge des potentiels. En théorie non relativiste cette invariance de 
jauge résulte de façon évidente de ce qu’il est possible de calculer 
l'opérateur de polarisation en ne tenant compte que des forces qui 
ne retardent pas et ne dépendent pas de la jauge du champ de grande 
longueur d'onde (cf. IV, $ 103). 

Pour trouver les composantes @,, et ®,; on peut partir de la 
condition de transversalité du 4-tenseur: Pkt = 0, où k“ = 
= (if., k) est le 4-vecteur d'onde: 


Po= — le 1, 1)—11, 


7 (79,18) 
Poi = EL [e(ë | DA]. 


$ 80. Tenseur des contraintes des forces 
de Van der Waals 


Quoique la structure des corps condensés soit déterminée pour 
l'essentiel par les forces s’exerçant entre les particules à des distances 
atomiques, une certaine contribution aux grandeurs thermodynami- 
ques du corps (l'énergie libre, par exemple) est également apportée 
par les forces de Van der Waals, ï.e. les forces qui s'exercent entre les 
atomes à des distances qui sont grandes devant les dimensions ato- 
miques a. Rappelons que pour les atomes libres l'énergie de cette 
interaction décroît en fonction de la distance comme r”% (cf. IIT, 
$ 89) et comme r7? lorsque les effets de retard deviennent notables 
(cf. IV, $ 85). Dans un milieu condensé, les forces de Van der Waals 
ne se réduisent pas aux interactions entre les paires isolées d’atomes. 
D'autre part, le fait que leur rayon d’action soit grand devant les 
distances interatomiques permet d'examiner leur influence sur les 
propriétés thermodynamiques des corps en utilisant l’approche 
macroscopique. 
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En théorie macroscopique on pose que l'interaction de Van der 
Waals dans un milieu matériel est assurée par le champ électromagné- 
tique de grande longueur d'onde (E. Lifchitz, 1954) ; rappelons que 
cette notion inclut non seulement les fluctuations thermiques mais 
encore les oscillations de zéro du champ. La contribution que cette 
interaction apporte à l'énergie libre jouit de la propriété de non- 
additivité: elle n'est pas simplement proportionnelle au volume 
des corps mais dépend encore des paramètres caractérisant leur 
forme et leur disposition réciproque. Cette non-additivité liée à 
ce que les forces de Van der Waals sont des forces à grande distance 
est la propriété qui permet de distinguer leur contribution à l'énergie 
libre de sa partie additive qui est beaucoup plus importante. Dans 
l'approche macroscopique cette propriété provient de ce que toute 
variation des propriétés électriques dans une certaine région du 
milieu entraîne, conformément aux équations de Maxwell, une 
variation du champ fluctuant également en-dehors de cette région. 
Bien entendu, les effets non additifs ne sont notables que si les di- 
mensions caractéristiques sont suffisamment petites (quoique gran- 
des par rapport aux dimensions atomiques) ; c'est le cas des couches 
minces, des corps séparés par une fente étroite, etc. 

Lors du calcul de la contribution des fluctuations électromagné- 
tiques à l'énergie libre, il convient de tenir compte, dans chaque cas 
concret, des longueurs d’onde de l’ordre des dimensions caracté- 
ristiques des inhomogénéités du milieu (épaisseur des pellicules, 
largeur des fentes, etc.). En théorie macroscopique c’est précisément 
la cause de ce que la décroissance des forces de Van der Waals s'ef- 
fectue selon une loi de puissance; si les fluctuations qui comptent 
avaient une longueur d'onde À, donnée, la loi de décroissance des 
forces serait exponentielle avec un exposant =r/À,. D'autre part, 
comme les dimensions caractéristiques et, partant, les longueurs 
d'onde caractéristiques des fluctuations sont notablement plus gran- 
des que les dimensions atomiques, toutes les propriétés des fluctua- 
tions ainsi que leur contribution à l’énergie libre s'expriment complè- 
tement à l’aide de la permittivité diélectrique complexe des corps. 

Nous nous proposons de calculer les forces macroscopiques qui 
se manifestent dans un milieu non homogène ‘). Evaluons d’abord 
la variation de l’énergie libre du milieu résultant d’une petite varia- 
tion de sa permittivité diélectrique (nous négligerons les propriétés 
magnétiques, ce qui revient à poser que la perméabilité magnétique 
u = {). Nous admettrons que la variation de e est due à la variation 


de l’hamiltonien du système d’une petite quantité 6À. La variation 
correspondante de l'énergie libre sera alors égale à 


ôF=(6À), (80,1) 


1) La théorie que nous exposons a été élaborée par 7, Dzialochinski et 
L. Pitayevski (1959). 
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où on prend la moyenne (à température et volume donnés du système) 


sur la distribution de Gibbs avec un hamiltonien Æ non perturbé. 
Ecrivons ce dernier sous la forme !) 


À = Hot Von Vo —\iÀ dr, (80,2) 


où Vi décrit l'interaction des particules avec le champ électromagné- 


tique de grande longueur d’onde et où H, incorpore toutes les autres 
interactions ainsi que les termes décrivant les particules libres et les 
photons (en toute rigueur on doit admettre dans l'intégrale (80,2) 
une coupure pour un vecteur d'onde #, & 1/a; le paramètre de cou- 


pure ne figure cependant pas dans le résultat final). L’opérateur À 
est l’opérateur du potentiel vecteur du champ de grande longueur 


d'onde ; il est essentiel que l’opérateur 6H qui est responsable de la 


variation de la permittivité diélectrique ne contient pas À puisque 
la permittivité est déterminée uniquement par les interactions 
mutuelles des particules à des distances atomiques. 

Passons maintenant dans (80,1) aux opérateurs de Matsubara 
dans la représentation d’interaction dite « des grandes longueurs 
d'onde » puisque dans cette représentation la dépendance des opé- 
rateurs par rapport à t est définie par tous les termes de l’hamiltonien 


à l'exclusion de Va En utilisant le même procédé que pour (38,7) 
nous obtenons 
x à NT. 
= (TA "Ow G=Texp | | i"AMdzar, (80,3) 


O)o 0 ‘ 


ÔF — 


où (. ..), désigne la moyenne sur la distribution de Gibbs avec l'ha- 


miltonien A,. Conformément à la signification de la représentation 
adoptée, les opérateurs de Matsubara sont définis par 


AY (Tr, r) = exp (TH) À (r) exp (—TA). (80,4) 


On trouve des expressions analogues pour 6H" et les opérateurs Ÿ 


qui forment l'opérateur du flux des particules j"?), Comme À 
n’inclut pas les interactions des photons de grande longueur d’onde 


avec quoi que ce soit, A" coïncide avec l'opérateur (de Matsubara) 
du champ des photons libres; en ce qui concerne les opérateurs 1 


1) Dans ce prqie nous posons À = 1, c = 1. 
2?) Nous omettrons l'indice O0 dont on devrait affecter les opérateurs dans 
cette représentation uniquement pour alléger l'écriture. 
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des particules, la situation est différente puisque H, incorpore les 
interactions mutuelles des particules. 

En appliquant les principes généraux de construction des dia- 
grammes, développons l’exponentielle dans (80,3) suivant les puis- 


sances de Va 1). Dans chaque terme du développement le produit 


des opérateurs A" du champ libre est moyenné sous forme de con- 
volutions paires, conformément au théorème de Wick. Le terme 


d'ordre zéro du développement, qui ne contient pas A, fournit 
ôF,, la variation de l'énergie libre ne tenant pas compte des fluctua- 
tions de grande longueur d'onde. La moyenne du terme suivant 
linéaire en AV est égale à zéro. Dans le terme qui est quadratique 


A A 
par rapport au champ, la convolution des deux opérateurs (AMAN } 
fournit Z4, i.e. la fonction de Green des photons libres; ce terme 
peut être représenté par le diagramme 


(2 _ . f, (80,5) 


ôF 


(on a mis en relief le facteur numérique 1/2! qui apparaît dans le 
développement de l’exponentielle). Le cercle en pointillé non hachuré 
désigne la fonction Z(), tandis que le cercle hachuré représente la 
moyenne de tous les autres termes. Nous n’écrirons par la forme expli- 
cite de cette dernière quantité, car il suffit de noter qu’elle repré- 
sente ÔP;,./4n,où ÔP;, est la variation de l'opérateur de polarisation 


déterminée par une variation ôH de l’hamiltonien du système. 

Il est facile de s’en assurer en étudiant par le même procédé la 
variation de la fonction Z. Dans la même représentation des opé- 
rateurs, cette fonction est donnée par l'expression 

1 A M A M A 
Dinar Pi Tor To) = ——— (Tdi (Tr) An (Tes T2) 0) 
O/o 


où maintenant 
T 


o=T,exp (va — 6H") dt, 


CL Te 


ce qui signifie qu’à « l'interaction » participe non seulement V: 
mais aussi ÔH. La variation cherchée ôZ;, est donnée par le terme 


1) 1] suffit d'examiner le développement du numérateur dans l'expression 


de 6F. Comme toujours, le facteur (6) dans le dénominateur est introduit 
pour éliminer les diagrammes qui se scindent en deux ou plusieurs parties indé- 
pendantes. 
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linéaire du développement de cette expression suivant les puissan- 
ces de 6H: 


5Dix = & (Te À 68" ar. A (x, r,) AM (r,, r,)exp À MAN sx do). 
° (80,6) 


En effectuant le développement de l’exponentielle restante sui- 
vant les puissances de V,1 on doit rejeter le terme d'ordre zéro. car 


il lui correspond un diagramme sans liaison (la convolution (ANA) 
se sépare des autres termes ne contenant pas les variables r,, r.). 
Le terme du premier ordre contient un nombre impair d'opérateurs À 
et sa moyenne est égale à zéro. Le terme du second ordre fournit 
à Ô6Zy une expression qui se laisse représenter par le diagramme 


sn -- (80,7) 


le cercle étant le même que dans (80,5) (le facteur 1/2 est, dans ce 
cas, éliminé en raison de l'existence de deux procédés de convolution 


des opérateurs À « internes » provenant des opérateurs Va avec les 


opérateurs AY et À" « externes »). D'autre part, d'après la défi- 
nition de l'opérateur de polarisation, la fonction de Green est repré- 
sentée, dans l’approximation utilisée, par la somme 


où le cercle clair représente l'opérateur de polarisation P;,,/4r. La 
variation de cette fonction fournit donc le diagramme (80,7) dont le 
cercle hachuré représente ô®;,/4n. 

Tous les autres termes du développement dans (80,3) représentent 
des corrections de différents ordres à la ligne en pointillé et au cercle 
du diagramme (80,5). Grâce à ces corrections, la ligne en pointillé 
représente la fonction Z,, exacte. Les corrections « ondes longues » 
à ÔP;, sont petites (comme nous l'avons déjà signalé), ce qui per- 
met d'entendre immédiatement par ô@;, la variation de l'opérateur 
de polarisation exact. 

Sous forme analytique, ce résultat s'écrit (après le passage au 
développement en série de Fourier suivant la variable t) comme 
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suit !): 


Î 
ôF=6F—+ DT À Sun (Gi ru re) ge ÉPails Fa ri) dir ds. 


| (80,8) 


Selon (79,17), la variation de l'opérateur de polarisation s'ex- 


prime (pour un milieu isotrope) par la variation de la permittivité 
diélectrique : 


OP: (6; Ti ra) = 63010 (r,—r2) ôe (ë | És |, ri); 


la présence de la fonction ô supprime l’une des intégrations dans 
(80,8). Compte tenu de ce que la fonction Z,, est paire en &,, ré- 
crivons (80,8) sous la forme: 


GP 6Fp—ge D | Uu(Es » r)éeli] I, r)diz, (80,9) 


s=0 


où la sommation ne concerne que les valeurs positives de s; le prime 
placé auprès du symbole de la somme signifie que le terme d'ordre 
zéro doit être pris avec le facteur 1/2 (ce terme possède une valeur 
finie: le facteur t? élimine la divergence dans Z,, pour &, = 0). 

Pour faciliter l'écriture de nouvelles formules, nous introduisons, 
en plus de la fonction Z;,, deux autres fonctions: 


HG v, r)= — Dit r, r'), 
LE (s; r, r’)=roty TOtim 1m (Os Fr, r'), 


qui sont construites par analogie avec (76,3), (76,4). Alors ôF s'écrit 
sous la forme définitive suivante: 


(80,10) 


ÔF—6Fo+ > (zx (Es r, rôe(ilt,|, r)dir. (80,11) 
s=0 


Utilisons maintenant la formule (80,11) pour évaluer les forces 
qui s’exercent dans un milieu non homogène. Nous avons déjà 
postulé l’isotropie du milieu; nous supposerons en outre qu’il s’agit 
d'un milieu fluide en chaque point duquel la variation d'état ne 


1) Nous n'indiquons aucune règle générale pour la détermination du signe 
des diagrammes du type (80,5) (diagrammes sans extrémités libres). Dans le 
cas considéré, pour trouver le signe, il suffit d’expliciter les termes correspon- 
dants des développements dans (80,3) et (80,6). Il suffit d’ailleurs de remarquer 
que dans (80,3) ce terme contient une convolution d'une paire d'opérateurs À 
et dans (80,6) deux paires; comme la convolution d’une paire fournit —2;4, 
les diagrammes (80,5) et (80,7) sont affectés de signes contraires et c'est pour 
cela que dans (80,8) on trouve le signe moins. 
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serait liée (à une température donnée) qu'à une variation de sa 
masse volumique p. 

Imaginons que le milieu est soumis à une petite déformation iso- 
therme avec un vecteur déplacement u (r). La variation correspon- 
dante de son énergie libre est égale à 


&F— — \ fu di, (80,12) 


où f est la densité volumique des forces s’exerçant sur le milieu. 
D'autre part, on pourrait déterminer cette variation à partir de 
(80,11) en exprimant les variations ôF, et ôe en fonction du même 
vecteur déplacement. Soit P, (p, T) la pression, sans tenir compte 
des corrections de Van der Waals pour des valeurs données de p 
et 7; la densité correspondante des forces volumiques est égale à 
f, = —VP,, de sorte que 


ôFo= | uvP, dir. 


Ensuite, la variation de la masse volumique est liée au vecteur dé- 
placement par l’équation de continuité ôp — —div (pu). Par consé- 
quent, la variation de la permittivité diélectrique est donnée par 

de de ,: 

Ôe — Sp ôo Gp div (pu). 

En portant ce résultat dans (80,11), en intégrant par parties dans 
tout le volume du corps et en identifiant ensuite l'expression de ôF 
ainsi obtenue avec (80,12), on trouve 


T + à 
=—VP—- D pgrad ETS r, +]: (80,13) 
s=0 


Cette formule permet notamment de déterminer aussitôt la cor- 
rection au potentiel chimique du corps. Pour cela, écrivons la con- 
dition d'équilibre mécanique: f — 0, tout en remarquant qu’à 
température constante 


dPp, T)=4dpo(p, T), 


où u, (p, 7) est le potentiel chimique non perturbé du corps (m est 
la masse de la particule). Cette condition s'écrit donc sous la forme 
pVu = 0. où 
T ci” de 
= hop, TH D Zi nr) 5. (80,14) 
s=0 

D'autre part, la condition de l'équilibre mécanique de tout corps 
non homogène s'exprime par la constance du potentiel chimique le 
long de ce corps; on en conclut que ce potentiel est donné par (80,14). 
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On sait que la description la plus complète des forces s’exerçant 
dans un milieu est assurée par le tenseur des contraintes o;, qui est 
lié aux composantes du vecteur f par les relations 


fe, (80,15) 


Oz 


Pour amener l'expression (80,13) à cette forme, récrivons-la 
d'abord comme suit: 


fe + D (er )Zh( r}— 
— HD em SË(r, n 


(pour alléger l'écriture, les arguments £, sont omis dans les formules 
intermédiaires). Les deux premiers termes possèdent déjà la forme 
requise ; écrivons le troisième en séparant les dérivations par rapport 
au premier et au second argument de la fonction Z,, (r, r): 


HD {er + en È 


à la fin du calcul nous effectuerons l'identification r — r’. Pour 
effectuer le calcul nous utilisons les équations (cf. (79,8)): 


À Zn (r, r’) = — Anô;,0 (r—r’), 
ÂuDutr, r)=—4nô»ô(r—r'), 


Au = be (r) On + rotin rot = Lie (r) un + — buA. 
On obtient d’abord l'égalité (avec r=r) 
7 Dh=2 eZ +2 2h 


et ensuite Re du tenseur des contraintes : 
on = —P sBia— 


x rs {+ (OS Let. r)—P de Ce LED] S (Gas rs r)+ 
s=0 
+e(it, SR (ir nd r r)+ DH n 1)}. 


(80,16) 
Les formules obtenues ne possèdent pas encore une signification 
physique directe, car lorsque r —r, la fonction Z;,4 (r, r’) tend 
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vers l'infini comme {/| r — r’ | (on le vérifie aisément à l’aide de 
l'équation (79,8)). Cette divergence est due à la contribution des 
grands vecteurs d’onde (4 — 1/|[r — r’ |) et à ce que l'équation 
(79,8) cesse d'être valable lorsque £ > a. On peut éliminer cette 
difficulté sans utiliser explicitement la coupure aux grandes valeurs 
de x. Pour y arriver on notera tout d’abord que les fluctuations de 
petites longueurs d’onde n’ont aucun rapport avec les effets que nous 
étudions, ces derniers étant liés à la non-homogénéité du milieu. 
Leurs contributions aux grandeurs thermodynamiques sont les mêmes 
en un point donné du corps, que le milieu soit homogène ou non, à 
condition qu’en ce point æ (r) possède la même valeur. Pour conférer 
aux formules une signification univoque indépendante en réalité du 
mode de coupure, il convient d’y effectuer les soustractions appro- 
priées. Par fonction de Green Z,, (Ë£,; r, r) il faut entendre la 
limite de la différence 


lim {Din Fr, r)—Dy (Gs; r, r')} (80,17) 


où Z;, est la fonction de Green d’un milieu auxiliaire homogène 
et illimité dont la permittivité diélectrique coïncide avec celle du 
milieu réel en un point r donné; cette limite n’est pas divergente. 
Afin de ne pas alourdir l'écriture des formules, nous les laisserons 
sous la même forme en entendant par Z;, la différence (80,17). 
Dans ce cas P, (p, T) est la pression dans le milieu homogène illimité 
pour des valeurs données de pet T. 

Les propriétés du milieu n’entrent dans la formule (80,16) et 
dans l'équation (79.8) déterminant la fonction de Green Z,, que 
par l'intermédiaire de £ (it), la permittivité diélectrique en fonction 
de la fréquence imaginaire. Rappelons à ce propos que cette fonction 
est liée à la partie imaginaire de la permittivité diélectrique pour 
les fréquences réelles par la relation simple: 


œ 
{ 2 © 1m & () 
(cf. VIII, $ 82). On peut donc affirmer que la seule caractéristique 
macroscopique déterminant les forces de Van der Waals dans un 
milieu matériel est, en fin de compte, la partie imaginaire de sa per- 
mittivité diélectrique. 

De par sa forme, la formule (80,16) correspond exactement à l'ex- 
pression connue de l’électrodynamique macroscopique pour le ten- 
seur des contraintes de Maxwell dans un champ électromagnétique 
constant, à cela près que les combinaisons quadratiques des com- 
posantes de E et de H sont remplacées par les fonctions correspon- 
dantes —%%, et —%#. On ne doit cependant pas attacher trop 
d'importance à cette analogie, car pour un champ électromagnétique 
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variable elle n'implique pas l'existence d’une expression générale 
du tenseur des contraintes dans un milieu absorbant (qui ne serait 
caractérisé que par sa permittivité diélectrique). Dans notre cas, il 
s’agit non pas d'un champ électromagnétique arbitraire, mais du 
champ fluctuant propre en équilibre thermodynamique dans un 
milieu. 
$ 81. Forces d'interaction moléculaires entre 
les corps solides. Formule générale 


Appliquons les formules générales établies au paragraphe précé- 
dent au calcul des forces s’exerçant entre des corps solides dont les 
surfaces sont rapprochées à des distances très pe- 
tites vérifiant une seule condition: elles doivent 7 N 3 R2 
être grandes devant les distances interatomiques 


dans les corps. C’est cette dernière condition qui  OŸ--È— 
permet de traiter ce problème sur une base macros- 1 
copique et de considérer les corps comme des milieux 

continus, et de leur interaction comme résultant des Fig. 17 


fluctuations du champ électromagnétique. Dans ce 
cas, sont importantes les fluctuations dont les 
longueurs d'onde sont comparables à la dimension caractéristique 
du problème, i.e. à la largeur de la fente entre les corps !). 
Nous désignons par les indices 7 et 2 les grandeurs relatives aux 
deux corps solides, et par l’indice 3 les grandeurs relatives à l’espace 
de la fente entre ces corps (fig. 17). Nous posons que la fente est plan- 
parallèle dirigeons l'axe des x perpendiculairement à son plan 
(de sorte que les surfaces des corps Z et 2 sont les plans x = 0 
et z = l, L étant la largeur de la fente). On évalue la force F 
s'exerçant sur l'unité d’aire de la surface du corps 2, par exemple, 
comme le flux d'impulsion entrant dans le corps à travers cette sur- 
face. Ce flux est donné par la composante 0,, du tenseur électro- 
magnétique des contraintes dans l’espace de la fente évalué pour 
z = L. Dans le vide e — 1 et l'expression (80,16) de o,. se réduit à ?} 


F- CD = D (SE (Gr: 1, D +ZÉ (Ens 1, D— Dr (Gn3 L, D + 


n=0 
HD (En L DHDÉ (En L D—ZE (En l, D} (81,1) 


(n désigne ici l’indice de sommation). 

Comme le problème est homogène dans les directions y et z, 
les fonctions Z;r (6h: r, r’) ne dépendent que des différences 
y — y'et z — z° (dans (81,1) les arguments y — y’ et z — z' ne sont 


1) Les résultats des 55 81, 82 appartiennent à E. de Enur He 
5) Dans les calculs intermédiaires on posera À = 1, c = 
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pas indiqués) ; Dir (ns 4; z. x’) sont les composantes de Fourier 
en ces variables. On peut donc écrire 


Dir (En; r, r)= \ Dir (En q 2 2) - (81,2) 


Pour les fonctions Z;4 (£n, q; x, x’) les équations (79,8) s'écri- 
vent comme suit (l’axe des y est dirigé le long du vecteur q): 


(u2— _—_. ) D,.(x, z')= —4nô(r—2), 
gp) Sy (z, z')+iq Diy(r, z')= —4nô(z—zx), 
LD (2) +iq Le, 2)=0, 
DA (x, 2’) iq _ L'yx(z, 2) = —&nô(z— x"), 
où w = (ele + g“)/?, e — e (it), et x’ joue le rôle de paramètre 
(les composantes #,, = Z,, — O0 puisque les équations correspon- 


dantes sont homogènes). La solution de ce système se ramène à la 
solution de deux équations seulement 


(ur) 2. (2 z')= —4nô(x— x"), (81,3) 
(ur) Ste, 29= TE 6-2), (814) 


après quoi Z,, et Z., sont définis comme 


, iqg d , 
Day (er VS — EE Du Th (81,5) 
, ig d : 4 ; : 
Dane 2)=—Dyx(s, r)— HE 6(z—2'). 


Il convient de noter qu'en vertu de (79.5), Z,, (r, r) = Z:,(r,r) 
et par suite Z,, (q; x, x) = 3, (—q; 2’. x). 

Les conditions aux limites qui correspondent à la continuité des 
composantes tangentielles des intensités des champs électrique et 
magnétique se réduisent à imposer que soient continues les quantités 


Dh. GE, GE, À, ou encore que soient continues les quantités 
Lyn; Din rot,: Din rot,1 Zins 


En utilisant la première des égalités (81,5) on trouve que sur la 
surface de séparation doivent être continues les quantités 


d d . 
Dans 7e Dan Doug uv (81,6) 

Comme il ne s’agit de calculer le tenseur des contraintes que dans 
la région de la fente, on peut poser immédiatement que 0 << x < L. 
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Dans la région Ü < x < I, les fonctions Z,, et Z,, sont données 
par les équations (81,3), (81,4) avec e — 1, w = w, = (L2/c? + 
+ g°)!/°. Dans les régions 1 (x << 0) et 2 (x > 1), ces fonctions véri- 
fient les mêmes équations sans seconds membres (puisque dans ces 
régions x zx’) avec &, w, et &.,, w, à la place de & et w. 

La déduction requise selon (80,17) consiste à soustraire de toutes 
les fonctions Z;, dans la région de la fente leurs valeurs pour £&, = 
= €, — 1. En conséquence, on peut omettre immédiatement le 
deuxième terme dans le second membre de la seconde égalité (81,5), 
de sorte que dans la région de la fente 


ig d el ig d 
Dry = us de 7 D, = 7 uÿ 4 ÿyx° (81,7) 


Avant de résoudre les équations, une remarque s'impose. La 
solution générale des équations (81,3), (81,4) est de la forme 
f(z—zx)+f"(z + zx). En utilisant les équations (81,3), (81,4), 
(81,7) et la définition des fonctions Z£ et Z# on démontre que 
les parties des fonctions de Green qui dépendent de la somme x + x’ 
ne fournissent aucune contribution à l'expression (81,1) de la force. 
Nous ne nous arrêtons pas sur cette question, car le résultat est phy- 
siquement évident à priori: en posant x == zx’ dans une solution de 
la forme f* (x + x’), nous obtiendrons un flux d’impulsion dans la 
fente qui serait fonction de la coordonnée, en contradiction avec la 
loi de la conservation de l'impulsion. Dans ce qui suit, nous ne ferons 
figurer dans le résultat que les expressions pour les parties des fonc- 
tions de Green Z% qui ne dépendent pas de x + x’. 

Cherchons la fonction Z,.. Elle doit vérifier les équations: 


(ui) D,,(x, T')=0, r<O, 


dz° 
a d® , 
(ui) 2 (x, T )=0, z> 1 (81,8) 
(03) 2. (&, z')= —4nô(z—zx'), 0O<r<l. 


On en tire 
D; = Aer, z<0, D,.=Be-vsx, 1> 1, 


Do = Ce + Cet + e-mlx-xl Q<Lxz<lI. 
3 


Dans la dernière expression, il a été tenu compte de ce qu'en vertu 
de la troisième équation (81,8) la dérivée d%,.,/dx subit pour x = x’ 
un saut égal à 4n. Ayant déterminé À, B, C;, C; (fonctions de x’) 
à l’aide des conditions aux limites de continuité de Z,, et dZ../dx, 
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on obtient 


= an 0 27 x 
Da= a hws(z—z)— 5e wlx-x 1, O<x<l, 


A = 1 — el (w1+ w3) (0: +ws) 
(0, —w3s) (we —w3) ° 
En retranchant la valeur de Z:,. pour w, = w, = w, (dans ce cas 
4/A = 0), on trouve finalement 


= 4x 
Pe=ss chw,(z—7zx"). 


De même, en résolvant l'équation en Z,,, on obtient (après dé- 

duction) 

4Tws 

ETS 
= 1 e2v,1 (is tu) (eus uw) 

A,=1—e: (eu, —w,) (Es —w:) 


Dyy = chw;(z— x"), 


et en utilisant (81,7) 


= ë 4niq , 
Lry= Dix = TEA, sh Wa(Tz—2x } 
FREE ang® , 
: DE: = “oi Ch Wa(T—Z ). 


Après avoir calculé les fonctions ZË et ZX, après les avoir 
transformées conformément à (81,2) et porté le résultat obtenu dans 
(81.1), on trouve 


PR CR 

FD=-Y \ vs(5+s) dd. 
n= 

Enfin, en passant à une nouvelle variable d’intégration p selon 

g = (£n/c) Vp° — À et en reprenant les unités usuelles, nous trou- 

vons l’expression définitive de la force F s’exerçant sur l'unité d’aire 

de chacun des deux corps séparés par une fente de largeur l: 


rome D |» (Re (AT 4 
+[ (51 + PE) (se + PEs) exp (£ 1) = 11} dp, (81,9) 


(51— PE1) (S2— PE2) 


n=Ve—1+p, s=Ve-1+p, G=2nnTih, 
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€, € étant des fonctions de la fréquence imaginaire o= if, ; 
rappelons à ce propos que & (it) est une quantité réelle positive qui 
décroît de façon monotone depuis sa valeur électrostatique e, corres- 
pondant à & — 0 jusqu’à 1 pour & —  !). Les valeurs positives de 
F correspondent à l'attraction des corps. L'expression sous le signe 
d'intégration dans chacun des termes de la somme dans (81,9) est 
positive et pour des valeurs données de p et &, elle décroît de façon 
monotone à mesure que L croît 2). Il s'ensuit que F > 0, dFldl < 0, 
c.-à-d. que les corps séparés par une fente vide s'attirent avec une 
force qui décroît de façon monotone lorsque la distance augmente. 

La formule générale (81,9) est très compliquée, mais on peut la 
simplifier grandement en remarquant que l'influence de la tempé- 
rature sur la force d’interaction est généralement insignifiante 5). 
Cela tient à ce que du fait de la présence des exponentielles dans les 
expressions à intégrer dans (81,9), la somme dépend surtout des ter- 
mes pour lesquels &, — c/l ou nr — ch/IT. Dans le cas où IT/ch «1, 
ce sont les grandes valeurs de n qui importent et on peut passer 
dans (81,9) de la sommation à l'intégration sur dn = hidt/2nT. La 
température se trouve alors éliminée de la formule et on arrive au 
résultat suivant: 


co © 


rome | Ÿ pe (CH (LED 


(51 pe)(satpes) [215 7) _ 4717! e 

Fées exp | c 1) 1] }& de. (81,10) 
Cette formule est valable pour les distances L € ch/T. A la tempé- 
rature ordinaire cela fournit une distance atteignant 10-* cm. La 
formule (81,10) peut encore être simplifiée dans deux cas limites que 
nous étudierons dans le paragraphe suivant. 


$ 82. Forces d'interaction moléculaires 
entre les corps solides. Cas limites 


Considérons d’abord le cas limite des « petites » distances. i.e. 
des distances qui sont petites par rapport aux longueurs d'onde À, 
caractéristiques des spectres d'absorption des corps étudiés. Les 


1) La formule (81,9) a été établie en supposant que les deux corps sont 
isotropes. Elle ne peut donc être appliquée aux cristaux que s’il est possible de 
négliger l’anisotropie de la permittivite diélectrique. Quoique cela soit possible 
dans la plupart des cas, il convient de remarquer que l'anisotropie des corps 
donne lieu en général à un effet spécifique, à savoir, à l'apparition d'un moment 
de forces cherchant à faire tourner les corps l’un par rapport à l'autre. 

2) Il est facile de s'en assurer en remarquant que pour s = (8 — 1 + p°}l/2 
(p> 1) on a les inégalités ep > s > p pour e > 1. 

3) En parlant de l'influence de fa température, on néglige celle qui est 
liée simplement à la variation de la permittivité diélectrique elle-même en 
fonction de la température. 
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températures dont il peut s'agir pour les corps condensés sont en 
tout cas petites devant les valeurs de £w, qui interviennent ici (par 
exemple dans la partie visible du spectre), ce qui permet d’affirmer 
que l'inégalité Tl/hñc € 1 est valable à priori. 

Du fait de la présence d’un facteur exponentiel dans les déno- 
minateurs de l’expression sous le signe d'intégration dans l’inté- 
gration par rapport à dp, seule importe la région où péülic — 1. 
On a alors p > 1, ce qui permet de poser s, Æ 5, Æ p pour déter- 
miner le terme principal de l’intégrale. Dans cette approximation, 
le premier terme de la somme entre accolades dans (81,10) s’annule. 
Après introduction de la variable d'intégration x — 2p£ l/c. le deu- 
xième terme donne 


n (Tete) > 47" 
FO= er | | + pen e—1] drdt (82) 


(la borne inférieure d'intégration sur dx est posée égale à zéro dans 
l’approximation utilisée) !). 

Dans ce cas la force est inversement proportionnelle au cube de 
la distance. résultat auquel on pouvait s'attendre, conformément 
à la loi ordinaire des forces de Van der Waals s’exerçant entre deux 
atomes (voir ci-après note au bas de la page 415). Les fonctions 
e (it) — 1 décroissent de façon monotone lorsque & croît en ten- 
dant vers zéro. En conséquence, à partir d’une certaine valeur 
6 — Lo. les valeurs de Ë n’apportent plus de contribution notable à 
l'intégrale; la condition imposant que ! soit petit signifie qu’on 
doit avoir L € c/o. ‘ 

Nous allons montrer maintenant comment on fait pour passer de 
la formule macroscopique (82,1) à l’interaction entre les atomes 
individuels se trouvant dans le vide. A cette fin, supposons de façon 
formelle que les deux corps soient suffisamment raréfiés. Du point 
de vue macroscopique, cela signifie que leurs permittivités diélec- 
triques sont proches de l’unité ou que les différences €, — 1 et e, — 1 


1) Une intégrale de la forme 


se. 
2 
varie peu (de 1 à 1,2) lorsque a varie de œ à 1. On peut donc écrire la formu- 


le (82,1), avec une précision pratiquement suffisante, sous la forme: 


hs — ([e:(t)—1J{e. (E)—1] 
F=-gus, 0 \ es ED) 1]lee (0) + 1) 


La quantité w joue le rôle d’une certaine fréquence caractéristique des spectres 
d'absorption des deux corps. 
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sont petites. On tire alors de (82,1) avec une précision suffisante 


F— se | \ ses (e,—1)(e,—1) dx dt = 
0 0 


1.4 


= (Le (GE) — 11e, (4) — 1148. 
0 


En exprimant e (it) en fonction de Im £ (w) sur l’axe réel w, 
on trouve selon (80,18) 


F— À ni &,0, Im £, (©,) Im &, (©) dt du, de, = 
0 


87 (@F+ L?) (Wi+ 5?) 


__ h \ | Im e, (@,) Im €, (02) 
7 {6 © + Oo 


do, dw,. (82,2) 


Cette force correspond à l'interaction entre les atomes avec une 
énergie 


3h Im &, (,) Im £, (os 
U(= re | | RP Ce Ju, du, (82,3) 
où r est la distance entre les atomes; »,, », sont les densités des 
nombres d’atomes dans les deux corps ‘). Cette formule coïncide avec 
la formule de London en mécanique quantique, qui a été établie à 
l’aide de la théorie ordinaire des perturbations appliquée à l’interac- 
tion dipolaire de deux atomes (cf. III, $ 89, problème). En com- 
parant ces formules, il convient de remarquer que la partie imagi- 
naire de & (w) est liée à la densité spectrale des « forces d’oscilla- 
teurs » f (o) par la relation 


912e° 
wo Im e (wo) = = nf (w) 


(e, m désignent la charge et la masse de l’électron; cf. VIII. $ 82); 
on sait que les forces d'’oscillateurs s'expriment à l’aide des carrés 
des éléments matriciels du moment dipolaire des atomes (cf. III, 
(149,10)). 

Considérons maintenant le cas des « grandes » distances : L 5 do. 
Nous supposerons cependant que les distances ne sont pas tellement 
grandes que la condition {T/hc & 1 soit violée. 


3) Si l'énergie potentielle d'interaction entre les atomes 1 et 2 est égale 


à U(r) = — ar”, l'énergie totale des interactions paires de tous les atomes 
contenus dans deux demi-espaces séparés par une fente de largeur / sera égale 
à Utot = — annn./12l%. Quant à la force, elle est égale à F — dUtot/dl = 


mn Res Sie en ceci que réside la correspondance entre les formules 
2,2) et 193). 


416 FLUCTUATIONS ÉLECTROMAGNÉTIQUES [CH. VIII 


Introduisons une fois encore dans la formule (81,10) une nouvelle 
variable d'intégration x — 2plt/c, mais en adoptant p (et non plus £) 
en tant que deuxième variable. Dans ces conditions, 8, et e, seront 
des fonctions de l'argument i6 = ixc/2pl. Grâce à la présence de 
e* dans les dénominateurs de l'expression sous le signe d'intégration 
dans l'intégrale par rapport à dx, ce sont les valeurs z — 1 quicomp- 
tent, et comme p > 1, pour les grandes valeurs de / l’argument de 
la fonction e est voisin de zéro dans toute la région essentielle des 
variables. On peut donc substituer à e,, e, leurs valeurs pour & — 0, 
i.e. les remplacer par les constantes diélectriques électrostatiques 
810» 820- On trouve finalement 


Fm | | esse T4 


“e (S10—+ PE10) (S204 Peso) , “—1]"} dp dx, 


(510 — PE10) (520 — pes) © 
S10 = Veo—1+p, S20 = } 820 — 1+ p?. (82,4) 


La loi de la décroissance de la force avec la distance (comme /”t) 
correspond, dans le cas considéré, à la loi de décroissance des forces 
de Van der Waals s'exerçant entre deux atomes, compte tenu de 
l'effet de retardement (voir plus 
bas). 

La formule (82,4) se réduit à 
une expression simple lorsque les 
deux corps sont métalliques. Pour 
les métaux, la fonction e (it) —>00 
lorsque &—0; on peut donc 
admettre que &, — oc. En po- 
sant &jo — &o — © on obtient 


= (ue z° dp dz 
ne TR f ; PE 1) — 
DL: 
0 82 01.06 06 Ve = 7 (82,5) 
Fig. 18 (H. B. G. Casimir, 1948). Cette 


force ne dépend pas de la nature du 

métal (c'est une propriété qui ne se manifeste pas aux petites dis- 

tances puisque la force d'interaction dépend alors du comportement 

de la fonction æe (iË) pour toutes les valeurs de Ë et non seulement 
pour & — 0). 

Sur la figure 18 on a représenté le graphique de la fonction 

aa (£o) qui définit la force d'attraction s’exerçant entre deux di- 


$ 82] FORCES D'INTERACTION MOLECULAIRES. CAS LIMITES 417 


électriques identiques (80 = 80 = €0) ; la formule (82,4) est donnée 
ici sous la forme: 


2? fic —1 )2 
F=gr (71) Paa (£0)- (82,6) 


Sur la même figure on a représenté le graphique de la fonction- 
Pam (£o) qui définit la force d'attraction s’exerçant entre un di- 
électrique et un métal (8,0 = &o, 80 — ©) conformément à la for 
mule ?) 
3 fic eo—1 
F= 5 n ept Pam (#0). (82,7) 


Effectuons dans (82,4) le passage à l'interaction d’atomes isolés, 
comme nous l’avons fait dans le cas de la formule (82,1). Pour les 
petites valeurs de e, — 1 nous avons 


—1 1 
S— PR , Sy— Po © (8— 1) (—p+ 35), 


et l'intégrale (82,4) prend la forme: 


ñ æ : is es 
F2 ppp (10 — 1) (820 — 1) | me dx \ RE dp, 
0 1 
d'où 
hic 23 
F= ins (e10 — 1) (E:0 — 1). (82,8) 


Cette force correspond à l'interaction entre deux atomes, l'énergie 
d'interaction étant égale à 


U(r)= — ae (027 PS (82,9) 


où æ, æ& sont les polarisabilités statiques des atomes (e, = 1 + 
+ 4nna). La formule (82,9) coïncide avec le résultat du calcul, d'a- 
près l’électrodynamique quantique, de l'attraction s'exerçant entre 
deux atomes situés à assez grande distance l’un de l’autre pour que 
se manifestent les effets de retardement (cf. IV, $ 85). 
Considérons, pour conclure, des distances tellement grandes que 
l'inégalité IT/hc © 1 est vérifiée; cette inégalité est l'inverse de 
celle que nous avons imposée pour pouvoir négliger l'influence de 
la température. Maintenant nous ne devons conserver que le pre- 
mier terme de la somme dans (81,9). On ne peut cependant y poser 
aussitôt rn = 0 en raison de l’indétermination qui en résulterait (le 


1) Lorsque £,—+ 1, les fonctions @aq et Pam tendent respectivement vers 0,35 
et 0,46, valeurs correspondant aux lois limites (82,8) et (1) figurant dans le 
problème à la fin de ce paragraphe. Lorsque £,— oc, les deux fonctions ten- 
dent vers 1, valeur correspondant à la formule (82,5). 
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facteur £}, s’annule, mais l'intégrale sur dp est divergente). On peut 
lever cette difficulté en introduisant d’abord, à la place de p, une 
nouvelle variable d’intégration x — 2pt,l/c (ce qui a pour résultat 
d'éliminer le facteur &%). En posant ensuite £, — 0 on obtient 


Le] 


D (E10+ 1) (820 + 1) 1 
FETE \ 2 [éetiemtnes 4] dr. (82,10) 


Ainsi, lorsque la distance devient suffisamment grande, la décrois- 
sance de la force d'attraction s'atténue et se déroule de nouveau 
conformément à la loi Z-*, mais avec un coefficient dépendant de la 
température (tous les termes suivants de la somme dans (81,9) dé- 
croissent exponentiellement avec l). La condition [T/hic > 1 est 
en fait la condition de l’approximation classique (äw & T, où 
o — c/l). Il est donc naturel que (82,10) ne contienne pas #!). 


Problème 


Trouver la loi d'interaction à « grande » distance d'un atome avec une 
paroi métallique. 

Solution. On peut trouver l'interaction d'un atome isolé avec un 
corps condensé en assimilant l'un des corps (posons qu'il s’agit du corps 2) 
à un milieu raréfié. En supposant que la différence e,, — 1 est petite et en po- 
sant &,9 — ©, on tire de (82,4) 


œ Co 
p_ he (620—1) [ 2e de | dp__ 3hc (E:0— 1) 


7 32m 2 Sn «) 
Si l'énergie d'interaction de l'atome avec la paroi est donnée par U = — aL”t 
(L étant Îa distance entre l'atome et la HE l'énergie d'interaction des atomes 
se trouvant dans le demi-espace séparé de la paroi par une fente de largeur ! 
est égale à Utot — — an/3l% et la force F = dUtot/dl = anJlf. Il s'ensuit 
qu'à cette valeur de F correspond l'attraction de l'atome isolé par la paroi avec 
une énergie égale à 
U(L)= —3a;hc/8nLt (2) 

(4. B. G. Casimir, D. Polder, 1948). 

Dans le cas de l’interaction de l'atome avec une paroi diélectrique, le 
même raisonnement fournit le résultat suivant: 
3hcaa —1 
SxL* CS Pad (E10) 


U (L)=— 


avec la fonction aa qui est représentée sur la figure 18. Lorsque e,,— 1, cette 
fonction tend vers la valeur 23/30 = 0,77 qui cadre avec la formule (82,8). 


1) Les formules des $$ 81, 82 peuvent être généralisées afin d'inclure le 
cas où la fente entre les corps solides serait remplie d’un fluide ainsi que le cas 
où la surface solide serait recouverte d'une fine pellicule liquide; cf. 7. Dzialo- 
chinski, E. Lifchitz, L. Pitayevski, Ouspékhi Fiz. Naouk, 78, 381, 1961; Advan- 
ces in Phys., 10, 165, 1961. 
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$ 83. Comportement asymptotique de la fonction 
de corrélation dans les liquides 


Les fluctuations électromagnétiques de grandes longueurs d'onde 
déterminent l'apparition de propriétés spécifiques chez la fonction 
de corrélation des fluctuations de la densité dans un liquide homo- 

ène. 
; Rappelons (cf. V, $ 116) que la fonction de corrélation w (r) est 
définie par la valeur moyenne du produit des fluctuations de la 
densité du nombre »r de particules en deux points de l’espace selon 
l'équation 


(ôn (r,) ôn (r2)) = nô(r) + nv(r), r=r—nr. (83,1) 


La fonction de corrélation est liée à l’interaction entre les particules 
et son comportement asymptotique à grande distance est déterminé 
par la partie de Van der Waals de cette interaction, dont l’action se 
fait sentir à grande distance. De ce fait v (r) décroît, comme les forces 
de Van der Waals, suivant une loi de puissance (J. Enderby, T. Gas- 
kell, N. H. March, 19,65). 

Cette situation se reflète, bien entendu, sur les propriétés des 
composantes de Fourier de la fonction de corrélation v (k) = v (k). 
Si le rayon d'action des forces d’interaction s’exerçant entre les 
particules était de l’ordre des dimensions atomiques a, la fonction 
v (r) décroîtrait en fonction de la distance selon une loi exponentielle 
avec un exposant —r/a !). En termes des composantes de Fourier, 
cela signifie que v (k) serait une fonction régulière de ka et pour 
ka € 1 pourrait être développée suivant les puissances paires de ka. 
Quant aux forces à grand rayon d'action, elles conduisent à l'appa- 
rition dans v (k) d'un terme (que nous noterons v, (k)), qui varie 
notablement dans un intervalle de # = 4/À, (au lieu de k — 1/a), 
ko étant les longueurs d'onde caractéristiques du spectre du liquide 
(lo > a). Dans la région ka € 1. le paramètre kA, peut être petit 
ou grand et la fonction v, (k) y présente un caractère singulier. 

Pour calculer la fonction de corrélation nous mettrons à profit 
son lien avec la dérivée variationnelle seconde de l'énergie libre du 
corps par rapport à sa densité. Par définition, cette dérivée est la 
fonction œ (r) figurant dans l’expression 


ôF =7 \ p(lrs—r2 1) ôn (rs) Ôn (r2) do, dix, (83.2) 


1) 11 s’agit de liquides se trouvant à des températures T = 6 (où 8 — 
= hu/a est la « température de Debye » du liquide) et loin du point critique. 
Près du point critique le rayon de corrélation croît indéfiniment (cf. V, $$ 152, 
153). Ce rayon croît aussi à basses températures et à T & @ possède une valeur 
de l’ordre de Au/T (voir plus loin $ 87). 
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représentant la variation de l'énergie libre déterminée par les fluc- 
tuations de la densité (à une température donnée). La composante 
de Fourier p (k) =  (k) de cette fonction est liée à la fonction cher- 
chée v (k) par la relation 


T ! 


(cf. V (116,14)). On notera que cette formule se fonde sur le caractère 
classique des fluctuations, ce qui implique que fo € T, © étant 
la fréquence des oscillations de vecteur d'onde k. En posant © — ku 
(où w est la vitesse du son dans le liquide), on obtient la condition 


hku € T, (83,4) 


ce qui correspond aux distances r > Au/T. 

La partie « régulière » de la fonction  (k), qui est liée aux forces 
ne s’exerçant qu'à courte distance, peut être développée suivant les 
puissances de k; en se limitant (pour ka € 1) au premier terme du 
développement que l’on notera b, on écrira 


p @) & b + m GK), (83,5) 


où , (%) est la partie « singulière » de la fonction qui est celle qui 
nous intéresse !). Les forces de Van der Waals étant relativement 
faibles. q, (k) € b, ce qui permet d'écrire le résultat de la substi- 
tution de (83,5) dans (83,3) sous la forme: 


VO) = A — oi (E). (83,6) 


Comme la relation entre v (k) et q, (k) est linéaire, la fonction v (r) 
s'exprime aux grandes distances par 


v()= — Ti (). (83,7) 


Au premier terme dans (83,6) (qui ne dépend pas de k) correspond 
une fonction des coordonnées de la forme const-6 (r), qui est liée 
aux forces à courte distance (en négligeant leur rayon d'action). 

Pour déterminer q, (r) partons de la formule (80,11) représentant 
la variation de l’énergie libre. En écrivant 


&e (it, r)= LCD 67 (r), (83,8) 


1) La constante b se laisse exprimer en fonction des grandeurs thermody- 
namiques du liquide selon b = 2(%) (cf. V, $ 152). 
n n'IT 
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nous voyons que l'expression 


T D, : | 
7 Anñc 2 CZn(£ss r,r) ae 


représente la dérivée variationnelle première de l'énergie libre par 
rapport à la densité. Avant de procéder à la dérivation seconde, il 
faut, à son tour, faire varier cette expression, i.e. trouver !) 


T Q'. — 
— rs D ÉdZu(Es: r n #0. (83,9) 
s=s0 
La fonction Z elle-même vérifie l'équation (79,8): 


2 — OnA + Het, r)ôù ]Du(tss r, = 
= —4nkô,,ô(r—r), (83,10) 


dont la variation fournit l'équation représentant la variation de la 
fonction Z: 
La —6uû + (tn ]ôS un Ge: », r°)= 

0x; ôz, il c? 8) Vit LR \Ss» 1 


= ee Ôe (it, 7) Dir (Gs: r, r’). (83,11) 


On peut écrire aussitôt la solution de l’équation (83,11) en remar- 
quant qu'en vertu de (83,10) la fonction « non perturbée » Z,, est 
la fonction de Green de cette équation; on obtient ainsi 


Le ; 2 ue 
a \ e (es 17) Din (Es s r, r°) X 
X Dui(Gs 1”, r) dir” 
(on y a utilisé l'égalité Zi (r, r”) = Zu (r”, r)). En portant dans 


cette expression (83,8) et en substituant ensuite le résultat obtenu 
dans (83,9), on trouve sa dérivée variationnelle seconde 


07; (&s », r) — 


T_ (0 2 
PIE — Zrnss » g[ =] Dim (Es: risre) (83,12) 
#=0 


(r = |r, —r, |). Cette formule et la formule (83,7) fournissent 
l'expression générale cherchée de la fonction de corrélation v (r) 
pour r > hku/T (M. Kémoklidzé, L. Pitayevski, 1970). 


1) On ne fait varier que la fonction Z,,. La variation de la fonction e 
conduirait à l'apparition d'un terme de la forme const-6ô (r) dans @ (r) qui n’a 
aucun rapport avec les forces à grande distance. 
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La condition (83,4) que nous avons déjà postulée pour les vecteurs 
d'onde est équivalente à la condition r > Au/T pour les distances. 
Appliquons cette condition et simultanément bornons par le haut 
la gamme des valeurs de r: 


heiT > r > hu/T. (83,13) 


Dans ces conditions, la somme dépendra essentiellement des grandes 
valeurs de s et la sommation sur les « fréquences » discrètes &, — 
= 2aTs/h pourra être remplacée par une intégration sur ds — 
= hidi/2nT : 


TT 1 dt) Luce 
vo (ES Pust,@: roro E. (63,19 


oo 


On tire la fonction Z ;m de (77,6) en y remplaçant © par it. 
Après dérivation et élévation au carré, on obtient 
28° 


Din ete (1+ ++ it), 
w = ré V'e(it)'c. 


La substitution de (83,15) dans (83.14) conduit à une expression 
assez compliquée qui se simplifie cependant dans deux cas limites. 

Dans le cas des « petites » distances (r € À, cf. $ 81), dans l'in- 
tégrale est essentielle la région ? — c/À,; dans ce cas rË/c «1, 
de sorte qu’on peut remplacer dans (83,15) le facteur exponentiel 
par l’unité et ne garder que le dernier terme entre parenthèses. On 
trouve ainsi : 


(83,15) 


LA ___SaT Ffæ(GD 7 _& 
mes. 4 men | ôn + ie?(b) ? Ré ls 1188518) 


La transformée de Fourier de cette fonction est !) 


vH= + AB, H>1. (83,17) 


Dans le cas opposé des « grandes » distances (r > À), dans l’inté- 
grale est essentiel le domaine £ — c/r € cl — &4. On peut alors 
remplacer e (iË£) par sa valeur électrostatique &, et faire sortir 


1) Par intégration directe en coordonnées sphériques dans l'espace k on 
peut obtenir 
k rt +2) sin (nv/2) 


ds 
I,= li Â ARE AR EN 
ve le ny 2na7"FS 


L'intégrale requise pour vérifier la formule (83,17) est l'intégrale J;. Pour 
vérifier la formule (83,19) il faut utiliser l'intégrale que l’on évalue comme 
dl,/dv pour v= 4. 
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(deo/0n)° de sous le signe d'intégration dans (83,14). Après cela l’in- 
tégration s'effectue de façon élémentaire (la contribution de tous les 
termes de (83,15) est du même ordre de grandeur). Il en résulte 


_ B ____ 23ñcT _d6o \? 
vers Ben () "> (63,18) 
La transformée de Fourier de cette fonction est 
v(k)=— 75 Bkln ko Ko KA. (83,19) 


$ 84. Expression opératorielle de la permittivité 
diélectrique 


Dans ce paragraphe nous nous proposons d'établir une repré- 
sentation utile de la permittivité diélectrique d’un milieu à l’aide 
du commutateur de l'opérateur de la densité des charges (Ph. No- 
ziéres, D. Pines, 1958). Cette formule est analogue à la formule de 
Kubo, mais tenant compte des particularités du champ électromagné- 
tique. 

Soit un milieu homogène caractérisé par une dispersion temporelle 
et spatiale de la permittivité diélectrique. Cela signifie que l’induc- 
tion D (t. r) dépend des valeurs de l'intensité E (t, r) non seulement 
aux instants antérieurs, mais aussi en d’autres points de l’espace. 
Sous une forme générale cette dépendance se présente comme suit: 


D,(t, r)=E,(t, r)+ | \ f(x )E(—t, r—r)diz' dr. (84,1) 
0 
Dans le cas d’un champ monochromatique où E, D © exp li (kr — 
— ot)], cette relation se réduit à 
. Di = ex (o@, k) E;, (84.2) 
où 
en (o, k)=ên+ | À fm r'heitr-urn gs ar. (84,3) 
U 


Nous ne considérerons que le cas où le milieu est non seulement 
homogène, mais isotrope et ne possède aucune activité optique na- 
turelle. Dans ces conditions la permittivité diélectrique reste un 
tenseur formé uniquement avec le vecteur k. La forme générale de ce 
tenseur est 


He (u, k) (ôm—"%e). (84,4) 


Les fonctions scalaires e, et e, sont dénommées respectivement 
permittivité longitudinale et permittivité transversale. Si le champ E 


Eih = EË (w, k) 
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est à potentiel, E — —V, pour une onde plane E est parallèle 
au vecteur d'onde (E — —iko) et on a D — &,E. Si le champ est 
solénoïdal (div E = ikE = 0), E est perpendiculaire au vecteur 
d'onde, et D — &.,E. 

Rappelons (cf. VIII, $ 103) qu'avec ce mode de description des 
propriétés du milieu il est inutile de diviser la valeur moyenne de 
la densité de courant microscopique pv (p est la densité des charges) 
en deux parties : 0P/ôt et c rot M, où P est la polarisation électrique 
et M l’aimantation du milieu. Autrement dit, les équations de Max- 
well s’écrivent sous la forme: 


1 6B 1 0D 
rot E — TT rot B=—— 
sans avoir à introduire le vecteur H en plus de l'induction magné- 
tique B qui représente l'intensité microscopique moyenne du champ 
magnétique. Tous les termes qui apparaissent lorsqu'on évalue les 
valeurs moyennes des courants microscopiques sont supposés être 
incorporés dans la définition D — E + 4nP et pv — 6P/ôt. 

Dans les applications on a affaire surtout à la permittivité longi- 
tudinale et il importe d’en donner l'expression opératorielle. Pour 
l’établir il convient de considérer la réponse du système à l’action 
d'un champ électrique à potentiel Egt — —Vper créé par des sour- 
ces qui sont étrangères au système. 

L'opérateur d'interaction du système avec ce champ est donné par 


= À b( r)qutt, r) dx, (84,5) 


où p(t, r) est l’opérateur de densité des charges dans le système. 
En identifiant cette expression avec la formule générale (75,8) et 
en considérant st comme la « force généralisée » f, on trouve aussi- 
tôt, par application des formules (75,9) à (75,11), les composantes 
de Fourier de la densité moyenne des charges par rapport au temps: 


Pa (n=—+ À À eist(p(s, r) (0, r)— 
0 
—p(0, r’) p(t, r)) pl (r') Ex’ dt. 
En passant aux composantes de Fourier spatiales et en remarquant 


qu’en raison de l’homogénéité du système la valeur moyenne du 
commutateur ne dépend que de la différence r —r’, on obtient 


Pak =a(o, k) pi), (84,6) 
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avec 

L., 2 
af, = | (eierko (sn 6(0, 0) 

0 


—p(0,0)o(t,r))dzdt.  (84,7} 


La densité moyenne des charges est liée au vecteur polarisation 


du milieu par la relation p = —div P (cf. VIII, $ 6). On en déduit 
pour les composantes de Fourier 


Pok = —ikPor = —ài 


er —1 
LL kE,x- 


D'autre part, Age: — —4npe, où pat est la densité des charges 
produisant le champ étranger, l'induction D est liée à cette densité 
par l'équation div D = 4npg. De ces deux équations on tire le 
résultat suivant: 


& 
ph — _. po = _ kEor. 


Après substitution de ces expressions dans (84,6) on trouve l’ex- 
pression cherchée de la permittivité Ne 


1 


TNT =1Â+— = TE a(o, k). (84,8) 


En toute rigueur on doit entendre par p (t, r) figurant dans (84,7) 
l'opérateur de densité des charges de toutes les particules contenues 
dans le système, i.e. de tous les électrons et de tous les noyaux. 
Néanmoins, dans toute la gamme des valeurs de © et k qui importe, 
c'est la contribution des électrons qui prédomine, ce qui permet d’en- 
tendre par p la quantité e (n — n), où n est l'opérateur de densité 
des électrons et n en est la valeur moyenne. 

On peut transformer encore les formules (84,7), (84,8) en les ex- 
primant en fonction des éléments matriciels des composantes de 


Fourier de l'opérateur . Ecrivons d’abord (84,7) sous la forme: 


L. 2 


a (o, k)= —- 7 | «° Qu (#) P-x (0)—P-x (px) dt (84,9) 


0 
(V est le volume du système). Les éléments matriciels de l'opérateur 
de Heisenberg Pi (t) s'expriment à l’aide des éléments de matrice 
de l’opérateur de Schrôdinger selon 


(pu (#)}mn = € mnt (Pu}mn - 
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En développant le produit des opérateurs d'après la règle de multi- 
plication des matrices et en intégrant selon (31,21) on trouve finale- 
ment 


1 4x © 1 1 
e: (©, k) (©, =! Ge 5 "ARY | (Px)no [2 = 5) : (84,10) 


où l'indice O0 concerne l’état donné dont on désire calculer la per- 
mittivité. 


$ 85. Plasma dégénéré 


Considérons un plasma complètement ionisé dans lequel les ions 
forment un gaz classique (boltzmannien), la composante électronique 
étant déjà dégénérée. Cela se produit aux températures vérifiant les 
conditions suivantes: 


HET, 
i.e. 
Rnm; € T € hn”/3/m. (85,1) 


(le, u; sont les potentiels chimiques des électrons et des ions du 
plasma ; m, et m; en sont les masses; n est la densité du nombre de 
particules; dans nos estimations nous ne ferons pas de distinction 
entre n». et n;). Nous admettrons encore que le plasma présente un 
faible écart à l’état de gaz parfait, ce qui implique que l'énergie 
d'interaction coulombienne de deux particules se trouvant à une 
distance ! — n-1/3 l’une de l’autre doit être petite par rapport à leur 
énergie cinétique moyenne &. Pour les ions e — T, et pour les élec- 
trons e — pe — n°3h*/m.. On en tire les conditions 


mel € ns & Tle. (85,2) 


Nous avons montré dans V, $ 80 que dans ces conditions la cause 
principale des corrections à apporter aux grandeurs thermodynami- 
ques du plasma (par rapport à leurs valeurs pour un gaz parfait) 
est l'interaction d'échange des électrons; l'énergie de cette interac- 
tion (rapportée à l'unité de volume du plasma) est —e’n#/5. Quant 
à la correction de corrélation (qui prédomine dans le plasma classi- 
que), dans le plasma dégénéré elle est petite devant la correction 
d'échange dans le rapport de n!/°, n = m.e*/h°n!/5 € 1. Néanmoins 
son calcul pour le plasma dégénéré présente un intérêt méthodolo- 
gique et illustre une des applications de la technique des diagrammes. 

L'opérateur de l'interaction coulombienne des particules du 
plasma s'écrit sous la forme: 


=+ 2 > \ LEA TEE Tr=r | = _ 1e 20 d°zx d3x”, (85,3) 


r—r| 
a, bd 
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où les indices a, b numérotent les différentes espèces de particules — 
les électrons et les différentes espèces d'ions; 3,e est la charge des 
particules (pour les électrons z, — —1). En prenant les opérateurs 
+ dans la représentation de Matsubara nous obtenons automatique- 
ment l'opérateur d'interaction dans cette représentation. Pour cons- 
truire la technique des diagrammes adaptée au calcul de la valeur 


moyenne (sur la distribution de Gibbs) de (Ÿ). il suffit de passer 
à la représentation d'interaction pour les opérateurs de Matsubara; 
la série de la théorie des perturbations qui en résulte est le développe- 


ment de (V) suivant les puissances de e*. 

L'expression (85,3) ne contient aucune variable « libre » (par 
rapport à laquelle on n'’effectuerait pas l'intégration). En technique 
des diagrammes cela se traduit par ce que les termes de la série de 


la théorie des perturbations pour (V) sont représentés par des dia- 
grammes ne possédant pas d’extrémités libres. Convenons de faire 
correspondre aux lignes en pointillé de ces diagrammes (avec les 
&-impulsions Q = (£,, q)) les multiplicateurs suivants !): 


—q(=-<+ (85,4) 
(ne dépendant pas de &,), i.e. la composante de Fourier changée de 
signe du potentiel œ (r) du champ d’une charge unitaire. Aux lignes 
en trait continu on doit attribuer (outre la 4-impulsion P = (£,, p)) 
l'indice a repérant les espèces de particules, et à chacune de ces 
lignes on fait correspondre le facteur — S£4 (P) qui est la fonc- 
tion de Green changée de signe des particules libres a. Les lignes en 
trait continu de chaque diagramme forment des boucles fermées, 
chacune comportant des « maillons » de même indice a. A chaque 
nœud de diagramme, où concourent les lignes en pointillé et en 
trait continu de l'espèce a, on fait correspondre le facteur supplé- 
mentaire z,e. Chaque boucle des fermions introduit le facteur supplé- 
mentaire (—1). Les diagrammes construits selon ces règles repré- 
sentent les termes du développement de la quantité 


2 A 
TT (V). (85,5) 


Le facteur V dans le dénominateur est le volume du système; ce 
facteur apparaît du fait que dans chaque terme de la série l’expres- 
sion sous le signe d'intégration ne dépend que de la différence des 
coordonnées et par suite l’une des intégrations sur dx fournit sim- 
plement le volume V. Le signe moins dans (85,5) est le résultat de 
la définition des lignes en pointillé d’après la règle (85,4), i.e. avec 


1) Dans la suite de ce paragraphe nous posons À = 4, c = 1 et e désigne la 
charge élémentaire (e > 0). 
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le signe moins devant q (q). Le facteur 2 est le résultat du transport 
du facteur 1/2 figurant dans (85,3) dans le premier membre de l’éga- 
lité. 

Au premier ordre de la théorie des perturbations on trouve deux 
sortes de diagrammes: 


à ! »° R : (85,6) 


avec toutes les valeurs possibles de a et b. Les diagrammes du type 
(85,6a) sont obtenus par convolution des opérateurs 4 pris aux mêmes 
points de l’espace. Ces diagrammes correspondent à l'interaction 
coulombienne directe des particules a et b uniformément réparties 
dans l’espace: les contributions de ces diagrammes se détruisent 
mutuellement (en faisant la somme sur toutes les paires a, b)en 
raison de la neutralité électrique du plasma. Les diagrammes du type 
(85,6b) résultent de la convolution des opérateurs d'arguments 
différents et correspondent à l'interaction d'échange des particules 
d'une espèce donnée a. Le calcul de ce dernier diagramme conduit 
aux résultats que nous avons déjà obtenus dans V, $ 80. 

A l'ordre d’approximation suivant on obtient les diagrammes 


des types suivants: 
0 a a 
4 je ef A} LE sn 
t l PO D, 
à z a 
a) hp 0 c) d) €) 


Les diagrammes (85,7a-b) représentent les corrections à apporter 
au diagramme (85,6a) et pour la même raison que ci-dessus se détrui- 
sent mutuellement lors de la sommation sur tous les a, b, c. Les 
diagrammes (85,7c-d) représentent les petites corrections à apporter 
à l’énergie de l’interaction d'échange et ne présentent aucun intérêt 
pour nos besoins. 

Le diagramme (85,7e) est « anomalement grand » en raison de la 
divergence de l'intégrale correspondante. Cette divergence résulte 
de ce que les impulsions q des deux lignes en pointillé sont identiques 
(comme l’impose la conservation des impulsions aux nœuds). De ce 
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fait le diagramme incorpore l'intégrale | Para qui diverge comme 


4/q pour q petits. 

Aux ordres d'approximations supérieurs apparaissent (outre les 
diagrammes de correction) de nouveaux diagrammes « annulaires » 
se caractérisant par des divergences encore plus fortes. Ainsi, par 
exemple, le diagramme du troisième ordre 


a 


AD 
/ a \ 
6 © 
b + C 
comportant trois lignes en pointillé caractérisées par des impulsions q 


égales incorpore l'intégrale | a" qui diverge comme g”$. D'une 


manière générale, un diagramme annulaire d'ordre n composé de n 
boucles en trait continu réunies par n lignes en pointillé diverge 
comme g7(?-3), 

La sommation d’une séquence infinie de diagrammes annulaires 
conduit, comme nous le montrerons plus loin, à des coupures effi- 
caces des divergences pour des valeurs de q d'ordre de petitesse e; 
de ce fait, tous ces diagrammes fournissent tous ensemble une con- 


tribution à (Ÿ) ayant un ordre de petitesse (e°)"/e2-3 = e5, Sous 
forme graphique cette contribution est représentée par la somme 
(sur les espèces de particules) des diagrammes squelettiques 


sr i (85,8) 


où la ligne en pointillé gras représente la somme d’un nombre infini 
de diagrammes linéaires 


a b 
Dee Or (85,9) 
ab... a ô 
comportant des nombres différents de boucles en trait continu. 
Tandis que la ligne en pointillé fin représente le potentiel 
du champ coulombien d’une charge isolée, la ligne en pointillé gras 
représente le potentiel du champ déformé par la polarisation du 
plasma environnant; désignons-le par ®. La contribution totale 
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(85.8) représente donc la partie de corrélation cherchée de l'énergie 
moyenne d'interaction dans le plasma. 

Introduisons la notation —®@ (£,, q)/än pour désigner la somme 
des boucles simples en trait continu de toutes les espèces de parti- 
cules, et représentons cette quantité par un cercle non hachuré: 


a 
- F2 # - >= O (85,10) 


Remarquons que l'argument &, de cette fonction parcourt les valeurs 
« paires » &, — 2s1T quelle que soit la statistique qui régit les parti- 
cules a. En effet, en vertu de la loi de la conservation des fréquences 
aux nœuds, cet argument est égal à la différence des fréquences des 
deux lignes en trait plein. Cette différence est « paire » si les termes 
de la différence sont « pairs » ou « impairs ». 

En utilisant la notation (85,10) la somme (85.8) se laisse repré- 
senter par un seul diagramme squelettique: 


à A 
_ 2er _{ \ (85,44) 
Lei 


Quant à la ligne en pointillé gras, elle vérifie l'équation graphique 
suivante : 


+ ——Q——— (85,12) 


(qui est analogue aux équations (14,4) et (79,13)). Sous forme analy- 
tique cette équation s'écrit 


=D (Bo = —p (a) — pa) Edo (4, q), 
d'où 


D(£s, De (85,13) 


Il est instructif d'examiner ces formules en se plaçant à un autre 
point de vue permettant d'établir un lien avec les diagrammes du 
$ 79. En effet, l'interaction coulombienne entre les charges peut 
être considérée comme résultant de l'échange de photons virtuels. 
Dans ce cas il est préférable de remplacer la jauge (75,1) par la jauge 
dite coulombienne (cf. IV, $ 76) où —D,, est égal à la composante 
de Fourier du potentiel de Coulomb. Quant à la partie spatiale D;, 
dans cette jauge, elle décrit le retard et l'interaction magnétique 
et on peut la négliger dans le cas d’un plasma non relativiste. On 
peut donc poser que sur le diagramme (85,11) aux lignes en pointillé 
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correspond le Z,, de Matsubara et que la fonction @ n’est autre que 
la composante @,, de l'opérateur de polarisation. Selon (79,18) 
on peut donc écrire P(E,. q) — —g° Les (à | €, |, q) — 1] (il est 
facile de voir qu’en présence d’une dispersion spatiale, c’est la per- 
mittivité longitudinale &, qui doit figurer dans (79,18). En portant 
cette expression dans (85,13) il vient 
An 
D(L., q) = q°er (i l Le 1, q) . (85,14) 
Comme on pouvait s’y attendre, c’est la composante de Fourier du 

potentiel de la charge unité plongée dans le milieu. 
En explicitant le diagramme (85,11) à l’aide des règles générales 

de la technique de Matsubara. on trouve es 


£ vT 3 (Des 
Den = D | FD p() D, ds = 


_vr Pi ad à 
Dr ns. (8515) 


Nous montrerons dans ce qui suit que dans cette somme le rôle 
essentiel revient au terme avec s — 0, l'intégrale correspondante 
étant déterminée par la gamme des q petits. Îl s'ensuit que pour 
calculer (85,15) il suffit en fait de connaître la valeur limite de 
P (0, q) pour q —+ 0. On détermine cette quantité à l’aide de considé- 
rations physiques simples, même sans procéder au calcul direct à 
l’aide des diagrammes (85,10). 

Lorsque &, — 0, la fonction ® (0, q) représente la transformée 
de Fourier du potentiel ® (r) du champ électrostatique de la charge 
unité plongée dans le plasma. Le potentiel non perturbé q (r) vérifie 
l'équation de Poisson avec une fonction ô dans le second membre: 
Ag = —4nô (r). Pour trouver l'équation du potentiel ® déformé 
par la polarisation du plasma, on ajoute au second membre la va- 
riation ôp de la densité des charges dans le plasma. déterminée par 
le champ lui-même: 


AD= — 4x [6 (r) + ôp]. (85,16) 


D'autre part, pour q —+ 0, nous avons affaire à un champ qui varie 
lentement tout le long du volume occupé par le plasma. A un tel 
champ s'applique la condition d'équilibre thermodynamique 


Ua + 62 = const = pu}, (85.17) 
où u, est le potentiel chimique des particules de l'espèce a, Ua” 
sa valeur en l’absence du champ. On tire de cette condition la varia- 
tion de la densité », des particules : 


êpe= (5e), ôre= — e2,D 
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et ensuite la variation de la densité de la charge: 
ôp — > eZ a = > (ez}° | ne 
a a 


dla ] T,V 


En portant cette expression dans (85,16) on obtient l'équation 
AD — xD = —4nô (r), (85,18) 
où on a introduit la notation 


= ne D 23 (-Pe (85,19) 


dla dr. v 


Selon (85,18) 1/x est le rayon de Debye de l'effet d'écran du champ 
dans le plasma (cf. V, $ 78). Enfin, en calculant la composante de 
Fourier des deux membres de l'équation (85,18) nous obtenons l’ex- 
pression 
4n 
D(D=-r x » 

dont l'identification avec (85,13) fournit 

P (0, q) | g=0 = — #2 (85,20) 


En intégrant maintenant dans (85,15) avec cette valeur de 

il vient 

a) _ __ VTT \ 4ng° dg VTAS 

Cor 2(2n)° J g*(g®+x?) 8x ” 
On notera tout d’abord que l'intégrale converge sur la borne infé- 
rieure et le rôle principal y jouent g — x. Pour la composante ioni- 
que non dégénérée du plasma, on a ôn;/0u; = n;/T et pour les élec- 
trons, ôn./ôu. — n.lue. Il est facile de voir qu’en vertu de (85,2) 
x < nr! et par suite g € n!/$, ce qui signifie que 1/q est grand par 
rapport aux distances entre les particules. C’est ce qui justifie l’uti- 
lisation de la condition d'équilibre (85,17). Pour justifier le fait que 
l'on a négligé tous les termes de la somme dans (85,14) sauf le terme 
avec s — 0, il suffit de remarquer que, selon (85,14), aux fréquences 
du plasma différentes de zéro, sa polarisation est décrite par la per- 
mittivité diélectrique &, (w, q). Selon l'expression asymptotique con- 
nue, aux fréquences élevées & (w) Æ 1 — 4nn.e*/m.w° et par suite 


: _ Annee 
ea (ill) =1+ mel3 
(cf. VIII, $ 59). En vertu des conditions (85,1), (85,2), toutes les 
fréquences différentes de zéro &, = 2snT > (n.e*/m.)/®, ce qui per- 
met de poser € (i | £, |} = 1, ce qui signifie que le plasma n’est pas 
polarisé et que À est petit. 


(85,21) 
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La formule (85,21) est exprimée en termes des variables thermo- 
dynamiques 7, V, u, et de ce fait on peut calculer le potentiel ther- 
modynamique Q du plasma par intégration directe de l'égalité 


(+ = (85,22) 


2 
de? IT, v.u, 


(cf. V (80,4)). Finalement la partie corrélative de © est donnée par 
(unités usuelles) 


Dr VTns _ _2 4 VTes [ D 2 ( ôla PL (85,23) 


127 ôlla 


(A. Védénov, 1959). Selon le théorème général des petites additions, 
cette même formule exprimée en termes d'autres variables thermo- 
dynamiques fournit la correction à apporter aux autres potentiels 
thermodynamiques. 

Pour un plasma non dégénéré, toutes les dérivées ôn,fôu, = na/T 


et la formule (85,23) se transforme alors en la formule 


2VaVe 8/2 
Fe re (3 sine) (85,24) 
qui représente la correction à l'énergie libre, qui coïncide avec V 


(78,12). 

Si les électrons du plasma sont fortement dégénérés (T € lu.) 
la dérivée ôn./ôu, — nlu, & ne/T. Dans la somme sur a dans (85,23), 
on peut alors négliger le terme électronique et on retrouve la for- 
mule (85,24), à la différence près que la somme y est prise sur les 
sortes d'ions présents dans le plasma. Ainsi, dans le cas d’une dégé- 
nérescence importante, les électrons n’exercent aucune influence ni 
sur le rayon de la région où se manifeste l’effet d'écran, ni sur la 
partie corrélative des grandeurs thermodynamiques du plasma. 
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CHAPITRE IX 


FLUCTUATIONS HYDRODYNAMIQUES 


$ 86. Le facteur de forme dynamique des fluides 


La fonction de corrélation des fluctuations de la densité, qui 
a été introduite dans V, $ 116 est un cas particulier d’une fonction 
plus générale établissant une relation entre les fluctuations de la 
densité non seulement en différen's points de l’espace, mais à diffé- 
rents instants. En théorie classique, cette fonction est définie comme 
la valeur moyenne 


no (t; r1, 72) = (ôr (hi, 1) Ôn (ts, rs)}, (86,1) 


où t — 1, — t,; de la définition de © on a soustrait le facteur r — 
— N/V représüntant la densité moyenne du nombre de particules. 
Pour un milieu homogène et isotrope ‘liquide, gaz) la fonction 
(86,1) ne dépend de r, et r, qu’à travers la distance r — |r, —r, | 
entre les deux points, et c’est ce que nous suppoærons dans la suite 
de l’exposé. ù 

En théorie quantique on définit une fonction analogue à l’aide 
du produit symétrisé des opérateurs densité dépendant du temps 
(opérateurs de Heisenberg): 


no (4, r) = (ôn(t,, r)ôn (ts,r2) + Ên (t2, r:) En (ts, r)) (86,2) 


(conformément à la méthode de définition générale donnée dans V, 
(118,4)). Toutefois, certains avantages sont dans ce cas présentés 
par la définition non symétrique 

no (t, r) — (ôn (ti, r) ôn (éx, ra)), (86,3) 
pour laquelle on conservera la notation o (t, r) :). Contrairement à la 
fonction © (t, r), la fonction © (ft, r) n’est pas paire par rapport à la 
variable t; il est évident que 


Gr) = glo(t r)+o(—t, r)]. (86,4) 


2) C'est cetie fonction qui est une grandeur directement observable, que 
exemple, dans le cas de la diffusion non élastique des neutrons dans un liquide; 
voir problème. 
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La transformée de Fourier de la fonction © (#, r) par rapport au 
temps et aux coordonnées 


o(o,k)=0(v, x = | \ eitut-kng(t, r)dt Œz (86,5) 


est appelée facteur de forme dynamique du milieu. En raison de l’iso- 
tropie de la fonction o (t, r), ce facteur ne dépend que de la valeur 
absolue du vecteur d'onde. Il découle de (86,4) que la transformée 


de Fourier de la fonction & (t, r) est 
G(u, #)=+ [0 (w, k)+o(—0, #)I. (86,6) 


La corrélation purement spatiale des fluctuations de la densité 
du liquide est déterminée par la fonction (86,1) pour t — 0: © (r) = 


= G(t—=0, r) = o(t = 0, r). Cette fonction est liée à la fonction 
v (r) définie dans V, $ 116 et utilisée au $ 83 par la relation © (r) — 
= v (r) + 6 (r); leurs transformées de Fourier sont © (k) = v (k) + 
+ 1. La fonction o (k) ou v (k) est appelée facteur de forme statique 
du liquide. Les fonctions © (w, k) et o (x) sont liées l’une à l’autre 
par la relation intégrale 


L 2 œ 


(= | o(w, ») ee]. = (ot, 4. (86,7) 


L'opérateur densité Schrôdinger (indépendant du temps) est 
donné par la somme 


n(r)=Y 8(r—r) (86,8) 


prise sur toutes les particules du milieu; les coordonnées r, des 
particules jouent le rôle de paramètres (cf. (24,4)). Dans ce qui suit 
nous aurons à utiliser les composantes du développement de Fourier 
de cet opérateur suivant les coordonnées 


x = \ n(rje-ikr dir= S' e7ikra. (86,9) 


Le passage à l'opérateur de Heisenberg dépendant du temps s’effectue 
conformément à la règle générale 
n(t, x) = exp (iHt/h) n (r) exp (—iHtih), (86,10) 


où À est l’hamiltonien du système. Cet opérateur peut être repré- 
senté par les expressions (86,8), (86,9) à condition d’y remplacer r 
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par nr (t), i.e. par les opérateurs coordonnées des particules de Hei- 
senberg. 

Selon les principes fondamentaux de la statistique, les moyennes 
€. . -) peuvent être interprétées différemment suivant la nature des 
variables thermodynamiques devant figurer dans le résultat. Par 
exemple, si la fonction o est définie pour l’énergie totale et le nombre 
de particules du système donnés, la moyenne est évaluée sur un état: 
stationnaire déterminé (le m-ième), i.e. en calculant l'élément de 
matrice diagonal convenable. Pour un système homogène (un liquide), 


la dépendance des éléments matriciels de l'opérateur ôn (£, r) par 
rapport au temps et aux coordonnées est donnée par la formule 

(m | m6, x) | 1)=(m | ôn (0) | D) expli(amt—kmr)l, (86,11) 
qui est tout à fait analogue à (8,4) (dans le second membre on trouve 
l'élément matriciel de l'opérateur de Schrôdinger ôn (r) correspon- 
dant au point r = 0). Compte tenu de cette formule, nous pouvons 
écrire 
no(t, r)= X(mlôn(t, r:) 10 (L1 OR (Et, re) 1m) = 

t 


=Z | (m | ôn (0) 2) [?expli (mt — kmr)]. 
La transformée de Fourier de cette fonction s'écrit 
no (w, #)=(22) © | (m | ôn (0) 1 1) 128(—@m) 6 (k—km). (86,12) 


Dans ces formules on effectue la sommation sur tous les états du 
système comportant un nombre (W,,) donné de particules (vu que 


l'opérateur ôn ne modifie pas ce nombre). 

Si nous désirons exprimer le facteur de forme en fonction de la 
température et du potentiel chimique du liquide, on doit calculer 
la moyenne de (86,12) sur la distribution de Gibbs: 


no (o, #)=(2n) D exp (Em Em ) | (m | 8 (0) | 1) [® X 
im 


X Ü(&—wm)8(k— kim) (86,13) 


(dans tous les termes de la somme W, = N,,). En écrivant une for- 
mule analogue pour © (—w, —k) = o (—w, k), en y modifiant 
réciproquement les notations des indices de sommation / et m et en 
effectuant la substitution E; = E, + form = En + how dans le 
facteur exponentiel (la dernière égalité résulte de la présence de la 
fonction 6), on obtient 


o(—0,k)=0o(, k)e-ta/T (86,14) 
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et ensuite, conformément à (86,6), 


S (0, k)=+(1+e- 07) o(u, k). (86,15) 


On notera que d’après (86,13) (ou (86,12)) la fonction © (w, 4) > 0 
pour toutes les valeurs de ses arguments. D'autre part, la relation 
(86,14) montre qu’à la température du zéro absolu 


o(w, k)=0 pou ©o<0, T =0. (86,16) 


A la limite macroscopique (W, V —>o pour un rapport W/V 
donné), la séquence de fonctions à figurant dans (86,13) se réduit 
à une fonction continue, quoique les pics ô-fonctionnels subsistent 
dans © (w, X) pour les valeurs © = © (x) correspondant aux excita- 
tions élémentaires non amorties (comme le montrent des raisonne- 
ments analogues à ceux exposés au $ 8). Ces pics n'apparaissent qu’à 
la condition que le nombre de particules participant aux excitations 
reste constant 1). 

Voyons comment on fait pour établir un lien entre le facteur de 
forme et les grandeurs figurant dans l’énoncé général du théorème 
de fluctuation-dissipation (D. Pines, Ph. Noziéres, 1958). 

Supposons que chaque particule du liquide soit soumise à l’ac- 
tion d’un champ extérieur, communiquant à cette particule une 
énergie potentielle U (t, r). L'opérateur des perturbations s'exerçant 
sur le liquide tout entier sera donné par 


V (+) = \ n(t, r)U(E, r) dir. (86,17) 


En développant toutes les grandeurs figurant dans (86,17) en des 
séries de Fourier suivant le temps, on peut décrire la réponse du 
système (i.e. la valeur moyenne de la variation de densité déter- 
minée par la perturbation) par une expression de la forme: 


ôn(w, r)=— (a (uw, 1n—r;l)U(u,r;)dr, (86,18) 


où la fonction & (w, r) joue le rôle de susceptibilité généralisée. La 
composante de Fourier par rapport au temps de la fonction de corré- 


lation © (t, r), donnée en notations du théorème de fluctuation- 
dissipation, est 


no (w, r) = (ôn (r;) ôn (res = — re 
1) Par exemple, pour un liquide de Fermi, o (w, k) présente une singula- 
rité du type ô pour & = ku, (u, est la vitesse du son PAS mais ne nn 
pas de ces singularités correspondant à la branche de Fermi du spectre (cf. & 91). 
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Selon ce théorème, cette fonction peut être exprimée à l’aide de la 
susceptibilité généralisée par la formule 


n0 (w, r)=hcoth + Ima(u, r). (86,19) 


Une formule analogue permet d'exprimer la composante de Fourier 


par rapport aux coordonnées de 1 (w, k) à l'aide de & (w, k); après 
cela, selon (86,15), on trouve pour le facteur de forme dynamique 


= 2% 
no (Oo, = 


Ima(w, k). (86,20) 

L'intérêt de ces formules réside en ce qu’elles établissent un lien 
entre le facteur de forme dynamique et une fonction dont les pro- 
priétés analytiques générales sont connues (pour la variable w); 
pour la fonction & (w, k) ces propriétés ont été énumérées dans V, 
$ 123. Elles permettent aussi de calculer le facteur de forme d’après 
la formule générale (cf. (75,11)) selon laquelle 


a(w, k)= + \ \ eitot-kr) (n(t, r) r (0, 0)— 


U 


—n(0,0)n(t, r))di dir. (86,21) 


En exprimant les opérateurs densité en fonction des opérateurs 


Ÿ (r = Ÿ+Ÿ) on peut ramener cette expression à la forme de la 
fonction de Green à deux particules, que l’on peut calculer par la 
technique des diagrammes. 


Problèmei 


Exprimer à l’aide du facteur de forme dynamique la probabilité de collision 
non élastique des neutrons lents au sein d’un liquide composé d’atomes identiques 
(G. Placzek, 1952). 


Solution. Selon la méthode du pseudo-potentiel (cf. III, $ 151), la 
diffusion des neutrons lents peut être décrite comme résultant de l'interaction 
avec une énergie potentielle égale à 


D (D= TE an (n), (1) 


où n (r) est l'opérateur densité (86,8); M la masse réduite de l'atome et du 
neutron; a la longueur de diffusion d'un neutron lent sur un atome individuel 
c'est la valeur limite changée de signe de l'amplitude de diffusion). La pro- 

bilité du passage du système liquide + neutron d’un état initial (i) à un 
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état final (f) dans un intervalle dv, est égale à 


00 


4 2 
as=|+ \ Uri (t) a| dv) (2) 


cf. IT (40,5)); pour les éléments matriciels non diagonaux Us, on peut écrire 


A A 
dans (1) ôr à la place de n. Normalisons la fonction d'onde de l'état initial du 
neutron (d'impulsion p et d'énergie #&) à une particule dans le volume V et la 
fonction d'onde de l'état final (d'impulsion p’ et d'énergie e’) à la fonction 6 
de p/2x. On aura alors dv;— d'p’/(2xk)° et l'élément de matrice de la pertur- 
bation sera donné par 


2nñ°a 
M VV 


où Aik—p—p", f© — e—e’ et ny; (1, r) est l'élément matriciel par rapport 
aux fonctions d'onde du liquide. En portant cette expression dans dwy; on effec- 
tue la sommation des probabilités de transition sur tous les états finals possi- 
bles du liquide. Nous écrivons le carré du module de l'intégrale sous la forme 
d’une intégrale double (sur dt dt’ d'zdir')en remarquant que 


> Gay: (t, r) ônya (L”, D Ônis(t', r°)ônyr(t, r) = 
1 f 


Uni (t)= \ ny; (et, r)eitEr-@ignr, 


= (i16E (”, r')ôn (4, r)] = no (4 —+, r'—r) 


(c est donné en fonction de l'énergie totale du liquide à l'état i). L'intégration 
sur d'(t’— 1) d(z'— z} fournis 9 (©, k), tandis qu'une intégration supplémentaire 
(par rapport à dt dr, par exemple) fournit le volume V et l'intervalle de temps £ 
complet. En omettant le facteur ton trouve la probabilité de diffusion 
dans l'unité de temps 
än°h3 
M" 


Cette expression conserve sa validité après calcul de la moyenne sur la distri- 
bution de Gibbs, i.e. en utilisamt le facteur de forme exprimé en termes de la 
température. 
On notera que la propriété (86,16) du facteur de forme appliquée à la dif- 
fusion des neutrons exprime le fait qu'à T = 0 le liquide peut acquérir de l’éner- 
ie, mais ne peut en céder. La relation (86,14) exprime le principe de l'équilibre 
étaillé puisque les processus de diffusion avec transfert d'énergie et d'impul- 
sion (w, k) et (— w, —k) sont réciproquement réversibles. 


d& ‘ 
Ba: @ 


w= na?o (&, k) 


$ 87. Règles des sommes pour le facteur de forme 


Le facteur de forme dynamique vérifie certaines relations inté- 
grales (sur les fréquences w) appelées règles des sommes. 
La démonstration de l’une de ces règles se fonde sur la règle de 


commutation entre les opérateurs rx (t) et rx (t). Le commutateur 
des opérateurs de Heisenberg, évalués à un même instant, coïncide 


a 


avec le commutateur des opérateurs de Schrôdinger Pk et Au. L'opé- 
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rateur rx est défini par (86,9) et le commutateur requis est donné 
par la formule 


a 
e 


ani nènx= — EN, (87,1) 


où m est la masse d'une particule du liquide ?). 
Partons de l’expression de la composante du développement de 
Fourier de la fonction o (t, r) suivant les coordonnées seulement 


no (t, k)— \ e-iktrier,) (6n (4, r;) Ôn (te, ra)) dS(z1— 2). 


Puisque l'expression sous le signe d’intégration ne dépend que de 
T, — T2, On peut remplacer l'intégration sur d$ (x, — z;) par une 
intégration sur d°r,d3r.,/V ; en effectuant cette intégration sous le 
signe, de la moyenne il vient 


G (4, k) = (On (41) Ba (t3)). (87,2) 
Calculons la valeur de la dérivée 0 (t, k)/ôt pour t = 0. Comme 
© (t, À) ne dépend que de la différence { =t, —{.,ona 
90 (t, k) _ 0 __% ) 
& 2 (+ 6 dt, 


et en y portant (87,2) on obtient 


BG D 1 (6m (44) 8x (43) — Bu (44) nu (Ea))e 


Chacun des deux termes de cette expression ne dépend que de la 
valeur absolue du vecteur k; cela permet de remplacer k par —k 
dans le second terme. En posant ensuite t, =, et en remar- 
quant que 2.1 = n#+ÿ, on trouve que la différence figurant entre les 
chevrons coïncide avec le commutateur (87,1). On obtient ainsi 

LICE k) æ(#) | LR 

t=0 2m ke. 

D'autre part, en écrivant © (t, x) sous la forme de l'intégrale de 
Fourier par rapport aux fréquences, on a 


dt, | 0 ( æ| __.f du 
LED = (e-tio(o, D, ,=—i | wo(0, 2e. 


1) Le calcul de ce commutateur coïncide avec le calcul effectué dans III, 
$ 149 en vue de déduire la règle des sommes (149,5); au lieu du nombre d'élec- 
trons Z on trouve maintenant le nombre total N de particules du liquide. 
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En identifiant les deux expressions de la dérivée, on obtient la rela- 
tion cherchée 


\ o6 (w, )-2 = (87,3) 


(G. Placzek, 1952). On notera que cette relation est vraie pour toutes 
les valeurs de k. Pour passer dans cette relation à la limite classique 
(ii — 0) il faut écrire l'intégrale figurant dans le premier membre sous 
la forme 


[olo(, —0(—0, 17 
0 


et, conformément à (86,14), y effectuer la substitution 
G(w, A)—0(—0, #)& D 0 (u, #). 


Après cela les facteurs # s’éliminent entre les deux membres de l'éga- 
lité et il reste 


(ov(o, ETS, hr 0. 
0 


Appliquons la formule (87,3) à un liquide de Bose à T = 0, et 
considérons la région des petites valeurs de k. Lorsque #4 —+0, la 
principale contribution à l'intégrale provient du pic 6-fonctionnel 
dans le facteur de forme © (®, k) qui se manifeste dans (86,13) à la 
suite des transitions s’accompagnant de la naissance d’un phonon 
(puisque dans le liquide à l’état fondamental il n’y a pas de phonons, 
il ne peut y avoir de transitions à T = 0 avec annihilation de pho- 
nons). Ce terme est de la forme A6 (w© — uk), où Aiuk est l’énergie du 
phonon (u est la vitesse du son). En le portant dans (87,3) en qualité 
de © (w, k) on détermine le coefficient À et finalement on obtient 


o(o, 4) = 6 (uk). (87,4) 


L'intégration de cette expression selon (86,7) fournit le facteur 
de forme statique 


0) = 7e (87,5) 
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(R. P. Feynman, 1954) !). Comme cette formule ne concerne que 
les petites valeurs de k, sa transformée de Fourier donne l'expression 
asymptotique de la fonction de corrélation pour les grandes valeurs 
de r: 


k + 
7 2ntmuri (8120) 


(pour vérifier cette formule voir l'intégrale indiquée dans la note 
au bas de la p. 422). À T = 0 la formule (87,6) reste valable pour 
des distances aussi grandes que l’on veut. Aux températures basses 
mais finies, elle ne vaut que pour des distances r = hu/T auxquelles 
les fluctuations cessent d’être purement quantiques. A des distances 
encore plus grandes, la loi (87,6) cède la place à la décroissance expo- 
nentielle (à condition de négliger la contribution des forces de Van 
der Waals, cf. $ 83) ?). 

On peut établir une autre règle des sommes en s'appuyant sur 
la relation entre le facteur de forme et une certaine susceptibilité 
généralisée œ (w, k) (cf. $ 86). Cette relation s'exprime par la for- 
mule (86,20) qui, à T7 — 0 et pour & > 0, se réduit à 


no (w, k) = 2% Im a (w, k). (87,7) 
Selon la formule de Kramers-Kronig (cf. V, (123,1:)), 


Vv(r)= 


1,01 Ho 
Re a (w, )=—P | 2 do. 


En posant w—0 et en remarquant que la quantité @(0,k) cest 
réelle), on peut écrire ° 
æ(0 b=2 {4 mo(o k) do (87,8) 
? EX à © ? : L 


1) La formule (87,5) écrite sous la forme o (k) = #*k*/2me (k) (e (k) est 
l'énergie de la quasi-particule) n'est rigoureusement valable que pour k—+ 0. 
Lorsque k augmente, un rôle croissant revient aux contributions à @ (k) pro- 
venant des transitions avec création de plusieurs quasi-particules. Si l'on né- 
glige néanmoins cette contribution, on peut admettre que cette formule établit 
une relation entre le facteur de forme et l’énergie des quasi-particules dans un 
liquide de Bose. Dans ces conditions, au maximum que présente & pour k æ 1/a 
(a est la distance interatomique dans le liquide) correspond un minimum « roto- 
nique » sur la courbe e (k). 

2) La fonction de corrélation (87,6) est négative (ce qui correspond à la 
répulsion entre les particules) contrairement à la fonction de corrélation du 
gaz de Bose parfait qui, elle, est positive (cf. V, $ 117). Rappelons à ce propos 
(8 25) que dans le cas d'un gaz de Bose presque parfait, le spectre énergétique 
ne présente un aspect phononique que pour k< mu/h (avec fi/mu> a). Les 
distances correspondantes r = 1/k>%5> k/mu, de sorte qu’au passage au gaz par- 
fait (u — 0) le domaine de validité de la formule (87,6) se déplace vers l'infini. 

) La quantité & (w = 0, r) est réelle en vertu des propriétés générales de 
la susceptibilité généralisée. Le caractère réel de la composante de Fourier 
a (w = 0, k) s’en déduit vu que la fonction & (&, r) est paircenr. 
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A la limite 40 on a la relation 


a (0, r-0o=(À) =n(#).. (87,9) 


T=0 
Cette relation résulte de ce que dans un champ U faible, statique 
et lentement variable dans l’espace on a la condition d'équilibre 
u + U = const, de sorte que l'application du champ extérieur équi- 
vaut à une variation du potentiel chimique de —U. A la limite 
k —0 on tire donc de (86,18) 


= —FUR-U (a (0, mr) d(2—2,)= —Ua (0, &=0), 


et de là on trouve (87,9). 
En rassemblant les formules (87,7) à (87,9) on obtient la règle 
des sommes s’appliquant au facteur de forme du liquide à T = 0: 


16 d 
low, k-0 = 
0 


(D. Pines, Ph. Noziéres, 1958). 


ôr 


(87,10) 


Problème 


Trouver la fonction de corrélation v (r) dans un liquide de Bose aux distan- 
ces r>hu/T aux températures T << Ti. 


Solution. La fonction de corrélation cherchée est déterminée par le 
facteur de forme pour des valeurs k = 1/r < T/hiu& 1/a, où le spectre énergé- 
tique du liquide est pou A TÆ0G(w,k) comporte un terme avec 
ô (w—+ ku) qui correspond à l'absorption d'un phonon, ainsi qu'un terme avec 
ô (w — ku) correspondant à l'émission d'un phonon. On peut déterminer les 
coefficients dans ces termes à l’aide de (86,14) et (87,3): 


o(o, = te UT ja {5 (o—ku)+e VU/TS (w+ku)}. (1) 
En intégrant cette expression on obtient 
kk fiku 


c()=- coth 7 (2) 


et ensuite 


es du du 
(2x)  Bntimur effrkS coth 57 dé. 


v(r= \ eikro (4) 


En fermant le chemin d'intégration sur dk par un demi-cercle infiniment éloigné 
contenu dans le demi-plan supérieur de k complexe, on réduit l'intégrale à la 
somme des résidus aux pôles (situés sur l'axe imaginaire). Pour r > fiu/T la 
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contribution principale de l'intégrale est due au résidu au pôle pour fku/2T — 
= in: 


2aTs onT 
muth?r exp(— hu r) 


Si la condition aT/hu € 1 est vérifiée, la distance d'amortissement caracté- 
ristique de la fonction v (r) s'avère être notablement supérieure aux distances 
interatomiques sur lesquelles s’amortissent les effets liés à l’interaction directe 
entre les atomes. Dans ces conditions la formule (3) comporte ñ comme une 
quantité essentielle, ce qui implique que la corrélation qu'elle décrit est de 
nature quantique. On notera que lors de la déduction nous avons négligé la 
contribution des forces de Van der Waals. D'après le $ 83, la contribution de 
ces dernières se traduit par une expression de puissance et prédomine aux grandes 
distances. Les distances auxquelles s'effectue le porn e (3) à (83,16) Fe gt 
de la relation concrète entre les coefficients, mais le domaine de validité de la 
formule (3) se situe toujours aux basses températures puisque sur la frontière 
du domaine de validité pour r — fiu/T, selon (3), v T4 et selon (83,16), v © T7. 


v(r)= — 


(3) 


$ 88. Flactuations hydrodynamiques 


Dans les paragraphes précédents nous avons étudié les fluctua- 
tions de la densité des liquides à des fréquences © et des vecteurs 
d’onde k arbitraires. Il va de soi que dans ces conditions on ne peut 
établir dans le cas général la forme eoncrète de la fonction de corré- 
lation. Néanmoins on peut y arriver à la limite hydrodynamique 
où la longueur d’onde des fluctuations est grande par rapport aux 
dimensions microscopiques caractéristiques (distances interatomiques 
dans les liquides, longueur de libre parcours dans les gaz). 

Le calcul des fonctions de corrélation simultanées des fluctua- 
tions de la densité, de la température, de la vitesse, etc., dans un 
fluide immobile n’exige aucune étude spéciale puisque dans le cas 
classique (i.e. non quantique) ces fluctuations sont décrites par les 
formules ordinaires de la thermodynamique qui s'appliquent à tous 
les milieux en état d'équilibre thermique. Les corrélations entre les 
fluctuations simultanées en différents points de l’espace se propa- 
gent à des longueurs de l’ordre des distances interatomiques (à con- 
dition de négliger les faibles forces de Van der Waals à grand rayon 
d'action). Or en hydrodynamique, ces distances sont considérées 
comme infiniment petites; il s'ensuit qu’à la limite hydrodynamique 
les fluctuations simultanées se produisant en des points différents 
ne sont pas corrélées. Formellement cette assertion découle de l’addi- 
tivité d’une grandeur thermodynamique — le travail minimal R,m 
requis pour réaliser la fluctuation. Comme la probabilité de la fluc- 
tuation est proportionnelle à exp (—R;;n/7), en mettant Roin 
sous la forme d’une somme de termes concernant des volumes dis- 
tincts physiquement infinitésimaux, on trouve que les probabilités 
des fluctuations y sont indépendantes les unes des autres. 

Compte tenu de cette indépendance, on peut récrire aussitôt les 
formules connues pour les carrés moyens des fluctuations des gran- 
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deurs thermodynamiques en un point donné de l'espace (cf. V, $ 112) 
sous forme de formules pour les fonctions de corrélation. Par exem- 
ple, selon la formule décrivant les fluctuations de la température 
dans un volume Y 


se 
((ÔT}°) = rs 2 


(p est la masse volumique, c, la capacité calorifique de l’unité de 
masse du milieu) nous écrivons d’abord 
T? 
(ÔT (ra) ÔT (rs)) = ps abs 
où les fluctuations sont rapportées à deux petits volumes V, et V4. 
En faisant tendre ces volumes vers zéro, on obtient !) 


T? 
(ôT (r,) ÔT (r2)) = rs Ô(r,—r2). (88,1) 
En procédant de la même façon on obtient les formules pour les fluc- 
tuations des autres grandeurs thermodynamiques: 


Gp (rs) 80 (ra) =eT (2-), 8(r—r2), (88,2) 
GP(r)6P (ra =eT (5). SG —r)=pTutd(m—r.), (88,3) 


(Bs (rs) 6s(r,)) = (ri —r:) (88,4) 


(P est la pression; s l’entropie de l'unité de masse du milieu). Les 
fluctuations d'une paire des grandeurs p, T et P, s sont indépen- 
dantes. Ecrivons encore la formule des fluctuations de la vitesse 
macroscopique v du fluide (qui est nulle à l'équilibre) : 


(Bb (r,) va (r,))= + Bd (r—r3). (88,5) 


En mécanique des fluides, la question des corrélations temporelles 
des fluctuations ainsi que celle des fluctuations dans les fluides en 
mouvement présente un caractère spécifique en ce qu’elles impliquent 
la prise en compte des processus dissipatifs dans les fluides, i.e. de la 
viscosité et de la conductibilité thermique. 


1) Cette formule, ainsi que les formules suivantes concernant les fluctua- 
tions simultanées dans les gaz, reste valable pour les fluctuations dont les lon- 
gueurs d'onde ne sont grandes que par rapport aux distances intermoléculaires, 
sans qu’elles soient nécessairement grandes par rapport aux longueurs de libre 
parcours. Cette dernière condition est cependant nécessaire dans le cas de fonc- 
tions de corrélation non simultanées dans l’approximation hydrodynamique 
(a que le mécanisme pa DE de propagation des perturbations dans 

es gaz dépend de la longueur de libre parcours des particules). 
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En mécanique des fluides, la construction d’une théorie générale 
des phénomènes de fluctuation se ramène à la recherche des « équa- 
tions de mouvement » pour les grandeurs fluctuantes. On y arrive 
en introduisant des termes supplémentaires correspondants dans les 
ne de la mécanique des fluides (L. Landau, E. Lifchitz, 

957). 
Les équations de la mécanique des fluides écrites sous la forme 


+ div (pv) = 0, (88,6) 

êv: 8P | ir 
CT 2 À + PU gun a 7 ÔzR ? (88,7) 
(Htvw)= ten (M +) uv (89 


où la forme du tenseur des contraintes oi: et celle du vecteur flux 
de chaleur q ne sont pas spécifiées, n’expriment que la conservation 
de la masse, de l’impulsion et de l’énergie. Il s’ensuit que sous cette 
forme ces équations s'appliquent à n'importe quel mouvement, 
y compris les variations de l’état du fluide résultant des fluctuations. 
On doit entendre alors par p, P, v la somme des valeurs des gran- 
deurs Po; Po; Vo, + - - dans le mouvement principal et de leurs oscilla- 
tions de fluctuation ôp, ôP, ôv, . .. (par rapport à ces dernières 
les équations peuvent toujours être linéarisées). 

Les expressions ordinaires pour le tenseur des contraintes et le 
flux de chaleur les relient respectivement avec le gradient de vitesse 
et le gradient de température. Lors des fluctuations dans les fluides 
s’y manifestent des contraintes et des flux de chaleur spontanés 
locaux qui sont indépendants de ces gradients; nous les noterons 
six et get nous dirons qu'ils sont « aléatoires ». Nous écrirons donc 


, à dv 2 ; : 
Oik=" (5 es (TS div v)+&ôm divv+s:;r, (88,9) 
q — —XxVT + £ (88,10) 


(n, & sont les coefficients de viscosité ; x est le coefficient de conduc- 
tibilité thermique). 

Le problème consiste maintenant à trouver les propriétés de s;, 
et g, i.e. à déterminer leurs fonctions de corrélation. Pour simplifier, 
nous raisonnerons en envisageant le cas des fluctuations non quanti- 
ques, qui est le cas ordinaire en mécanique des fluides ; cela implique 
que les fréquences des oscillations de fluctuation vérifient la con- 
dition © € T. Nous supposerons que les coefficients de viscosité 
et de conductibilité thermique sont indépendants de la fréquence 
des oscillations (i.e. ne présentent aucune dispersion). 

En théorie générale des fluctuations (cf. V, $$ 119 à 122) on con- 
sidère une série discrète de grandeurs fluctuantes x,, r., . .., tandis 
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qu'ici on considère une série continue (valeurs de p, P, ... en cha- 
que point du fluide). Nous lèverons cette difficulté non essentielle 
en divisant le volume du corps en parties AV petites mais finies et 
en considérant certaines valeurs moyennes des grandeurs dans cha- 
cune de ces parties ; le passage à des éléments infiniment petits sera 
effectué dans les formules définitives. 

Considérons les formules (88,9), (88,10) comme des équations 


Za= 2 VaoX à + Yo (88,11) 


de la théorie générale des fluctuations quasi stationnaires (cf. V 


(122,20)) et choisissons pour les grandeurs z, les valeurs des com- 
posantes du tenseur 0;, et celle du vecteur q dans chacun des élé- 
ments AV. Dans ces conditions le rôle des quantités y, sera assumé 
par Sin et g: 


La > Oih Qis 
Ya + Sins Bi: 
Pour mettre en évidence la signification des grandeurs thermodyna- 
miquement réciproques X,, nous utiliserons les formules donnant 
le taux de variation de l’entropie totale S du fluide. En utilisant 
la méthode usuelle (cf. VI, $ 49) nous trouvons à l’aide des équations 
(88,8) à (88,10) 
a _ ( [Sin [ dvi | ok qav7 
= (+) 7. (88,13) 
En remplaçant cette intégrale par la somme sur les éléments AV 
et en identifiant le résultat avec l'expression 


$= —Y ZX os 


(88,12) 


on trouve que 
1 dr; : da 1 oT 

Il est facile maintenant de trouver les coefficients y, qui dé- 

finissent directement les corrélations cherchées selon les formules 
(Ya (1) Yo (t2)) = (Ya + Yoa) 8 (t1 — 12) (88,15) 
(cf. V, (122,21a)). 

Remarquons tout d’abord que les formules (88,9), (88,10) ne 
comportent aucun terme reliant oi, au gradient de température et q 
aux gradients des vitesses. Cela signifie que les coefficients corres- 
pondants Y» = 0, et en vertu de (88,15) nous avons 

(Sin (ls F1) ga (ta, r2)) = 0, (88,16) 
i.e. les valeurs de s;, et de g ne sont pas corrélées entre elles. 
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D'autre part, les coefficients reliant les valeurs de g; aux valeurs 
de (AV/T?) 0T/6x; sont égaux à zéro si ces grandeurs sont prises 
dans des éléments AV différents et égaux à y — x7*6/,/AV si elles 
sont prises dans le même élément. En utilisant ces valeurs de y 
et la formule (88,15) on trouve après passage à la limite AV —0: 


(gi (lis F1) Sn (Les To)) = 2H 62 (F1 — re) Ô(ti—t3). (88,17) 


En procédant de même on trouve les formules pour les fonctions 
de corrélation du tenseur des contraintes aléatoire 


(Sin (Ëis Fa) Sim (tes Fe)) = 2T [n (OirÔ0hm + ÉtmÔRt) + 
+(E— 51) Suôim ]8(r—r:)8(4—1:). (88,48) 


Les formules (88,16) à (88,18) répondent en principe à la question 
du calcul des fluctuations hydrodynamiques dans chaque cas con- 
cret. La résolution des problèmes s'effectue en procédant comme suit. 
En considérant s;, et g comme des fonctions données des coordonnées 
et du temps, on résout les équations linéarisées formellement (88,6) 
à (88,8) par rapport aux quantités ôp, ôv, ..., tout en tenant 
compte des conditions aux limites hydrodynamiques nécessaires. 
On obtient ainsi ces grandeurs sous la forme de fonctionnelles linéai- 
res de sx, g. En conséquence, toute grandeur quadratique en ôp, 
ôv, ... s'exprime à l’aide des fonctionnelles quadratiques de s,;, g, 
après quoi on calculera leur valeur moyenne à l’aide des formules 
(88,16) à (88,18), les quantités auxiliaires s;,, g étant éliminées du 
résultat final. 

Ecrivons les formules (88,16) à (88,18) en composantes de Fourier 
suivant les fréquences directement sous une forme permettant de 
généraliser les formules pour le cas des fluctuations quantiques. 
Selon les règles générales du théorème de fluctuation-dissipation, 
pour assurer ce degré de généralisation on doit introduire le facteur 
supplémentaire (4w/2T) coth (#w/2T) (qui se réduit à l'unité à la 
limite classique, fo € T). En cas de dispersion de la viscosité et 
de la conductibilité thermique, les quantités n, Ë et x sont des fonc- 
tions complexes de la fréquence; dans les formules décrivant les 
fluctuations n, &, x sont remplacés par leurs parties réelles: 


(Sg)o = 0, (88,19) 
(&18P)e = nô (rs —r2) hwT coth 5e. Re x (w), (88,20) 


(Six Stm)o = © (r, — r,) coth TT di 


X [ (51164 m + Oimôn —+ 6ixôim ) Re n (&) + 6k 01m Re & (w)] . (88.21) 
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$ 89. Fluctuations hydrodynamiques 
dans un milieu illimité 

Dans ce paragraphe nous étudierons les fluctuations hydrodyna- 
miques dans un fluide illimité immobile. Bien entendu, ce problème 
pourrait être traité par la méthode exposée au paragraphe précé- 
dent, mais nous préférons utiliser une autre méthode pour illustrer 
la possibilité de traiter les problèmes concernant les fluctuations 
dans les fluides par une méthode différente. 

Cette méthode se fonde sur la théorie générale des fluctuations 
quasi stationnaires envisagée au stade de développement précédant 
l'introduction des forces aléatoires. Rappelons d’abord les formules 
générales qui s’y rapportent (cf. V, $ 122). 

Soient 


Z= -Z habTo (89,1) 


les équations de « mouvement » macroscopiques pour un ensemble 
de quantités x, (t) caractérisant un état hors d'équilibre du système 
(à l'équilibre tous les x, — 0); ces équations sont valables lorsque 
les quantités x, sont grandes par rapport à leurs fluctuations moyen- 
nes (mais simultanément elles doivent être suffisamment petites 
pour admettre la linéarisation de l’équation de mouvement). On 
peut alors affirmer que des équations semblables sont vérifiées (pour 
t >> 0) par les fonctions de corrélation des fluctuations 


(ra (t)2(0)=— D hr(ze(#)ze(0), 10. (89,2) 
b 


Les conditions initiales relatives à ces équations sont les égalités 


(Ta (t) Le (0)) | t=+0 — (Tate h (89,3) 
où (rte) est la fonction de corrélation simultanée que l’on suppo- 


sera connue. Dans la région t << 0 les fonctions de corrélation peu- 
vent être prolongées selon la règle 


(a (€) Ze (0)) = + (za (—t) ze (0)}, (89,4) 
le signe « + » concernant le cas où les quantités zx, et x, sont toutes 
deux paires (ou impaires) par rapport à l’inversion du temps, et le 
signe « — » le cas où l’une de ces quantités est paire et l’autre im- 
paire. La résolution de l’équation (89,2) avec la condition (89,3) 
s'effectue à l’aide d’une transformation de Fourier unilatérale: 
après multiplication de l'équation par et! et intégration sur t 
entre 0 et  (l’intégrale dans le premier membre de l’équation est 
transformée par parties) on obtient le système d'équations 


— io (zez)S = —à Rap (ZoTe)S? + (Tate) (89,5) 


29—01124 
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pour les quantités dépendant de la fréquence 


@ 


(zems}s"= À eiet (x, (#) 33 (0) dt. (89,6) 


0 
Les composantes de Fourier ordinaires de la fonction de corrélation 
s'expriment à l’aide des quantités (89,6) selon 
(ZaTb)o = \ tot (Za (t) TZ (0)) dt= 


= (Zatb)s” == [(&azo)ST* = (ZaZb)S” + (ZoTa Ca (89,7) 


où les signes + correspondent aux signes dans (89,4). 

Pour traiter notre problème relatif aux fluctuations dans un 
liquide immobile il faut commencer par linéariser les équations 
hydrodynamiques (88,6) à (88,8) où on aura substitué à on et q 
leurs expressions (88,9) et (88,10) (sans les derniers termes). En posant 
P = Po + Ôôp, v = Ôv, . .. et en rejetant les termes non linéaires 
on obtient 


56p : 

DR p divv=0, (89,8) 

pÈ= — VôP+nâv+(5+2)vaivv, (89,9) 
dôs x 


(après avoir effectué la linéarisation, nous omettons l'indice 0 
auprès des grandeurs constantes po, . . .). Dans les équations (89,8) 
à (89,10) il est avantageux de diviser immédiatement la vitesse en 
parties potentielle (« longitudinale ») v( et tourbillonnaire (« trans- 
versale ») v(*, conformément à la définition 


v= vO + y), div vO =0, rot vÜ = 0. (89,11) 


Dans (89,8) il ne reste que la vitesse longitudinale : 


25e +pdivvM=0, (89,12) 

tandis que (89,9) se subdivise en deux équations: 
2 =" Avi, (89,13) 
pe — vôP + (5+-ÉL) div vt. (89,14) 


L'’équation de la vitesse transversale est indépendante des autres 
équations. En conséquence, pour la fonction de corrélation de ses 
fluctuations on ne disposera que d’une seule équation 
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2 (of (4, r) ok? (0, 0) —vA (of (£, r)v4/°(0, 0)=0 (89,15) 


(où v = n/p est la viscosité cinématique). En la soumettant à une 
transformation de Fourier unilatérale on obtient 


— ie (04° (7) 2° (OS? — vA (24? (x) vf (0)? = (LA (r) 4 (0)) 
(où dans le second membre on trouve la fonction de corrélation simul- 


tanée) ou en passant aux composantes de Fourier suivant les coor- 
données il vient: %: 
(0,08) 
png = LEA 
FOR OL Er io 


La fonction de corrélation simultanée des fluctuations de la vitesse 
est donnée par la formule (88,5); en y passant aux composantes de 
Fourier on obtient. après en avoir séparé la partie « transversale »: 


T kik 
EP) = + (Bin — A). (89,16) 
En substituant ce résultat dans la formule précédente on trouve !) 
2T kik vk3 
(au = 2 Re (PNR = (Bt) arr (69,17) 


Pour les autres variables on dispose d’un système formé des équa- 
tions (89,10), (89,12), (89,14) liées les unes aux autres. Dans les cas 
limites des fréquences élevées et basses, ce système se simplifie. En 
effet, les perturbations de la vitesse longitudinale et de la pression 
se propagent dans le liquide avec la vitesse du son v, tandis que les 
perturbations de l’entropie se propagent conformément à l’équation 
de la chaleur. Ce dernier mécanisme met en jeu un temps =1/yk? 
pour que la perturbation se propage à une distance = 1/k (x = x/pc» 
est la diffusivité du milieu). I1 s’ensuit que pour les fréquences (cor- 
respondant à une valeur donnée du vecteur d'onde) vérifiant la con- 
dition 

x € o = ku (89,18) 


on peut admettre qu'à entropie constante ne sont sujets aux fluctua- 
tions que v() et P. Par contre, pour 


xk® = © Kku (89,19) 
il se produit des fluctuations isobariques de l’entropie ?). 


1) On démontre facilement qu'en intégrant (89,17) sur dw/2x on retrouve 
la fonction de corrélation simultanée. 

2) L'inégalité yk?< ku est toujours vérifiée dans le domaine hydrodyna- 
mique. Dans les gaz u = vret x vri, où vr est la vitesse thermique moyenne 
des particules et Z leur longueur de libre parcours. Il s'ensuit que l'inégalité 
xh € u est équivalente à la condition obligatoire klæ 1. 


29° 
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Considérons d'abord la première région des fréquences élevées 
(89,18) et évaluons, par exemple, les fluctuations de la pression. 
L’équation (89,14) récrite pour les fonctions de corrélation est 


27 UE, r)6P (0, 0)» = — grad (BP (£, r)8P (0, 0)) + 
+ (540) grad div (0 (4, r) 6P (0, 0), 


la condition initiale étant la nullité de la corrélation simultanée 
entre v(® et 6P. En effectuant la transformation de Fourier unilaté- 
rale sur le temps et une transformation complète sur les coordonnées 
on en tire 


— ip (VOBP}E = — ik (SPENR — (c+ 1) k(kvOEPIE. (89,20) 
Ensuite dans l'équation (89,12) écrivons 
ô 
&p= ().8P+(2) 6-7 &P— (5 ). ês, 
et exprimons 66s/ôt à l’aide de l'équation (89,10) écrite comme suit: 
oôs * 
a = pr (er), 46P 


(on néglige le terme contenant Aôs dans le second membre devant 
d6s/ôt en vertu de la condition #xk°? <& &), ce qui conduit à l'équation 


1 66P ôT \2 : 

0 (5), A6P +pdiv vt=0. 
On en déduit de nouveau l'équation pour les fonctions de corréla- 
tion en remplaçant 6P et vll) respectivement par (6P (t, r) ôP (0,0)) 


et (v®(s, r) 8P (0, 0)) avec la condition initiale (88,3). Après 
avoir soumis cette cn (Ur à des transformations de Fourier on a 


RE 7). [ICS + ip(kvOBP)E = pT. (89,21) 


A partir des équations (89,20) et (89,21) on obtient après quel- 
ques transformations 
9 k2pTut 2 k2 
(BPEux = 2 Re (BP) = 2 Re HP CENT) (89,22) 


Eleg+me(#)] 6 


est le coefficient nn du son dans le milieu (cf. VI, $ 79) 
et yr sa partie qui est liée à la conductibilité thermique. Ecrivons 


$ 89] FLUCTUATIONS HYDRODYNAMIQUES DANS UN MILIEU ILLIMITÉ 453 


la réponse finale pour le domaine des fréquences situé près des valeurs 
© — —+ku, où les fluctuations sont particulièrement grandes: 


a Pruy 
(ÔP?ox = EEE E (89,24) 
Cette formule est valable pour | w Æ ku | & uy!). 
Dans la région des basses fréquences (89,19) il suffit de considérer 
les fluctuations de l'entropie en négligeant les fluctuations de la 
pression. Cela signifie que dans l’équation (89,10) on peut poser 


ôT T 
ôT = (5), ôs=-— 6 
(la chaleur massique c, se rapporte à l’unité de masse). Pour la fonc- 
tion de corrélation cherchée on dispose donc d’une équation de la 
même forme que (89,15), la condition initiale étant donnée par 
(88,4). On trouve finalement 


2» xx? 


(852?)où = 5 oHtpR (89,25) 


Problèmes 


1. Trouver la fonction de corrélation des fluctuations du nombre de parti- 
cules dissoutes dans une solution faible. 


Solution. La densité n du nombre de particules dissoutes vérifie 
l'équation de diffusion 
on 


7 = DAn 


(D est le coefficient de diffusion). Dans une solution faible les valeurs simulta- 
nées de la densité en différents points de l’espace ne sont pas corrélées entre 
elles (comme il n'y a pas de corrélation simultanée pour la densité d’un gaz 
parfait). La fonction de corrélation simultanée s'écrit donc 


(ôn (r1) ôn (r2)}=n6 (ri —rs). 
Par analogie avec la formule (89,25) nous obtenons 


2nk?D 
Gnar= GEEHD * 


Dans cette solution il n’a pas été tenu compte de la thermodiffusion, ce 
qui rmet de considérer les fluctuations de n indépendamment des fluctuations 
e la température. 


2. Trouver la fonction de corrélation des fluctuations de la pression dans 
un liquide possédant une importante viscosité seconde dispersive & (@) (qui est 
liée à une relaxation lente d’un certain paramètre). 


1) Rappelons (cf. VI, $ 79) que le coefficient hydrodynamique d’absorp- 
tion du son est toujours petit dans les gaz (l'inégalité y k résulte automa- 
tiquement de la condition kl< 1) et il est également petit dans les liquides 
où le son ne subit aucune dispersion notable. 
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.Solution. L'existence de processus de relaxation lents conduit à l'ap- 
parition d’une viscosité seconde de la forme: 


T a 
Lo)= TE (né, —u8). 


où t est le temps de relaxation; u, la valeur d'équilibre de la vitesse du son; 
u Ja vitesse du son correspondant à une valeur constante du paramètre de 
relaxation (cf. VI, $ 81). Les équations (89,20), (89,21), ainsi que (89,22) sont 
valables même en présence de dispersion. En posant & — & (@) et en négligeant 
les termes provenant de 1 et x on trouve, tous calculs faits, 

2Ttpus (us, — ui) 

SO CE TE Let À LS 
$ 90. Expressions opératorielles des coefficients 

cinétiques 

On peut conférer aux formules (88,20), (88,21) un aspect diffé- 
rent en les lisant à l'envers, i.e. en les considérant comme des ex- 
pressions donnant les coefficients de conductibilité thermique et de 
viscosité. Les fonctions de corrélation figurant dans le premier 
membre de l'égalité peuvent être exprimées, conformément à leur 
définition, en termes des opérateurs de certaines grandeurs micro- 
scopiques ; on arrive ainsi à exprimer les coefficients cinétiques d’un 
liquide en fonction de ces opérateurs. 

11 convient de remarquer tout d’abord que l'absence de toute 
corrélation entre les fluctuations des flux d’énergie et d’impulsion 
« aléatoires » en différents points de l’espace (fonction 6 (r, — r2) 
dans les formules (88,20), (88,21)) est une conséquence de l'appro- 
ximation hydrodynamique; cette dernière n'est justifiée que pour 
les petites valeurs du vecteur d’onde. Pour expliciter cette condition 
écrivons les formules en termes des composantes du développement 
de Fourier suivant les coordonnées spatiales (ce qui revient à rem- 
placer les facteurs ô (r, — r.) par l'unité) et passons à la limite 
k —0. C’est ainsi que la formule (88,20), qui aura été contractée 
sur la paire d'indices à, k, 


(ge) = 36 (r, — r,) fo coth Fe + Re x (w) 


sera écrite sous la forme : 


1 ho ,- 
Rex (o) = or th 2 . (S&)ur- (90,1) 


On se rend bien compte qu'avec cette forme d'écriture on peut 
remplacer dans cette formule le flux de chaleur « aléatoire » g par 
le flux d'énergie total que nous noterons Q. Selon la mécanique des 
fluides, ce dernier se compose du flux de l’énergie transportée par 
convection et du flux de chaleur q: 


Q=(++v) pv+q = puv—xVT+g (90,2) 
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(w est l’enthalpie de l'unité de masse du liquide; dans (90,2) on 
a omis le terme contenant une vitesse de fluctuation v d'ordre plus 
élevé). Pour les petites valeurs de k les fluctuations des grandeurs 
physiques réelles (v, T, p, etc.) contiennent une puissance supplé- 
mentaire de k par rapport aux fluctuations des flux aléatoires et de 
ce fait à la limite k —+0 les fluctuations de g coïncident avec celles 
de Q. Ce résultat est évident puisque dans l’équation du mouvement 
des fluctuations hydrodynamiques (88,6) à (88,8) les flux g et sy 
ne figurent que sous le signe des dérivées spatiales tandis que les 
grandeurs physiques énumérées y figurent encore sous forme de dé- 
rivées par rapport au temps; après passage aux composantes de Fou- 
rier ces dernières seront de l’ordre de 4/w par rapport aux dérivées 
spatiales. 

A la différence de g le flux d’énergie total Q est une quantité 
possédant une signification mécanique directe et il lui correspond 


un opérateur quantique Q (f, r) pouvant être exprimé en fonction 
des opérateurs des variables dynamiques des particules du milieu. 
En utilisant la définition de la fonction de corrélation en termes des 
opérateurs (de Heisenberg) de la quantité correspondante on obtient 
la formule suivante : 


1 ño |. e à à 
aer th 2 lim | [ eter-uo (en Ê(0, 0)+ 


— 00 


Re x (w) = 


+ (0, 0)Q(E, r)) dtdiz (90,3) 
(M. S. Green, 1954). 

On obtient cependant une représentation de la fonction x («) 
mieux adaptée aux besoins en partant de la formule exprimant la 
fonction de corrélation à l’aide du commutateur des opérateurs 
correspondants. 

En notant z, (r) et x, (r) deux grandeurs subissant des fluctua- 
tions (qui sont égales à zéro à l'équilibre et se comportent de la 
même façon lors de l’inversion du temps) selon (76,1) et (75,11) 
leur fonction de corrélation peut être présentée sous la forme: 


(aa) coth2e Re | ete ({3, (4, rs), 3e (0, r.)}) dt, 
ù 
où les accolades {. , .} désignent le commutateur. En procédant au 


développement de Fourier suivant les coordonnées r =r, —r, 
on obtient la formule 


(zazr)ox = coth 2. Re | eltot-kr) ({2, (4, r), 2 (0, 0)}) déd®z. (90,4) 
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En l'appliquant à la fonction de corrélation (Q°),1 et en portant 
le résultat dans (90,1) il vient 


KL. 


Re x (0) = lim Re | Deitr-un (Q(, n), @ (0, 0) ts. 
0 


Dans les premier et second membres de cette formule on trouve, sous 
le signe Re, des fonctions de & qui tendent vers zéro lorsque © —+ © 
et qui ne possèdent aucune singularité dans le demi-plan supérieur 
de la variable complexe w. De l'égalité des parties réelles de ces 
fonctions sur l’axe réel de w découle l'égalité des fonctions elles- 
mêmes et on trouve ainsi la formule définitive: 


x(u)= zur lin | eitut-kr) ((Q (4, r), Ê (0, O)}) dt dir. (90,5) 


_ 


Pour trouver la valeur statique du coefficient de conductibilité 
thermique il faut passer à la limite © —0. 

En procédant de façon analogue on peut transformer la formule 
(88,21) et trouver l'expression opératorielle des coefficients de vis- 
cosité. 

Si l’on introduit le flux d’impulsion total o;;, = —P6;y + oïn 
(ox étant donné par (88,9)), à la limite k +0 les fluctuations de 
tous les termes, sauf s;,, s’annulent, de sorte qu’à cette limite on 
peut remplacer la fonction de corrélation (s;;S/m)ux Par (O;xOimlok- 
On trouve ainsi la formule 


n(w) ( 107 m + OimÔnt — e 6ixôtm ) +8 (@) OrrÔ1m = 


= lim \ | estur-ue) ({oin(t, x), Oim(0, 0)}) dt d3z, (90,6) 
0 


où 634 (t, r) est l’opérateur de la densité du flux d’impulsion 
(4. Mori, 1958). En appliquant à cette égalité la convolution sur 
les paires d'indices à, k et !, m ou i, let k, m on obtient des expres- 
sions séparées pour 96 ou pour 10n + 36 respectivement. 
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On ne peut appliquer au liquide de Fermi à 7 = 0 les formules 
(87,4) à (87,6) pour le facteur de forme puisque ces formules ont été 
établies en supposant que le spectre des excitations élémentaires 
(pour & et k petits) ne comporte qu’une branche phononique. On ne 
peut non plus appliquer au liquide de Fermi la théorie hydrodyna- 
mique des fluctuations (cf. $$ 88, 89) puisqu'elle implique que soit 
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vérifiée la condition 4! € 1 (L est la longueur de libre parcours des 
quasi-particules), qui est évidemment violée dans le liquide de 
Fermi puisque ! © T-® et tend vers l'infini lorsque 7 —+0. Pour 
calculer le facteur de forme du liquide de Fermi il faut donc partir 
de l’équation cinétique. 

Nous partirons des formules (86,17) à (86,20) qui établissent 
une relation entre le facteur de forme et la susceptibilité généralisée 
lorsque le liquide est soumis à l’action d’un champ U (t, r). En 
termes des composantes de Fourier par rapport aux coordonnées, 
la définition (86,18) s'écrit comme suit: 


ôn (w, k)= —a(o, k) Von. (91,1) 

Nous ne considérerons que le cas où 7 = 0. Le facteur de forme dyna- 

mique s'exprime alors en fonction de & (w, k) selon 
2h Im « (w, k), 6>0, 
0, o<0. 

La perturbation de la densité ôn (w, k) se laisse calculer à l’aide 

de l’équation cinétique où, pour T —+0, on peut négliger l’intégrale 

de collision. Ces calculs ne se distinguent de ceux que nous avons 


effectués pour le son de zéro ($ 4) que par l’adjonction à l'énergie 
de la quasi-particule du terme 


U (£, r) = Uunneinr-ot), 


Respectivement, dans l'expression (4, 3) de la dérivée delôr apparaît 
le terme OU/ôr = ikU et dans le premier membre de l’équation ciné- 
tique (4,8) apparaît le terme 


— ikU < = ikvU6 (e— er). 


Cherchons la solution de l’équation cinétique sous la forme: 
ôn (p) = ôrux de Le 


Or (P)=—6(e—er) 5 X(n), n=+. (91,3) 


C’est là la composante de Fourier de la perturbation de la distribu- 
tion en impulsions des quasi-particules. La variation cherchée de 
la densité du nombre total de quasi-particules (qui coïncide avec la 
densité du nombre de particules véritables) est donnée par l’inté- 


grale 


(0, = (91,2) 


ee 


: 248 
6m (a, k)= À ônux (p) pe = — 27 À 20) Vu. 


La définition de la fonction x (n) figurant dans (91,3) se distingue de 
la définition de v (n) figurant dans (4,9) par la normalisation: ici 
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nous la choisissons telle que la formule (91,2) s’écrit sous la forme: 


no (w, k)= Im \ km), w>0. (91,4) 


Pour la fonction + (n) elle-même on obtient ee 


(©—vkn) X(n)—vkn \ F(8)X(n') 2 SRSEE. 


qui diffère de (4,11) par son second membre. 

L'équation (91,5) ne contient explicitement aucune quantité 
imaginaire. L'apparition d'une partie imaginaire dans sa solution 
x (n) n’est liée qu'aux parcours autour des pôles des intégrales qui 
surgissent en cours de résolution de l’équation. La règle de ces par- 
cours implique que le champ U æ e-i’t appliqué au système se 
branche de façon adiabatique dès l’instant { — —, ce qui exige 
que sa fréquence & soit remplacée par & +- i0. 

La forme concrète de la solution dépend de la forme de la fonc- 
tion d'interaction entre les quasi-particules F (8). Illustrons la 
marche de la résolution et ses propriétés en considérant l'exemple 
simple de la fonction F = const = F4. 

Dans ce cas la solution de l’équation (91,5) est de la forme: 


Fin ? 


(91,5) 


2e ? 


où C est une constante dont on détermine la valeur en substituant 
(91,6) dans (91,5), ce qui donne 

C(A+F)= EEE, (91,7) 
avec 

= \ kn'vp do” 

À kn'op—@—i0 47 ° 
L'expression sous le signe d’intégration ne dépend que de l’angle 
entre n° et k et après une substitution évidente on trouve 


isn/2, s<<A, 
an. ri 0 SEL 


où s — w/kvk (la partie imaginaire de l'intégrale s'en sépare selon 
la règle (8,11)). 


En portant la fonction x (n) de (91,6) ä (91,8) dans (91,4) on trouve 
le facteur de forme dynamique 


_2m*pr _T(9 
no (o, k)= he I; FFT 6 (91,9) 
(4. Abrikossov, I. Khalatnikov, 1958). En vertu de (91,8) il est diffé- 
rent de zéro pour s < 1, i.e. pour tous les © << kvr. 


1 
1410 zdz 
I()=> \ z—s—i0 => in 
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Dans le cas où F, > 0, le liquide de Fermi peut être le lieu de 
propagation du son de zéro avec une vitesse w, définie par (4,15): 


1 + Fi (So) = 0, Se — Uol/Ur. 
Pour les valeurs de s proches de s,, l'expression (91,9) se réduit à 


const-Im 


S—S0 ? 


et, d’après ce qui a été dit plus haut, on doit interpréter s = w/kvr 
comme s + i0. Cela signifie que dans l’expression de o (w, k) appa- 
raît encore un terme ô-fonctionnel de la forme const -6 (s — 5), soit 

o (@, *) = const-kô (© — ku). (91.10) 
Ce terme est la contribution au facteur de forme due à la branche 
correspondant au son de zéro du spectre énergétique duliquide de 
Fermi; il est tout à fait analogue à la contribution phononique 
(87,4) au facteur de forme du liquide de Bose. 

L'existence de ce terme n’est nullement liée à l'hypothèse F — 
= const et constitue une propriété générale du liquide de Fermi où 
peut se propager le son de zéro. La loi d'interaction entre les quasi- 
particules n’impose que la valeur du coefficient constant dans (91,10). 
Sans second membre l’équation (91,5) coïncide avec l'équation du 
son de zéro; il s'ensuit que la solution de l’équation non homogène 
présente un pôle pour @/k = us. 

La forme de l’équation (91,5) montre clairement que sa solution 
ne dépend des paramètres w et À que sous la forme de leur rapport 
w/k. 11 s'ensuit que le facteur de forme dynamique sera lui aussi 
fonction de ce rapport. Quant au facteur de forme statique 


C d 
o(k)= \ 6 (0, k) 
il sera de la forme 
o (4) = const-k. (91,11) 
Cela signifie que la fonction de corrélation spatiale simultanée des 
fluctuations de la densité à T7 = 0 dans le liquide de Fermi (de même 
que dans le liquide de Bose) est régie par la loi v (r) = r”. 
Notons encore que le facteur de forme dynamique du gaz de 
Fermi parfait peut être déduit de (91,9) en passant à la limite F, —0: 
mio 
ahnk ? 
Le facteur de forme statique est alors donné par 
hop à ptk 
2 ne — 
o(k)= o(o, k) Dm — Gas 


(conformément au résultat du problème 1 dans V, $ 117). 


o(w, k)= 0<o<kvpe 
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